Baumdiagramme und Einheitsquadrate 4.0

VICTORIA DOLLER UND STEFAN GOTZ, WIEN

Zusammenfassung: Baumdiagramme und Einheits-
quadrate sind zentrale Werkzeuge zur Untersu-
chung stochastischer Fragestellungen im Unterricht.
Wiihrend erstere im Unterricht bereits etabliert sind,
haben sich zweitere aufgrund des Konstruktionsauf-
wands noch nicht durchsetzen konnen, was durch ei-
ne geeignete Software-Losung behoben werden kann.
Im Folgenden werden die didaktischen Anforderun-
gen an eine solche Software zusammengetragen und
die darauf basierende didaktische Software PROVIS
— Probability Visualized vorgestellt.

1 Rauchen - ein méannliches oder
weibliches Laster?

Nach einer Hochrechnung der Statistik Austria! zihl-
te Osterreich im Jahr 2019 ca. 2,94 Mio Nichtrau-
cherinnen iiber 15 Jahre. Bei den Ménnern hingegen
lag die Nichtraucheranzahl nur bei ca. 2,53 Mio Per-
sonen iiber 15 Jahre. Tendieren Ménner daher eher
zum Rauchen? Insgesamt gesehen liegt der Frauen-
anteil der iiber 15-jihrigen in Osterreich mit 3,794
Mio iiber dem der Ménner mit 3,624 Mio. Lisst sich
der Unterschied in den Anzahlen der Nichtraucher
bzw. Nichtraucherinnen hiermit erklaren?

Fragestellungen wie diese konnen im Schulunterricht
als monotone Rechenbeispiele zur Ermittlung von
Prozentsitzen dienen. Sie konnen aber auch mit Hilfe
geeigneter Visualisierungsmethoden aufbereitet wer-
den, sodass Schiilerinnen und Schiiler diese visu-
ell ,begreifen und damit leichter ein Verstdndnis
von Grundgesamtheit und Anteil entwickeln kdnnen.
Ein bekanntes und bewéhrtes Mittel zur Struktu-
rierung derartiger Daten ist das Baumdiagramm.
Ein (in Osterreich) weniger bekanntes, aber beson-
ders niitzliches Instrument fiir diese und #hnliche
Fragestellungen ist das Einheitsquadrat — eine Vi-
sualisierungsmethode, die Zahlen und Beziehungen
nicht nur textuell abbildet, sondern auch grafisch in
Flichen, Lingen und deren Verhéltnissen. In Abbil-
dung 1 sind oben genannte Daten mit beiden Metho-
den dargestellt. Dariiber hinaus sind die ,,Zeilensum-
men* bzw. ,,Spaltensummen’ im Einheitsquadrat an-
gezeigt.

Wer ein Einheitsquadrat zu lesen weif3, kann direkt
aus der Abbildung erkennen, dass unter den Frauen
der relative Anteil der Nichtrauchenden hoher ist, als
unter den Minnern: Unterschiedliche Hohen des lin-

ken bzw. rechten unteren Rechtecks im Einheitsqua-
drat belegen dies. Unsere eingangs gestellte These,
dass Frauen weniger zur Zigarette tendieren, wurde
also durch die Daten bestétigt.
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Abb. 1: Rauchverhalten in Osterreich, Zahlen in Tau-
send

Wihrend Baumdiagramme leicht mit der Hand ge-
zeichnet werden konnen, stellt sich die Konstruk-
tion von Einheitsquadraten komplizierter und zeit-
intensiver dar. Durch den Aufwand der hédndischen
Zeichnung tritt der Nutzen in den Hintergrund — ei-
ne Einschrinkung, die durch eine geeignete Soft-
wareunterstiitzung hintangestellt werden kann. Auch
Baumdiagramme konnen durch eine Digitalisierung
an Nutzen gewinnen.

2 PROVIS - Probability Visualized

PROVIS ist eine Soft- \ky,
ware, die eine Model-

lierungsoberfliche  fiir Pr@ |5
Baumdiagramme und Einheitsquarate bietet und frei
heruntergeladen werden kann?. Sie bietet allgemeine
Funktionen, wie das Speichern, Verwalten, Durchsu-
chen und Wiederverwenden der erstellten Diagram-
me, Export von Diagrammen als xml-Datei fiir die
Distribution an Schiilerinnen und Schiiler oder das
Generieren von Grafiken in verschiedenen Bildfor-
maten. Die Interaktion mit den einzelnen Elementen
in den Diagrammen erfolgt {iber ein Notebook, das
per Doppelklick auf das Element aufgerufen wird.
AuBerdem wurden spezifische Funktionen integriert,
um didaktischen Anforderungen gerecht zu werden.
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3 Anforderungen an ein
didaktisch-technologisches Werkzeug
fiir Baumdiagramme und
Einheitsquadrate

Ein digitales Werkzeug in der Stochastik hat das
Potential den Wissenserwerb in vielerlei Hinsicht
zu unterstiitzen, etwa durch das schnelle und einfa-
che Erstellen von interaktiven Grafiken und die Au-
tomatisierung von komplexen Konstruktionen und
Berechnungen (Wolpers und Gotz, 2002, Abschnitt
2.2). Gerade im Stochastikunterricht sehen Vo-
gel und Eichler (2014) den Technologieeinsatz als
Moglichkeit, eine vertiefte Begriffsbildung bei den
Schiilerinnen und Schiilern zu erreichen. Fiir den
schulischen Einsatz muss ein derartiges Werkzeug
den fachlichen und didaktischen Anforderungen des
Themengebiets gerecht werden. In Bezug auf Ein-
heitsquadrate und Baumdiagramme formulieren wir
im Folgenden sieben fachlich, didaktisch und funk-
tional motivierte Anforderungen (fiir eine ausfiihr-
liche Herleitung der Anforderungen siehe Doller
(2020) und die im Artikel angefiihrten Zitate). Wir
illustrieren diese jeweils anhand von Beispielen, um
auf diese Weise die Funktionalititen von PROVIS
praxisnah zu prisentieren.

In den ersten beiden Abschnitten formulieren wir
Anforderungen, die die stochastischen Methoden
,Baumdiagramm® bzw. ,Einheitsquadrat™ betreffen.
Im letzten Abschnitt setzen wir einen fachdidakti-
schen Schwerpunkt.

3.1 Baumdiagramme

Baumdiagramme sind ein universelles Werkzeug im
Stochastikunterricht mit einer ganzen Reihe von ver-
schiedenen Ausprigungen und Funktionen. Sie die-
nen unter anderem als Strukturierungshilfe, Denk-
werkzeug, Argumentationsbasis und als Grundlage
fiir Berechnungen mit den Pfadregeln (Kriiger et al.,
2015, S. 131).

Auflerdem dienen Baumdiagramme als Mittler zwi-
schen Hiufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten (Wol-
pers und Gotz, 2002, S. 238).

Baumdiagramme bieten Unterstiitzung, angefangen
vom ersten Modellieren eines zweistufigen Zufalls-
versuchs bis hin zur Herleitung des Satzes von
BAYES und dariiber hinaus und konnen damit in al-
len Stadien des Lernprozesses eingesetzt werden.

Anforderung 1 — Verschiedene Typen von Baum-
diagrammen realisieren Ein digitales Werkzeug zur
Unterstiitzung der Modellierung mit Baumdiagram-

men soll sowohl die Erstellung von Wahrschein-
lichkeitsbdumen als auch von Hdufigkeitsbiumen
ermoglichen, ebenso wie von vollstindigen und
unvollstindigen, sowie von reduzierten Bidumen.

Ein Paradebeispiel dazu sind medizinische Tests mit
ihren Kennzahlen der Spezifitit und Sensitivitit, bei
denen die Beschreibung abhingig von der Privalenz
mit Hiufigkeitsbdumen zu mehr Anschaulichkeit im
Vergleich zu jener mit Wahrscheinlichkeitsbiumen
fiihren kann, siehe zum Beispiel Krauss (2003) oder
Sedlmeier und Gigerenzer (2001) (natural frequency
hypothesis).

Beispiel 1 Wir erhalten einen reduzierten Baum,
indem wir uns zum Beispiel beim Wurf mit
vier Wiirfeln auf die Ereignisse eine Sechs
zu wiirfeln bzw. keine Sechs zu wiirfeln be-
schrinken (Ereignisraum T7'), siche Abbildung 2.
Fokussiert man nur auf Wiirfe mit genau ei-
nem Sechser, wird das durch einen unvoll-
stindigen Baum beschrieben, sieche Abbildung 3.
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Abb. 2: Reduziertes, vollstindiges Baumdiagramm
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Anforderung 2 — Rechenarbeit automatisieren Fi-
ne technische Unterstiitzung fiir Baumdiagramme
soll eine automatische Berechnung der Hdufigkeiten
bzw. Wahrscheinlichkeiten anbieten. Abhdngig von
den bekannten Grifien sollen die Pfadregeln ange-
wendet und die Werte entlang der Pfade bestimmt
werden.

Diese Anforderung zielt genuin auf den Einsatz von
Technologie im (Stochastik-)Unterricht ab (Wolpers
und Gotz, 2002, S. 113), wie auch das folgende Zitat
zeigt:

»Man kann zwar auch im Technologie-
zeitalter auf das Operieren mit dem Ziel,
eine mathematische Losung zu erhalten,
nicht verzichten, aber komplexe Opera-
tionen konnen auf die Technologie aus-
gelagert werden. Dadurch wird Frei-
raum fiir andere mathematische Hand-
lungen wie Modellieren, Interpretieren
oder Argumentieren geschaffen.”” (BI-
FIE, 2011, S. 76)

Beispiel 2 Nach Karl LANDSTEINER® unterscheidet
man vier Blutgruppen: 0, A, B und AB. Diese kom-
men in Osterrelch annihernd mit folgender relativer
Hiufigkeit vor*: Tabelle 1.

Blutgruppe 0 A B | AB
Relative Hiufigkeit | 36% | 44% | 14% | 6%

Tab. 1: Verteilung der Blutgruppen in Osterreich

Zusitzlich wird je nach Vorliegen eines bestimm-
ten Antigens noch zwischen Rhesus-positiv und

Rhesus-negativ unterschieden. 85% aller Personen in
Osterreich sind Rhesus-positiv, alle anderen Rhesus-
negativ, wobei die Verteilung bei allen Blutgruppen
gleich ist.

Mit diesen relativen Hiufigkeiten kann in PROVIS
automatisch der entsprechende Baum erstellt wer-
den: Abbildung 4. Die Aste werden im Programm
mit den zugehorigen relativen (bedingten) Haufigkei-
ten gewichtet’.
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Abb. 4: Wahrscheinlichkeitsbaum zu Blutgruppen
und Rhesusfaktor

Dazu werden die Blutgruppenzugehorigkeit und das
Vorhandensein des Rhesusfaktors als zwei Teil-
vorgidnge abgebildet, siche Abbildung 5.
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Abb. 5: Teilvorginge fiir Rhesusfaktor und Blutgrup-
pen und deren Spezifizierung im Notebook

Das Modellierungselement des Teilvorgangs fulit auf
folgender Anforderung:

Anforderung 3 — Baumdiagramme nach dem Spi-
ralprinzip unterstiitzen, vergleiche Bruner (1970)
Schiilerinnen und Schiilern soll ein niederschwel-
liger Einstieg in die Welt der Baumdiagramme
ermoglicht werden. Der gedankliche Prozess der
Baumkonstruktion soll Schritt fiir Schritt und Ereig-
nis fiir Ereignis durchlaufen und der Baum optio-
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nal mit Wahrscheinlichkeiten oder Hdufigkeiten ver-
sehen werden. Dariiber hinaus sollen fiir ein fortge-
schrittenes Lernstadium niitzliche Funktionen ange-
boten werden, um Baumdiagramme schnell und effi-
zient manipulieren zu konnen, etwa durch die Gene-
rierung von Baumdiagrammen aus wenigen Angaben
zu dessen Teilvorgiingen oder durch die Uberpriifung
von héndisch berechneten Wahrscheinlichkeiten.

Dazu heifit es in Kriiger et al. (2015, S. 131)

,Die Darstellung eines mehrstufigen
Vorgangs als Baumdiagramm stellt fiir
Schiiler eine durchaus herausfordern-
de Aufgabe dar, deren Schwierigkeiten
Lehrende nicht unterschitzen diirfen.”

Die dort vorgestellte Schrittfolge als Orientierungs-
grundlage zur (hidndischen) Erstellung eines Baum-
diagrammes (S. 133 f.) wird auch in PROVIS un-
terstiitzt.

3.2 Einheitsquadrate

Einheitsquadrate sind besonders intuitive Veran-
schaulichungen mit einer hohen Dichte an Informa-
tionen. Die Besonderheit liegt in der Visualisierung
der Daten in doppelter Form: numerisch als Anzahl
oder relative Haufigkeit und geometrisch als Fliche
bzw. Strecke. Je nach Reihung der Merkmale, in Ab-
schnitt 1 Geschlecht und Rauchverhalten, sind die
Flachen anders angeordnet und andere Verhiltnisse
stehen im Vordergrund. Im Weiteren nennen wir das
Einheitsquadrat, das aus einem Quadrat durch umge-
kehrte Reihung der Merkmale entsteht, das transpo-
nierte Einheitsquadrat. Aus der Konstruktion erhélt
man auBerdem ein Mal} fiir die Abhidngigkeit der
Merkmale — das sogenannte Assoziationsmaf3 — das
am Hohenunterschied der unteren Rechtecke visuell
ablesbar ist, siche Abbildung 1 und Eichler & Vogel
(2013, S. 84).

Formal kénnen wir das so beschreiben: Gegeben
sei ein Einheitsquadrat mit Merkmalen A und B.
Diese haben die Auspriagungen A; und A, bzw. By
und B;. Dann ist das eben eingefiihrte Assoziations-
malB gleich 4(B;|A1) —h(B;|Az). In Abbildung 1 ent-
spricht dies h(R|M) — h(R|W). Dabei bezeichnet h
die bedingten Haufigkeiten. Dieses Assoziationsmal3
kann Werte von —1 bis 1 annehmen. Je grofer sein
Betrag ist, desto abhéngiger sind die Merkmale von-
einander.

Wie eben bemerkt ldsst sich dieses Maf direkt aus
dem Einheitsquadrat ablesen. In diesem Sinne passen
diese stochastischen Konzepte ,,optimal*“ zusammen.

Einheitsquadrate sind im Unterricht (in Osterreich)
trotz ihrer Ausdruckskraft bislang nicht vollstindig
etabliert, da die Konstruktion aufwindiger ist als bei
vergleichbaren Methoden, wie auch eine Studie von
Bocherer-Linder et al. (2018) iiber die praktische An-
wendung von Einheitsquadraten einrdumt. Hier kann
durch ein geeignetes digitales Werkzeug Abhilfe ge-
schaffen werden.

Anforderung 4 — Einheitsquadrate automatisch
erstellen Mit einem digitalen Werkzeug fiir den Sto-
chastikunterricht sollen schnell und einfach Einheits-
quadrate direkt aus den Informationen einer Vier-
feldertafel erstellt werden konnen. Dariiber hinaus
ist das Ableiten des transponierten Einheitsquadrats
durch ein digitales Werkzeug zu unterstiitzen.

Im Zusammenhang mit der Darstellung stochasti-
scher Zusammenhénge im Einheitsquadrat schreiben
Vogel und Eichler (2014, S. 133)

,Der Computereinsatz kann hier durch
die Moglichkeit, Strukturen und Pro-
zesse in dynamisch verkniipften Re-
priasentationen zu visualisieren, didak-
tisch wertvolle Dienste leisten, [...]*

Als Pendant der Idee in Wolpers und Gétz (2002,
Abschnitt 4.3.2), zwei verschiedene Baumdiagram-
me zu einer Vierfeldertafel zu generieren, erlaubt es
PROVIS Einheitsquadrate zu transponieren.

Beispiel 3 Wir illustrieren die Funktionsweise von
PROVIS erneut am Beispiel des Rauchverhaltens
in Abhingigkeit vom Geschlecht. Ganz im Sinne
eines datenorientierten Stochastikunterrichts (Gotz
und Ddller, 2020) wurden die Daten von Tabelle 2
im Bekanntenkreis der Erstautorin erhoben.

M| W
Raucher 13| 4
Nichtraucher | 16 | 21

Tab. 2: Vierfeldertafel iiber Rauchverhalten und Ge-
schlecht (eigene Erhebung)

Tabelle 2 kann als Vierfeldertafel in ein Einheits-
quadrat iibersetzt werden: Abbildung 6 links zeigt
die absoluten konjunktiven (konjugierten) Haufig-
keiten und die Zeilen- bzw. Spaltensummen, Abbil-
dung 6 rechts das Pendant mit relativen Haufigkei-
ten. (,,Ja* entspricht Raucher, ,,Nein Nichtraucher.)
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m w m w
4 17 0.074 0.315
Ja 13 Ja 0.241
21 37 0.389 0.685
Nein 16 Nein 0.296
29 25 54 0.537 0.463 1

Abb. 6: Einheitsquadrate iiber Rauchverhalten und
Geschlecht
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Abb. 7: Einheitsquadrat mit (bedingten) relativen
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Abb. 8: Transponiertes Einheitsquadrat

Ist man an bedingten relativen Héiufigkeiten interes-
siert, dann kann jeweils eine in PROVIS angezeigt
und hervorgehoben werden: in Abbildung 7 (zeigt
zweimal dasselbe Einheitsquadrat) sind das die ge-
strichelten Linien. Die Differenz der beiden ange-
zeigten bedingten Haufigkeiten in Abbildung 7 links
(h(Ne|m)) bzw. rechts (h(Ne|w)) ist das eben ein-
gefiihrte Assoziationsmaf}, welches ebenfalls ausge-
wiesen und hervorgehoben werden kann: in Abbil-
dung 7 ist das die punktierte Linie®.

In Abbildung 8 ist das von PROVIS generierte trans-
ponierte Einheitsquadrat zweimal zu sehen, um die
bedingten Héufigkeiten 2(w|Ja) (links) und A(w|Ne)
(rechts) anzuzeigen. Mit dem Satz von BAYES
dndern sich die bedingten relativen Hiufigkeiten und
dementsprechend auch das Assoziationsmal}. Der
Anteil der Nichtraucher unter den Ménnern unter-

scheidet sich weniger vom Anteil der Nichtrauche-
rinnen unter den Frauen als der Anteil der Frauen un-
ter den Rauchenden vom Anteil der Frauen unter den
Nichtrauchenden (0,288 < 0,332).

In diesem Zusammenhang gilt allgemein: Sei Ag
das Assoziationsmal} eines Einheitsquadrates £ mit
Merkmalen A und B wie oben. Diese haben wieder
die Auspriagungen A; und A, bzw. B; und B,. Sei
weiters E das transponierte Einheitsquadrat zu E mit
Assoziationsmal3 Az, dann gilt

Ag -h(A1) -h(Ay) = A5 -h(B1) - h(Ba),

wobei & die relativen Hiufigkeiten bezeichnet. Der
Nachweis geschieht durch Einsetzen der Definition
und Nachrechnen.

Bemerkung: Das bekannte Assoziationsmal3 fiir no-
minal skalierte Daten X2 (Bosch, 1987, S. 127) ist
gleich Ag - A4z - n, dabei ist n der Stichprobenum-
fang’. Dies kann wieder durch Einsetzen der Defi-
nitionen und Nachrechnen gezeigt werden.

Wertet man die selbe Personengruppe aus Tabelle 2
nach Rauchverhalten und Alter aus, so ergibt sich die
Vierfeldertafel als Tabelle 3.

<50
Raucher 14 3
Nichtraucher | 29 8

Tab. 3: Vierfeldertafel iiber Rauchverhalten und Al-
ter (eigene Erhebung)

Die Ubersetzung in ein Einheitsquadrat zeigt, dass
die Merkmale Rauchverhalten und Alter unter den
Befragten voneinander nahezu unabhingig sind, sie-
he das Assoziationsmalf} in Abbildung 9.

<=50 >50 Ja Nein
Ja 0.259 0.056
0.053
<=50 | 0.259 0.537
Nein 0.537 0.148
VAL
>50 [ 0.056 0.148

Abb. 9: (Transponiertes)  Einheitsquadrat  {iber

Rauchverhalten und Alter
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3.3 Vernetzen und Experimentieren

Wihrend Baumdiagramme in erster Linie eine Struk-
turierung des Ereignisraumes abbilden, stehen bei
Einheitsquadraten die Daten und Quantititen im Vor-
dergrund. Letztere eignen sich, den Begriff der sto-
chastischen Abhéngigkeit intuitiv einzufiihren, ers-
tere konnen zeitliche Abfolgen besser abbilden und
sind im Allgemeinen universeller einsetzbar. Ein
empirisch-didaktischer Vergleich beider Methoden
wurde von Bea und Scholz (1995) durchgefiihrt. Sie
kommen zum Schluss, dass Einheitsquadrate kogni-
tiv einfacher zu verarbeiten sind, jedoch in der Kon-
struktion dem Baumdiagramm nachstehen. Um die
Vorteile von beiden Visualisierungsmethoden nutzen
zu konnen, sollen sie verkniipft werden.

Anforderung 5 — Baumdiagramm und Einheits-
quadrat vernetzen FEin digitales Werkzeug soll
die beiden Visualisierungsmethoden Einheitsquadrat
und Baumdiagramm vernetzen und die Moglichkeit
bieten, aus einem Einheitsquadrat das entsprechen-
de Baumdiagramm abzuleiten. Erfiillt ein Baumdia-
gramm die notwendigen Voraussetzungen, soll auch
der umgekehrte Weg unterstiitzt werden.

Eine gemeinsame Quelle fiir Baumdiagramme und
Einheitsquadrate ist die Vierfeldertafel, aus der ei-
ne Verkniipfung dieser beiden Visualisierungen mo-
tiviert werden kann. Fiir die Merkmale Alter und
Rauchverhalten zum Beispiel kdnnen so aus einer
Vierfeldertafel (vgl. Tabelle 3), die in PROVIS ein-
gegeben werden kann, Einheitsquadrate vom Tool er-
zeugt werden (Abbildung 9). Zur Bedeutung der Ver-
kniipfung von Vierfeldertafeln und Baumdiagram-
men siehe Strick (1999) und Wolpers und Gotz
(2002, Abschnitt 4.3.2). Vierfeldertafeln konnen als
Bindeglied zweier Baumdiagramme aufgefasst wer-
den, die bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw. ihre
,Umkehrung* darstellen (Wolpers und Gotz, 2002,
S. 269).

Beispiel 4 In Ischgl trugen Ende April 2020
ungefihr 42% der Einwohner Antikorper gegen
SARS-CoV-2 in sich®. Die Sensitivitit der An-
tikdrper-Untersuchungen rangiert zwischen 53%
und 94%, die Spezifitit zwischen 91% und
99,5%°. In Abbildung 10 wird eine Sensitivitit von
93% und eine Spezifitit von 98% angenommen.
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Abb. 10: Sensitivitdt und Spezifitit von Antikorper-
Tests

Das Einheitsquadrat in Abbildung 10 rechts wurde
automatisch aus dem Baumdiagramm links abgelei-
tet.

Mit den Daten von Abbildung 10 ergibt sich ein As-
soziationsmalf} von 0,91. Die hochgradige Abhéngig-
keit von Testergebnis und Gesundheitszustand ist so-
mit evident.

Von eigentlichem Interesse ist aber die Wahrschein-
lichkeit, bei Erhalt eines positiven Testergebnisses
tatsichlich infiziert zu sein. Dies ldsst sich direkt am
transponierten Einheitsquadrat ablesen: Abbildung
11.
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I
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Abb. 11: Das transponierte Einheitsquadrat zu Ab-
bildung 10

Interessanterweise ist die Wahrscheinlichkeit bei Er-
halt eines positiven Tests tatsdchlich infiziert zu
sein grofler als die Wahrscheinlichkeit, wenn man
tatsichlich infiziert ist, auch ein positives Testergeb-
nis zu bekommen (0,971 > 0,93). Das liegt an der
hohen Inzidenzrate.

Neben einer Verkniipfung der Methoden und der
Ubernahme der Rechenarbeit kann ein digitales
Werkzeug auch die primédren Stidrken der Visualisie-
rungsmethoden weiter ausbauen.
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Anforderung 6 - Grafische Darstellung dyna-
misieren und Visualisierung bestmoglich un-
terstiitzen Ein digitales Werkzeug zur Erstellung
von Baumdiagrammen und Einheitsquadraten soll
eine iibersichtliche, situationsaddquate Darstellung
unterstiitzen (z. B. Abbildung 11). Hierzu zdhlen
Moglichkeiten Béiume zu bearbeiten, Anderungen
wie neue Aste einheitlich zu integrieren und einen
Wechsel zwischen horizontaler und vertikaler An-
ordnung durchzufiihren (z. B. Abbildung 3). Weite-
re hilfreiche Funktionen sind etwa die visuelle Dif-
ferenzierung von besonderen Knoten in Baumdia-
grammen oder die pointierte Hervorhebung des As-
soziationsmafles und anderer Strecken und Fldchen
in Einheitsquadraten (z. B. Abbildung 7). Ebenso sol-
len das Skalieren der Seitenldnge eines Einheitsqua-
drats und die einheitliche Ausrichtung von Bdumen
moglich sein (z. B. Abbildung 2).

Unter der Uberschrift ,,Visualisierungswerkzeug*
findet sich dazu in BIFIE (2011, S. 75):

,Die Moglichkeit der grafischen Dar-
stellung abstrakter Objekte ist fiir die
Kompetenzentwicklung im Allgemei-
nen und fiir alle Phasen des Pro-
blemldseprozesses im Besonderen von
grofler Bedeutung. [...] Mit Technolo-
gie steht die grafische Darstellung sehr
rasch [...] zur Verfiigung. Dadurch wer-
den Vermutungen moglich, es wird Re-
flektieren unterstiitzt, und oft kann das
Finden einer Losung grafisch erfolgen.
Auch die Auswirkungen von Parame-
terdnderungen [...] sind durch Technolo-
gieeinsatz schnell sichtbar und konnen
Ausgangspunkt spannender Diskussio-
nen im Unterricht werden.*

Zur bestmoglichen Unterstiitzung gehort auch das
Aufzeigen von fehlerhaften Eintrdgen. Wenn wir
nochmals das Baumdiagramm in Abbildung 1 be-
trachten, dann konnen wir daraus einen Wabhr-
scheinlichkeitsbaum gewinnen: Abbildung 12
oben. Dort fehlen die konjunktiven Wahrschein-
lichkeiten in der letzten Zeile. In PROVIS ist
es gemidll Anforderung 3 moglich, Eintragungen
auch hindisch durchzufiihren. Mit dem Programm
konnen die Eintragungen (der Schiilerinnen und
Schiiler) gepriift werden. In Abbildung 12 unten
ist die letzte Zeile (in PROVIS rot) markiert, da
die Summe der FEintragungen nicht eins ergibt.

=
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0‘%1 0\{3 0]45 0\5

R nR R nR
M, R M, nR W.R W, nR
0.147 0.342 0115 0427

Abb. 12: (Fehlerhafter) = Wahrscheinlichkeitsbaum
zum Rauchverhalten in Osterreich

Selbstindiges Experimentieren mit stochastischen
Sachverhalten ist der Konigsweg des Wissenser-
werbs. Gerade hier kann eine geeignete Software
durch die Dynamisierung der Diagramme und ei-
ne unmittelbaren Riickmeldung auf Anderung der
Daten, Parameter etc. unterstiitzen. Den Schiilerin-
nen und Schiilern wird dadurch erméglicht, die Vi-
sualisierungsmethoden interaktiv, konstruktiv, expe-
rimentell zu gebrauchen, Vermutungen aufzustellen
und sofort zu iiberpriifen.

Anforderung 7 — Experimentieren anregen Ein
digitales Werkzeug, das die Viualisierungsmetho-
den Baumdiagramm und Einheitsquadrat unterstiitzt,
soll durch die effiziente Nutzbarkeit dieser Metho-
den Schiilerinnen und Schiiler zu ,,Was wdre, wenn
... ”-Fragen anregen. Etwa konnen die Werte in ei-
nem Einheitsquadrat variiert und die Anderung der
Flidchen beobachtet werden oder es kann untersucht
werden, wie sich die Baumstruktur dndert, wenn
der Ereignisraum eines Teilvorgangs angepasst wird
oder die Reihenfolge der Teilvorginge verdndert
wird. Zusdtzlich sollen neue Perspektiven erdffnet
werden, wie zum Beispiel durch die Moglichkeit der
Ableitung der einen Darstellungsform aus der ande-
ren.
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,Die so wichtige experimentelle Pha-
se, in der Vermutungen aufgestellt und
Losungswege gefunden werden, wird
oft erst durch Technologie iiberhaupt
moglich.“ (BIFIE, 2011, S. 75)

Fortsetzung Beispiel 4 Wenn wir eine Sensitivitit
von 53% voraussetzen und ein Spezifitdt von 91%,
dann ergibt sich ein ganz anderes Bild als Abbildung
10: Abbildung 13.

In Abbildung 13 erkennen wir, dass das Assoziati-
onsmalf} gesunken, aber immer noch grof3 ist. Wenn
der Antikorper-Test nicht besser als ein Miinzwurf
wire, das heilt Spezifitdt und Sensitivitdt betragen
beide 50%, wiirde das Assoziationsmal} null ergeben.
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: |

T 0.528
009 091 053 047
0.197
- s e
ges, T+ ges, T- inf, T+ inf, T-
0.052 0.528 0.223 0.197

Abb. 13: Veridnderte Sensitivitdt und Spezifitét
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Abb. 14: Sensitivitit = P(inf|T+)

Wie im ersten Fall ist jetzt die Wahrscheinlichkeit
tatsdchlich infiziert zu sein, wenn das Testergebnis
positiv ist, immer noch hoher als jene, ein positi-
ves Testergebnis zu bekommen, wenn man infiziert

ist: 81,1% (= 4553 aus Abbildung 13 rechts) zu
53%. |

Wir konnen die Frage stellen, wann diese bei-
den Wahrscheinlichkeiten bei gegebener Privalenz
(42%) gleich sind: P(inf|T+) < P(T + |inf). Aus
dem BAYES’schen Theorem gewinnen wir die Be-

dingung f(x) = %x — 2%, wobei x fiir die Spezifitit

und f(x) fiir die Sensitivitiit steht. Als Definitions-
bereich legen wir [45;1] fest, um den Wertebereich
[0; 1] zu erhalten. Fiir die hier vorausgesetzte Spezi-
fitidt von 91% ist die Sensitivitit nach dieser Bedin-
gung gleich £(0,91) = £.0,91 — £ =87,6% (ge-
rundet) und P(inf|T+) ebenfalls 87,6%: Abbildung
14.

Fiir andere Spezifititen aus dem Intervall [3;1]
konnen gemilB f zugehorige Sensitivititen ermittelt
werden, sodass P(inf|T+)=P(T + |inf) gilt.

Eine andere Moglichkeit, solche Werte zu bestim-
men, erdffnet das Experimentieren mit PROVIS, in-
dem an verschiedenen Parametern (Sensitivitat, Spe-
zifitét, Privalenz) ,,gedreht” wird.

4 Handhabung von PROVIS

& L & &

Ereignis-14880 (Ereignis) M 3794
3624

3 Ereignis:

) (|

Absolute Haeufigkeit:
ottt scan

e

Abb. 16: Schritte zur Erstellung eines Baumdia-
gramms

PROVIS bietet eine simple Anwendungsoberfliche
mit den wesentlichen Funktionen: Abbildung 15. Die
zentrale Position nimmt die Modellierungsfliche ein.
Hier werden die Diagramme erstellt. In der schma-
len, vertikalen Leiste links daneben sind die Model-
lierungselemente gelistet, die fiir die verschiedenen
Diagrammtypen verwendet werden kénnen. Um ein
Baumdiagramm zu erstellen, werden die Ereignisse
erstellt (via Klick auf das (griine) Rechteck und an-
schlieBenden Klick in die Modellierungsfliche) und
mit Pfeilen, den Ubergingen zwischen den Ereignis-
sen, verbunden: Abbildung 16.

AuBerdem gibt es die Moglichkeit Teilvorgdnge fest-
zulegen, die in Bdumen verwendet werden konnen.
Diese sind mit einem 7" gekennzeichnet.

Das Symbol fiir Einheitsquadrate in der Modellie-
rungsleiste ist selbsterkldrend. Zusitzlich besteht die
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Abb. 15: Die Modellierungsumgebung von PROVIS

Moglichkeit Notizen einzufiigen: (hellgelbes) Qua-
drat darunter.

Eines der wichtigsten Instrumente im Umgang mit
den Elementen im Modell ist das zugehorige Note-
book. Dieses wird durch Doppelklick auf das Ele-
ment aufgerufen und enthélt alle Eingabefelder, spe-
zifischen Attribute und berechneten Werte und die
meisten Funktionalitdten: Abbildung 17.
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Abb. 17: Ein neu erstelltes, leeres Einheitsquadrat
und sein Notebook

In der Aktionsleiste iiber der Modellierungsflache
finden sich die zwei verfiigbaren Komponenten Mo-

delling und Import/Export (die beiden Icons Papier
& Bleistift und Puzzleteil ganz links). Die erste Kom-
ponente bietet grundlegende Funktionen wie Spei-
chern, Riickgidngig machen, Suchen oder Zoomen.
Durch Klick auf den Puzzleteil gelangt man zur
Import/Export-Komponente, die es erlaubt, existie-
rende Modelle im toolspezifischen Format .abl in
PROVIS zu laden oder eigene Modelle zu exportie-
ren. Auf diese Weise konnen Diagramme zur Weiter-
bearbeitung geteilt werden.

In der Meniileiste ganz oben findet sich eine der
wichtigsten Funktionen: unter dem Meniipunkt Mo-
del, Unterpunkt New kann ein neues Modell erstellt
werden. Die Meniileiste enthélt neben den weite-
ren iiblichen Meniifunktionen auch den Meniipunkt
Baumdiagramme mit speziellen Funktionalitdten
zum automatischen Generieren eines Baumdia-
gramms aus Teilvorgidngen nach Anforderung 3.

Im Modell-Explorer links wird die Liste aller gespei-
cherten Modelle angezeigt. Dort kann auch eine Ord-
nerstruktur erstellt werden, sodass die Modelle sor-
tiert abgelegt werden konnen. Neue Modelle kénnen
auch direkt hier durch Rechtsklick auf einen Ordner
erstellt werden.

5 Schlussbemerkungen

Wie gezeigt wurde, handelt es sich bei PROVIS um
ein michtiges Software-Instrument zur flexiblen Er-
stellung von Baumdiagrammen und Einheitsquadra-
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ten. Die sieben im Artikel formulierten Anforde-
rungen an (stochastische) Unterrichtssoftware erfiillt
PROVIS, wie an Beispielen illustriert wurde. Die
Entwicklung von PROVIS kann als weiterer Schritt
zur Digitalisierung des Mathematikunterrichts gese-
hen werden, wo sie einen Mehrwert darstellt: die
schnelle und interaktive Modellierungsmoglichkeit
von stochastischen Situationen kann einen wichtigen
Beitrag zu anwendungsorientierten Themen im Sto-
chastikunterricht liefern.

Es wurde auf Benutzerfreundlichkeit beim Ein-
satz von PROVIS wertgelegt. Dazu gehort auch
die Moglichkeit, die mit PROVIS erstellten Grafi-
ken in andere Dokumente einbinden zu kénnen. Ei-
ner selbstindigen Verwendung des Programms von
Schiilerinnen und Schiilern steht somit nichts im We-

ge.

PROVIS kann sowohl am Beginn der Behandlung
von stochastischen Themen im Unterricht eingesetzt
werden, als auch bei der Behandlung von komple-
xen Problemstellungen. Die Software bietet dazu
Funktionalititen wie das automatisierte Abarbeiten
von Routineberechnungen (konjunktive Warschein-
lichkeiten, relative, bedingte Héaufigkeiten etc.).

In diesem Sinne wollen wir die Uberschrift unse-
res Artikels verstanden wissen: Die Digitalisierung
dieser beiden Visualisierungsmethoden macht sie fiir
einen breit(er)en Adressatenkreis zugédnglich und er-
weitert deren Einsatzmoglichkeiten im Unterricht.

Verbesserungsvorschldge fiir PROVIS werden von
der Erstautorin gerne entgegengenommen.

Anmerkungen

Thttps://www.statistik.at/web_de/statistiken/
menschen_und_gesellschaft/gesundheit/gesundheits
determinanten/rauchen/index.html
(Zugrift: 12.05.2021)

Zhttps://austria.omilab.org/psm/content/provis/info

(Zugrift: 12.05.2021), aktuell fiir Windows und Li-
nux verfiigbar. PROVIS wurde auf der Metamodellie-
rungsplattform ADOxx entwickelt (www.adoxx.org,
Zugriff: 12.05.2021).

SKarl Landsteiner (1868 — 1943) war ein
osterreichisch-US-amerikanischer Mediziner, der
1900 das ABO-System der Blutgruppen entdeckte,
wofiir er 1930 den Nobelpreis fiir Medizin erhielt.
1940 beschrieb er mit seinem Schiiler Alexander So-

lomon Wiener den Rhesusfaktor, den er im Blut von
Rhesusaffen entdeckt hatte.
(https://de.wikipedia.org/wiki/Karl_Landsteiner, Zu-
griff: 12.05.2021)

“https://www.roteskreuz.at/blutspende/blut-im-
detail/wissenswertes-ueber-blut/blutgruppen
(Zugriff: 08.01.2021)

Es kann auch nur das Baumdiagramm ohne
bedingte Haufigkeiten ausgegeben werden, sodass
die Schiilerinnen und Schiiler diese erst berechnen
miissen: Anforderung 3.

®In PROVIS sind die entsprechenden Linien farb-
lich markiert: blau die bedingten relativen Haufigkei-
ten und griin das Assoziationsmal.

"Hinweis von J. Engel.

8https://www.scinexx.de/news/medizin/corona-
hotspot-ischgl-knapp-die-haelfte-der-einwohner-
waren-infiziert/
Publiziert am 26. Juni 2020, Quelle: Medizinische
Universtitdt Innsbruck (Zugriff: 12.05.2021)

https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/
PMC7225716 (Zugriff: 12.05.2021)
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