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Zusammenfassung: Wenn man immer hdufiger eine
faire Miinze wirft, wird das Verhdltnis von ,,Kopf™
und ,, Zahl* sich immer mehr der 1 ndhern. Das wird
von vielen Lernenden falsch interpretiert, indem sie
annehmen, dass die Differenz der absoluten Hdiufig-
keiten von ,,Kopf™ und ,, Zahl* sich immer mehr der
0 néihern miisse, obwohl sich die Differenz sehr weit
von der 0 entfernen kann. Dieses Missverstdndnis
sollte sehr friih ausgerdumt werden.

1 Einleitung

Was erwartet man von einer Folge unabhéngiger
Miinzwiirfe, wenn die Anzahl der Wiirfe immer gro-
er wird? Eine pointierte Teilantwort stammt von
Weaver (1963, S. 185): ,,Es ist charakteristisch fiir
solche Folgen, dass sie sich im relativen Sinne immer
zahmer verhalten, sich aber im absoluten Sinne im-
mer wilder gebdren.” In diesem Artikel werden wir
das statistische Verhalten solcher Miinzwurffolgen
untersuchen und parallel dazu darstellen, wie Leute
die zugehdrigen Regeln mitunter (miss-)verstehen.

2 Das Gesetz der grofRen Zahl

Dies Gesetz handelt von der Tendenz der relativen
Haufigkeiten, sich der zugehorigen Wahrscheinlich-
keit zu ndhern, wenn die Anzahl der Versuchsdurch-
fiihrungen anwéchst. Wir schrianken unsere Diskussi-
on auf den Spezialfall des Werfens einer fairen Miinze
ein. Ein Autor populdrer Wissenschaft schreibt dazu:

,Dies Gesetz wurde zuerst von Jakob Bernoulli ge-
funden und 1713 posthum verdffentlicht. Es besagt,
dass die Differenz zwischen 1/2 und dem Quotienten
zwischen der Anzahl von ,,Kopf* und der Anzahl der
Wiirfe bewiesenermal3en beliebig dicht sich der 0 an-
néhert, wenn die Anzahl der Wiirfe immer weiter und
grenzenlos vergrofert wird.” (Paulos 1991, S. 227)

Wenn n die Anzahl der Wiirfe und n(H) die Anzahl
von ,,Kopf* bezeichnet und wenn die Wahrschein-
lichkeit fiir ,,Kopf™ 1/2 betrdgt, dann gilt fiir jedes
e>0, dass
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ist. Diese Formel beinhaltet das schwache Gesetz der
groflen Zahl. Bei Feller (1957), Ross (1984, Kap. 8)
und Thomasian (1969, Kap. 12) kann man sich {iber
das schwache und das starke Gesetz der groB3en Zahl
informieren.

3 Die Wichtigkeit des Gesetzes der
groRen Zahl

Das Gesetz verbindet empirische relative Haufigkei-
ten und theoretische Wahrscheinlichkeiten. Es tritt im
taglichen Leben auf, indem Regularitéten in verschie-
denen sozialen und demographischen Massenphéno-
menen zu beobachten sind. Viele Ereignisse der Welt
wie Arbeitslosigkeit oder Selbstmorde erscheinen
als erratisch, wenn man nur wenige Fille betrachtet,
zeigen jedoch ein zunehmend reguldres Verhalten,
je solcher Fille in den Blick kommen (Nickerson
2004, S. 238-239; Paulos 1991, S. 227; Stigler 1986,
S. 169—-174; Weaver 1963, S. 177).

4 Zum popularen Verstandnis des
Gesetzes der grofRen Zahl

Die Ansicht, dass das Gesetz etwas ausdriickt, was
jedermann versteht, wird etwa von Feller (1957,
S. 141), Nisbett et al. (1983) und Rosenhouse (2009,
S. 86—87) geteilt. Andererseits gibt es einige wenige
psychologische und didaktische Studien, die in eine
andere Richtung weisen (Kahneman 2011, S. 112 f.).

Im oft zitiertem Krankenhausproblem von Tversky
und Kahneman (1974) mussten die Teilnehmer ent-
scheiden, welches Krankenhaus im Jahr mehr als
60 % Knabengeburten habe: ein kleines Krankenhaus
mit wenigen Geburten pro Tag oder ein grofles mit
mehr Geburten pro Tag. Die grole Mehrheit der Teil-
nehmer nahm an, dass die Grof3e des Krankenhauses
egal sei. Die Unsensibilitdt gegeniiber der Versuchs-
grofle steht nicht im Einklang mit dem Gesetz der
groflen Zahl, wonach das kleine Krankenhaus an ei-
ner grofleren Anzahl von Tagen eine groflere Abwei-
chung vom Mittelwert der 50 % Knabengeburten zu
erwarten hat. Dies Missverstindnis wuchs sogar mit
dem Alter der Teilnehmer. Unterricht in Stochastik
konnte dieses Missverstindnis eindimmen.

Hier soll untersucht werden, ob Leute erkennen, dass
mit zunehmender Versuchsanzahl der Quotient sich
stabilisiert und nicht die Differenz.
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5 Quotienten gegen Differenzen

Ein typisches Miinzwurfprotokoll ist in Tab. 1 dar-
gestellt. Wenn n wichst, nidhert sich der Anteil der
,Kopf-Ergebnisse 1/2, wihrend gleichzeitig die ab-
solute Differenz zwischen der Anzahl der Kopfe und
der Zahlen wichst sowie auch sich immer weiter von
1/2 entfernt.

n n(H) |n(D |D,= n
|n(H) - n(T)| | 7
10 6 4 2 0,6
100 57 43 14 0,57
1.000 525 475 50 0,525
10.000 | 5.044 | 4.956 88 0,504

Tab. 1: Mégliche Wurfergebnisse

Tabelle 2 zeigt die mathematischen Wahrscheinlich-
keiten, dass n(H) — n(T) = 0 und dass |n(H) — n(T)| < 2
ist. Ein Beweis, dass die Wahrscheinlichkeit von
n(H) — n(T) = 0 fir wachsendes n gegen 0 geht, fin-
det sich in Lipkin (2003).

n | p,=0) p(D,|<2)
2 0,500 1,000
10 0,246 0,656
20 0,176 0,497
50 0,112 0,328

100 0,080 0,236
500 0,036 0,107
1.000 0,025 0,076

Tab. 2: Wahrscheinlichkeiten fir (fast) gleiche An-
zahlen von Koépfen und Zahlen

Fiir wachsendes n tendiert Z((-[?) gegen 1, also wird

die Differenz ihrer Logarithmen gegen 0 tendieren,
obwohl |n(H) —n(T)| beliebig grol werden kann
(Székely 1986, S. 35).

6 Untersuchung

187 Studenten der hebriischen Universitit wurden
getestet, die alle noch nicht auf den entscheidenden
Unterschied zwischen Quotienten und Differenzen
hingewiesen worden waren. Es gab 5 verschiedene
Fragebogen (EN, CN, GN, CP, GP). Der gemeinsame
Text war:

,, Wir werfen eine faire Miinze sehr oft. Du bekommst
einen Preis, wenn

EN: n(T)=n(H)

CN: |n(T)—n(H)| <2

GN: |n(T)—n(H)>2
n(H)

CP: 04<52<0,6
ap: " _ 0 4 oder 0,6 < "D

Wie oft mochtest du, dass geworfen wird? 10-mal
oder 100-mal oder ist es dir egal?*

Es gab auch parallele Fragebogen, bei denen die 10
und 100 ersetzt wurden durch 500 und 1.000, um zu
verhindern, dass jemand bei 10 Wiirfen die Wahr-
scheinlichkeiten ausrechnen wiirde. Insgesamt gab es
also 10 verschiedene Fragebogen. Die meisten Teil-
nehmer bekamen zwei verschiedene Fragebogen.

Die richtigen Antworten waren:
EN, CN, GP: wenig Wiirfe
GN, CP: viele Wiirfe

7 Resultate

Es gab keine erkennbaren Einfliisse akademischer
Bildung. 36,3 % der Fragebdgen wiesen die Antwort
auf, dass die Anzahl der Wiirfe egal sei.

Diese Unsensibilitdt gegeniiber der Grofle der Stich-
probe entspricht den Untersuchungen von Tversky
und Kahneman (1974) sowie von Fischbein und
Schnarch (1997). Die sich nun anschlieBende Dar-
stellung der Resultate bezieht sich auf die Fragebo-
gen, bei denen die Anzahl der Wiirfe nicht egal war.

Die Anzahl der richtigen Antworten betrug 61 %,
wenn man zwischen 10 und 100 Wiirfen wéahlen
konnte, und 52 %, wenn man zwischen 500 und
1.000 Wiirfen wihlen musste.

Die folgende Auflistung gibt die Resultate genauer
wieder, und zwar als Verhéltnisse zwischen der An-
zahl der richtigen Antworten und der Anzahl aller
derjenigen Antworten, die sich zwischen 10 und 100
bzw. zwischen 500 und 1.000 entschieden hatten.

EN 27%
CN 57%
CP 75%
GN 58%
GP 79%

Insgesamt waren 57 % aller Antworten richtig. Der
Prozentsatz richtiger Antworten war grofler, wenn es
um Anteile ging (CP und GP). Die Teilnehmer konn-
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ten den Inhalt des Gesetzes der groflen Zahl besser
beurteilen, wenn es um Anteile bzw. um Prozent-
zahlen ging, und waren eher verwirrt, wenn es um
die absoluten Héufigkeiten ging. Am kleinsten war
die Erfolgsquote bei EN; die falsche Antwort wurde
erldutert mit ,,Je hdufiger man wirft, um so groB3er
ist die Chance, gleich viele Kopfe wie Zahlen zu be-
kommen*.

Insgesamt war das Format (absolute Haufigkeiten
oder Prozentangaben) entscheidend. Bei Prozentan-
gaben war die Erfolgsquote deutlich hoher.

8 Diskussion

Uber ein Drittel der Versuchsteilnehmer meinte, dass
die Anzahl n der Versuche beim Verhéltnis n(H)/n(T)
keine Rolle spielen wiirde. Diejenigen, denen der
Einfluss von n klar war, konnten mit den Aufgaben
gut umgehen, wenn sie im Prozent-Format gestellt
waren. Uber 40 % der Teilnehmer, denen der Einfluss
von n klar war, hatten Schwierigkeiten mit EN, CN
und GN, also mit den Aufgaben, die im Format der
absoluten Haufigkeiten gestellt waren. Teilnehmer,
die CP und GP korrekt hatten, hatten gleichwohl EN,
CN und GN falsch.

Es scheint so, als wiirden viele Leute glauben, dass
sich absolute und relative Haufigkeiten gleich ver-
halten wiirden. Sie beachten nicht, dass das bei wach-
sendem #n iiberhaupt nicht der Fall zu sein braucht
und dass sich grofle Unterschiede zwischen n(H)
und n(7) bei Division durch ein noch viel grof3eres n
kaum noch bemerkbar machen.

Das Denken in absoluten Haufigkeiten fallt leichter
als das Denken in relativen Héufigkeiten, wie Gige-
renzer und Hoffrage (1995) deutlich gemacht haben.
Beim Ldsen von Bayes-Problemen kann dies frucht-
bar gemacht werden.

9 Didaktische Konsequenzen

Da Experimente iiberzeugender sind als alles Reden,
ist es sinnvoll, eine Tabelle wie Tabelle 1 im Unter-
richt zu erzeugen und ganz deutlich darauf aufmerk-
sam zu machen, wie unterschiedlich sich die Quoti-
enten und die Differenzen verhalten.
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