Ziegen, Autos und Bayes — eine never-ending story

STEFAN GOTZ, WIEN

Zusammenfassung: Das beriihmte ,Ziegenpro-
blem* (,,monty hall dilemma*) ist hinreichend dis-
kutiert worden, es existieren zahlreiche Erklirungs-
modelle fiir die Bewertung verschiedener Strategien.
Weniger populdir unter diesen ist ein sehr elementa-
rer Bayesianischer Ansatz, siehe Vancso und Wick-
mann (1999). Er soll referiert und noch ein wenig
ausgebaut werden, u. a. durch eine Regelinderung
des Spiels. Entscheidend dabei ist die (un)maogliche
Interpretation der erhaltenen Ergebnisse.

1 Worum geht es?

Trotz der Bekanntheit des so genannten ,,monty
hall dilemmas* (,,Ziegenproblem™ oder ,,Drei-Tiiren-
Problem™) soll hier der Vollstindigkeit halber eine
kurze Beschreibung der zu diskutierenden Situati-
on gegeben werden. In einer Fernsehshow wird ei-
ner Kandidatin von einem Spielleiter folgendes Spiel
angeboten: Hinter drei verschlossenen Tiiren befin-
den sich ein Auto und zwei Ziegen. Die Kandi-
datin kann nun auf eine Tiir tippen, von der sie
vermutet, dass sich hinter ihr das Auto befindet.
Nun offnet der Spielleiter eine andere Tiir, hin-
ter der sich eine Ziege aufhilt. (Er kennt die Ver-
teilung der Ziegen und des Autos hinter den drei
Tiiren.) Jetzt kommt der entscheidende Punkt. Der
Spielleiter fragt die Kandidatin, ob sie bei ihrer ur-
spriinglichen Wahl der Tiire bleiben moéchte oder
auf die andere, noch geschlossene Tiire wechseln
mochte. An der Bewertung dieser Alternativen ha-
ben sich unzdhlige Diskussionen entziindet: Eine ty-
pische Fehlvorstellung ist die, dass es egal sei, ob
man wechselt oder bleibt, denn die Wahrscheinlich-
keit, dass sich das Auto hinter einer der beiden noch
geschlossenen Tiiren befindet, sei 50% (,,glinsti-
ge durch mogliche™ — Laplace-Wahrscheinlichkeit).
Die Hartniickigkeit, mit der diese Einschétzung ver-
treten wird, wird durch die zahlreichen unterschiedli-
chen (aber letztlich natiirlich auf dasselbe hinauslau-
fenden) Erkldrungsansitze ,,wie es wirklich ist* be-
legt. Ein Blick ins Internet bestitigt diese Aussage
eindrucksvoll. Kurz und biindig sei hier gesagt, dass
die Strategie ,,Wechseln™ mit Wahrscheinlichkeit %
zum Auto fiihrt, die Strategie ,,Bleiben” also nur mit
Wabhrscheinlichkeit % das Auto bringt, welches dann
als Gewinn mitgenommen werden kann. Eine Be-
griindung dafiir ist, dass nur bei urspriinglicher Wahl
der Autotiir (die Wahrscheinlichkeit dafiir ist eben _%)

Bleiben den Gewinn des Autos nach sich zieht. Wird
dagegen zuerst auf eine Ziegentiir getippt (die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist %), dann fiihrt Wechseln mit
Sicherheit zur Autotiir.

2 Der Bayesianische Ansatz

In Vancs6 und Wickmann (1999) finden wir die be-
merkenswerte Feststellung, dass die obige Losung in
keiner Weise das Verhalten des Spielleiters beriick-
sichtigt. Denn wenn die Kandidatin zuerst die Au-
totlir wihlt, dann (und nur dann) kann der Spiellei-
ter sich aussuchen, welche der beiden Ziegentiiren
er 6ffnen mochte. Ublicherweise sagt man, jede der
beiden verbleibenden Tiiren habe in diesem Falle die
gleiche Chance, gedftnet zu werden. Wir wollen nun
mit dieser Voraussetzung den Bayesianischen Ansatz
ausfiihren (nach Vancs6 und Wickmann (1999), sie-
he auch Wikipedia (2005)). Es werde mit 0; der
Zustand ,,.Das Auto steht hinter der Tiir j* bezeich-
net (j = 1,2,3). Dann setzen wir a priori die Wahr-
scheinlichkeiten

P(6;) =

i =1.2.3
3 (j=1,2,3)

aus der Sicht der Kandidatin fest. Nun sei folgende
Situation der Fall: Die Kandidatin tippt auf Tiir 1, der
Spielleiter 6ffnet darauthin Tiir 3 (Ereignis x = 3).
Diese sei 0. B. d. A. in der ganzen Arbeit vorausge-
setzt.

Damit ist
P(x=3|63) =0

(es wird niemals die Autotiire gedffnet),
P(x=13|6,) =1

(wenn das Auto hinter der zweiten Tiir ist, muss
der Spielleiter die einzig verbleibende Ziegentiir —
Tiir 3 — offnen, nochmals: Er darf — vorerst —
nicht die urspriinglich von der Kandidatin ausge-
suchte Tiir 6ffnen) und schlieBlich

1

P(x=3|6,) = 5

Dies ist nun jene (bedingte) Wahrscheinlichkeit, die
das Verhalten des Spielleiters beschreibt: Ist das Au-
to hinter Tiir 1, 6ffnet er mit Wahrscheinlichkeit %
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Tiir 3 (ebenso hitte er Tiir 2 6ffnen konnen). Mit Hil-
fe des Bayes’schen Theorems erhalten wir a posterio-
ri fiir j=1,2,3

P(x=13[0,)-P(6;)

P(9]|x:3): 3 ’
Y P(x=36;)-P(6;)
i=1
das bedeutet konkret
i b1
P(0;|x=3) = 3 . - =7 =_,
§'§+1-§+0§ z—f—l 3
-1 92
P(6:]x=3) = T3:_ und
z 3
0.1
P(03]x=3) = —/2=0.
2

Damit ist das in der Einleitung angegebene — auf
klassische Weise erhaltene — Resultat bestitigt:
Wechseln verdoppelt die Aussicht das Auto zu ge-
winnen!

3 Variationen iiber das Verhalten des
Spielleiters

Nun kann man auf die Idee kommen das Verhal-
ten des Spielleiters nicht wie eben zu beschreiben,
niamlich letztlich durch einen Miinzwurf (wenn wirk-
lich keine Tiir im Falle des Falls bevorzugt werden
soll und auch sonst keine Systematik erkennbar wer-
den soll, dann muss ein Zufallszahlengenerator, der
nur zwei mogliche Zahlen generiert, zur Entschei-
dungsfindung herangezogen werden, z. B. eben ei-
ne Miinze), sondern z. B. so: P(x = 3|0;) = 1. Das
heifit, der Spielleiter reiit — wann immer es geht —
Tiir 3 auf (modulo der eingangs geschilderten Situa-
tion: Kandidatin tippt auf Tiir 1). Welche Konsequen-
zen hat dieses — extreme — Verhalten? Es ist dann
a posteriori

1 1

POR=9 = Ty
1

P(6:]x=3) = 2 und

P(0;x=3) = 0.

Nun sieht es nicht mehr so gut fiir das Wechseln
aus: Bleiben ist genauso gut. Wie kann dieses Er-
gebnis verstanden werden? Nun, der Spielleiter 6ff-
net tatsidchlich Tiir 3. Dies kann aus zwei Griinden
geschehen: Erstens deswegen, weil sein Verhalten so
ist, dass er Tiir 3 unbedingt gegeniiber Tiir 2 bevor-
zugt (siehe oben), wenn das iiberhaupt moglich ist
(Zustand 0) oder zweitens deswegen, weil er muss:

0, zwingt ihn, Tiir 3 zu 6ffnen, ob er will oder nicht.
Offensichtlich verteilt sich jetzt die zur Verfiigung
stehende Wahrscheinlichkeitsmasse zu gleichen Tei-
len auf diese beiden Md6glichkeiten.

Eine andere — ebenfalls extreme — Variante ist
P(x =3|6,) = 0. Das heiBt, der Spielleiter vermeidet
wenn immer es geht das Offnen der dritten Tiir (mo-
dulo siehe oben!). Wir kommen damit zu folgender
A-posteriori-Einschitzung:

P(B;|x=3) = 0=P(63]x=3), also
P@x=3) = 1.

Wechseln fiihrt also hier sicher zum Auto. Ganz klar
auch — warum? — Es wird ja die ungeliebte Tiir 3
aufgerissen, was der Spielleiter ja — wenn moglich
— nicht tun mochte. Er tut es aber, also muss er durch
die Situation dazu gezwungen werden: 6, ist der Fall.

Um eine Ubersicht iiber die Auswirkungen zumin-
dest prinzipiell méglicher unterschiedlicher Verhal-
ten des Spielleiters zu bekommen, parametrisieren
wir P(x = 3|0;) =: p € [0, 1]. Somit ist

p p

P(Oi|x=3) = = =:b
Orlr=3)= A 5= =)

(fiir ,,bleiben) und

P _ 1 )

POx=3)=1—--—1—=—— =
(62lx=3) l+p 1+4p

(fiir ,,wechseln*), denn P(63]x =3) =0 Vp € [0,1].
Der Vergleich der Graphen der Funktionen b bzw. w
zeigt ,, WECHSELN IST NIE SCHLECHTER ALS
BLEIBEN! (Abb. 1), wegen p € [0, 1] ist natiirlich

b(p) <w(p) Vp.

1
WECHSELN
\\\
2/3 i
//_/_//_/_/_>
1/3 —
_— -
" BLEIBEN
0 1/2 1

Abb. 1: Wechseln ist nie schlechter als Bleiben

Wir sehen, nur fiir p = % deckt sich (nummerisch)
die klassische Analyse des Problems mit der Baye-
sianischen.
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In diesem Zusammenhang ist eine Idee zu erwihnen,
die auf der Internetseite Grothmann (2005)
veroffentlicht ist (,,Eine andere Idee): ,,Nehmen wir
an, der Showmaster entscheidet in dem Fall, in dem
der Kandidat den Porsche getroffen hat, nicht mit
dem Wiirfel, sondern nach einer festen Regel, die
dem Kandidaten bekannt ist. Er 6ffnet beispielsweise
B, wenn der Porsche hinter A steht, C bei B und A bei
C, also immer die Tiiren rechts neben dem Porsche,
d. h. neben der vom Kandidaten gewéhlten Tiir.
Wenn der Kandidat den Porsche trifft, wird die Tiir
rechts daneben aufgemacht, und er wei} iiberhaupt
nichts. In der Hilfte aller Fille, in denen dies eintritt,
wird er mit der Wechselstrategie Erfolg haben. Das-
selbe gilt, wenn er die Tiir rechts vom Porsche wihlt.
Trifft er allerdings die Tiir links vom Porsche, so hat
die Wechselstrategie 100% Erfolg. Insgesamt hat die
Wechselstrategie wieder eine Erfolgswahrscheinlich-
keit von % [...]¢

Hier wird also der Miinzwurf (,,Wiirfel) durch eine
feste — auch dem Kandidaten bekannte — Regel er-
setzt. Das Verhalten des Spielleiters ist nun in jedem
Fall determiniert. Die Gewinnwahrscheinlichkeiten
dndern sich aber nicht (siche Abschnitt 1) — wie
bei allen nicht-Bayesianischen Betrachtungen (Mit-
teilung von Herrn Wickmann, Aachen).

Dabei darf folgender grundlegender Unterschied
nicht iibersehen werden: Der Bayes-Ansatz model-
liert das Verhalten des Spielleiters fiir den Fall, dass
zuerst die Autotiir erwischt wurde, die eben referier-
te neue Regel (fiir dieselbe Situation!) wird dahinge-
hend untersucht, ob mit ihr die Wechselstrategie neu
bewertet werden muss (,,nein”, diese ,,andere Idee*
stellt nur eine Variante an der handelnden Oberflache
dar, sie ist im Grunde in der klassischen Beschrei-
bung enthalten).

Letztlich stecken hinter diesen semantischen — und
leider im Sinne der Klarheit nicht immer nummeri-
schen — Differenzen unterschiedliche Wahrschein-
lichkeitsbegriffe, die den jeweiligen Betrachtungs-
weisen zugrunde liegen: Die klassische Losung (sie-
he Abschnitt 1) ist frequentistisch zu deuten: Auf lan-
ge Sicht (d. h. bei oftmaligen Durchfiihrungen des
Spiels) wird in % der Fille das Auto gewonnen, wenn
alle Kandidat/innen sich der Wechselstrategie bedie-
nen. Verfolgen alle die Bleibenstrategie, dann pas-
siert dies a la longue in % der Fille. Voraussetzung
ist, dass bei jedem Spiel das Auto jeweils die Chance
% hat, hinter einer bestimmten Tiir zu stehen.

Die Bayesianische Losung liefert eine Bewertungs-

grundlage einer Einzelsituation. Wie soll sich die
Kandidatin hic et nunc verhalten, nachdem der Spiel-
leiter eine Tiir gedffnet hat? Weil} sie nichts iiber sei-
ne Vorlieben bzw. weil} sie, dass er im Falle des Fal-
les eine Miinze wirft (bzw. vorsorglich vor dem Spiel
geworfen hat), bringt Wechseln eine Erfolgschance
von % (im Vergleich zu % vor dem Offnen der Tiir)
mit sich, kennt sie gewisse Tendenzen bei ihm, kann
diese Erfolgschance sogar noch gréBer, aber auch
kleiner werden.

Mit dem Bayesianischen Ansatz springt man also
mitten in den Geschehensablauf hinein und fragt,
mit welchen Wahrscheinlichkeiten das Auto hinter
den beiden noch verschlossenen Tiiren steht. Das
sind zwei mogliche Zustinde; man fragt also nach
sogenannten Zustandswahrscheinlichkeiten oder Er-
kenntniswahrscheinlichkeiten (und nicht nach Wahr-
scheinlichkeiten zukiinftiger Zufallsereignisse).

Was hei3t nun konkret mit p = % istw (%) = H% =
7
4

7 und damit b (%) = %? — Eine Deutung passiert
iiber eine fiktive faire Wette zwischen zwei Partnern:
,Fair* bedeutet dabei der Wetteinsatz entspricht der
Gewinnerwartung, ,.fiktiv" ist die Wette deswegen,
weil ja tatsdchlich das Auto gewonnen wird oder
nicht. Sei z. B. der Wert des Autos a = 14000 Eu-

ro. Entscheidet sich die Kandidatin fiir ,,Wechseln®,

4
dann miisste sie 14000 - 7 = 8000 Euro Einsatz zah-

3
len, ihr Wettpartner dagegen nur 14000 - 7= 6000

Euro. Mit anderen Worten: w(p) - a ist die Gewinner-
wartung eines unsicheren Gewinns bei der Wechsel-
strategie. Auf diese Weise gelingt eine operationale
Deutung von w(p) und b(p).

Wie konnen Niherungswerte fiir p ermittelt werden?
— Durch Beobachten des Verhaltens des Spiellei-
ters in der passenden Situation wenn das Auto hin-
ter Tiir 1 steht und die Kandidatin ebendiese Tiir
(zunachst) erwihlt hat. Relative Hiufigkeiten des
Offnens von Tiir 2 bzw. Tiir 3 sind gute Schiitzwerte
fiir den unbekannten Parameter p. Allgemeiner sind
die Situationen von Interesse, in denen die Kandi-
datin gleich auf die Autotiir getippt hat und damit
eben der Spielleiter wihlen kann, welche Tiir er 6ff-
nen wird. Eventuell sind auf Beobachtung gestiitzte
Aussagen wie ,,der Spielleiter 6ffnet bevorzugt die
ihm ndhere Tiir, wenn er die Wahl hat“ moglich.
Allerdings muss schon gesagt werden, dass inner-
halb des hier diskutierten Modells die Kenntnis von
(Ndherungswerten von) p keine Auswirkung auf die
Strategie der Kandidatin hat: ,,WECHSELN IST NIE
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SCHLECHTER ALS BLEIBEN* ist und bleibt die
zentrale Botschaft in diesem Rahmen.

Nochmals sei auf den Umstand hingewiesen, dass
der Parameter p (also das Verhalten des Spielleiters)
in der klassischen Beschreibung des Problems keine
Rolle spielt. Dementsprechend sind auch die Ergeb-
nisse der klassischen und Bayesianischen Losung un-
terschiedlich zu interpretieren, auch wenn sie num-
merisch gleich sind. Daher kann schon an diesem
(einfachen) Beispiel sehr viel iiber die verschiedenen
Auffassungen von Wahrscheinlichkeit gesagt wer-
den.

4 Eine Anderung der Regeln

In Brunner und Kiihleitner (2004) wird iiber folgen-
de Regeldnderung und ihre Konsequenzen berichtet:
Der Spielleiter kann das Spiel beenden, indem er
gleich die von der Kandidatin gewihlte Tiir 6ffnet,
sofern sich dahinter eine Ziege verbirgt. Er mache
das zufillig mit der Wahrscheinlichkeit ¢. Fiir g = 1
ist alles determiniert: Offnet der Spielleiter die von
der Kandidatin gewihlte Tiir, ist das Spiel sowieso
aus, Offnet er eine andere Tiir, dann hat die Kandida-
tin auf die Autotiir getippt und muss daher bleiben.
Dagegen ist ¢ = 0 die urspriingliche Situation. Wie
sind nun die Strategien ,,bleiben” und ,,wechseln‘ fiir
0 < g <1 zu bewerten?

Bleibt die Kandidatin, so ist die Gewinnchance nach
wie vor % denn mit Wahrscheinlichkeit % erwischt
sie beim ersten Mal die Autotiir. Wechselt dagegen
die Kandidatin, so ist ihre Erfolgsaussicht % (1=
q), weil mit Wahrscheinlichkeit % ist sie zuerst bei
der falschen Tiir und dann wird mit der (bedingten)
Wahrscheinlichkeit 1 — g diese nicht gedffnet. Nun
kann auch der Spielleiter durch die Wahl von g eine
Strategie wihlen, die zumindest langfristig den Er-
folg der Kandidat/innen unabhingig von ihrem je-
weiligen Verhalten (bleiben oder wechseln) mini-
miert. Fiir ¢ > § ist 1 —¢ < 1 und %-(l—q) <
%. Das heifit mit g > % driickt der Spielleiter die
Erfolgschance der Kandidat/innen auf hochstens %
(,,Bleiben‘ ist dann fiir g > % die bessere Strategie,
fiir g = % ist ,,Bleiben” so gut wie ,,Wechseln®.)

In Grothmann (2005) wird darauf hingewiesen,
dass es klar sein muss, ob der Spielleiter eine nicht
gewihlte Tiir 6ffnen muss oder auch die gewihl-
te offnen kann. Im zweiten Fall ist seine optimale
Taktik die, erst gewéhlte Ziegentiiren zu 6ffnen und
bei erstgewéhlten Autotiiren eine Ziegentiire zu Off-
nen und dann die Frage nach Wechseln oder Blei-
ben zu stellen. Die Gewinnchance fiir die Kandida-

tin ist dann (hochstens) % In Brunner und Kiihleitner
(2004) wird die neue Situation (und nur diese) auch
Bayesianisch dargestellt. Dabei wird p = % gesetzt.

Wir werden nun das Bayesianische Modell mit zwei
Parametern (p und ¢g) fiir das Ziegenproblem entwi-
ckeln. Die Situation sei wieder, dass die Kandidatin
auf Tiir 1 tippt und der Spielleiter die Tiir 3 6ffnet
(Ereignis x = 3). A priori setzen wir wie gehabt

(j=123).

W | =

P(0;) =
Es ist unveridndert
P(x=3|63) =0,
nun neu ist
P(x=3(0,) = 1—g,

denn der Spielleiter konnte auch die erste (gewdhlte)
Tiir in diesem Fall (und nur in diesem — 03 ist ja of-
fensichtlich nicht der Fall!) mit Wahrscheinlichkeit ¢
offnen.

Letztlich ist wieder

P(x=3/81)=p.

es geht also nun an zwei Stellen das Verhalten des
Spielleiters in unser Modell ein.

A posteriori berechnen wir mit dem Bayes’schen
Theorem

P(x=3[0,)-P(6;)
P(x=3)

wobei

P(r=3) = P(x=361)-P(61)+
+ P(x=3|62)-P(6:) +
+ P(x=3[63) - P(63) =

= Lpr-g+0=

3 “(p+1-9q)

W | =

ist. Somit ist

1

P 3 p =
P(8i]x=3) = = =:b(p,q
Ora=3) (p+1-9) pt+l-g (#:9)

die ,,Bleiben*-Funktion und

(Il-q)5 _ 1-q _
T-(p+1—q) ptl—g
= 1-b(p,q) = w(p,q)

P(6,]x=3) =

die ,,Wechseln“-Funktion fiir diese Situation. Die
Funktion b ist fiir alle Werte 0 < p,g < 1 mit Aus-
nahme von (p,q) = (0, 1) definiert, fiir ¢ = 1 halten
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Abb. 2: Der Graph der ,,Bleiben*-Funktion

wir b(p,1) = 1 Vp € (0,1] fest. In Abb. 2 sehen wir
den (dreidimensionalen) Graphen der Funktion b.

Man erkennt, dass

1
b(p.q) > e ptg>1

ist. (Die Ebene z = % ist ebenfalls in Abb. 2 zu se-
hen.) Analytisch 148t sich das fiir (p,q) ~(0, 1) leicht
nachrechnen:

ﬁ > % = pt+g>1.
Unser Restimee lautet daher: BLEIBEN IST GE-
NAU DANN BESSER ALS WECHSELN, WENN
p+q > 1IST! [Der Fall g =1 und p = 0, der in
obiger Umformung ausgeschlossen ist, ist schwierig
zu interpretieren: p = 0 bedeutet Wechseln fiihrt si-
cher zum Erfolg, ¢ = 1 dagegen, Bleiben bringt si-
cher das Auto. Mathematisch duBert sich das so, dass

. k4 0 . .
hir} b(p,q) von der Form g, also ein unbestimmter

q
p—0

Ausdruck ist.]

Dieses an sich einfache (mathematische) Resultat ist
nicht ohne weiteres zu verstehen. Die Wahrschein-
lichkeiten p und g betreffen ganz unterschiedliche
Situationen: Wenn die Kandidatin zuerst auf die Au-
totiir tippt, kommt p ins Spiel, ist sie dagegen zu-
erst auf einer Ziegentiir, dann ¢g. Trotzdem sind sie
auf diese einfache (mathematische) Weise miteinan-
der verkniipft.

Fiir p = % ist

N—
p—

- /1 1
b =, = 2 = = .
<2 q) T41—q 3-¢q 3-29¢q

Wir wissen schon, wenn g > % ist, ist p+¢ > 1 und
E(%, q) > % (und vice versa). Auch inhaltlich ist dies
leicht zu verstehen: Wenn der Spielleiter gerne das
Spiel vorzeitig beendet (g > %), und er tut es nicht (er
offnet Tiir 3, auf Tiir 1 wurde getippt), dann liegt der
Verdacht nahe, dass die Kandidatin gleich die Au-
totiir erwischt hat, also sollte sie bleiben.

Fiir g =0 ist
b(p,0) = == b(p) .
I+p
das erste Bayesianische Modell ist also auch in die-
sem zweiten enthalten.

Der Fall ¢ = 1 liefert wie oben festgestellt fiir p # 0

7 p

b(p,1) = ——=1

(p,1) FER P ERLE

was leicht zu erklédren ist: Wenn immer es geht, bricht
der Spielleiter das Spiel vorzeitig ab, er tut es nicht,
also muss die Kandidatin auf die Autotiir getippt ha-
ben: ,,Bleiben!*

5 Didaktischer Kommentar

Das Verhalten des Spielleiters ist durch die
Einfilhrung der Parameter p und ¢ variiert wor-
den, was zu einer Modellbildung von ebendiesem
fiihrt. Dass menschliches Verhalten — in diesem
Sinn wenigstens — Eingang in (einfache) mathema-
tische Modelle findet, passiert sicher selten in der
Schulmathematik und bringt eine fast exotische Stel-
lung dieser Sichtweise im Mathematikunterricht mit
sich. In gewisser Weise spiegelt sich in der Baye-
sianischen Beschreibung dieser (subjektiv) stochasti-
schen Situation das grundlegende Prinzip der gesam-
ten Bayes-Statistik wider: Ausgehend von einer A-
priori-Einschidtzung (jede der Tiiren kommt in glei-
cher Weise als Autotiir in Frage) liefern Vorwissen
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(iiber das Verhalten des Spielleiters) und Datum (Tiir
3 wird gedffnet, nachdem auf Tiir 1 getippt worden
ist) eine A-posteriori-Beurteilung der ,,Welt* [i. e.
drei Tiiren, eine davon offen, eine andere (vorerst)
ausgewihlt].

Die Gegentiberstellung klassische-Bayesianische
Beschreibung des Ziegenproblems zeigt auch sehr
deutlich die unterschiedlichen Sichtweisen von
Wahrscheinlichkeit: frequentistisch versus subjek-
tivistisch oder instruktiver: Vorwirtswahrscheinlich-
keiten versus Zustandswahrscheinlichkeiten.

Entscheidend ist aber in jedem Fall, dass die be-
rechneten Ergebnisse (fiir Spezialfille) im Groflen
und Ganzen zufriedenstellend interpretiert werden
konnen. Es ist ganz wichtig, dass diese Riickiiber-
setzung im Unterricht auch tatséchlich passiert, dar-
in liegt meines Erachtens der eigentliche didaktische
Wert dieser Thematik.

Die Einfiihrung der Variablen bzw. Parameter p und
g und der damit verbundene Erhalt einer ,,Bleiben‘-
bzw. ,,Wechseln“-Funktion schaffen einen Uberblick
in Form der jeweiligen Funktionsgraphen tiiber das
mogliche Geschehen. Hier liegt wohl eine typische
mathematische Titigkeit, nimlich das Untersuchen
von Abhingigkeiten, vor, die sich aus der in Re-
de stehenden Sache heraus ergibt. Die Anderung —
Erweiterung der Spielregeln ldsst sich mit den ur-
spriinglichen Methoden behandeln (Einfiihrung einer
Variablen, Erhalt einer Funktion, Zeichnen und Be-
trachten des Funktionsgraphen), wenngleich die Re-
sultate natiirlich komplexer werden, was sich nicht
zuletzt in der dreidimensionalen Darstellung des
Funktionsgraphen duflert. Die Abschitzung ,.groer
oder kleiner als %“ gelingt ebenfalls ganz einfach, so
dass hier eine (wieder aus der betrachteten Situation
heraus gewonnene) Anwendung von mehrdimensio-
nalen Funktionen vorliegt. Die aus der Abbildung des
Graphen erzielte Vermutung kann analytisch leicht
erhirtet werden. Die Forderung, dass auch zumin-
dest zweistellige Funktionen den Mathematikunter-
richt bereichern sollen, ist ja immer wieder erhoben
worden, siehe z. B. Schweiger (1995) oder Humen-
berger (1999). Realistischerweise wird die Betrach-
tung mehrdimensionaler Funktionen nicht unbedingt
im Regelunterricht zum Standard werden, fiir Leis-
tungskurse oder dhnliche Einrichtungen kénnte die-
ser Vorschlag jedoch eine iiberlegenswerte Anregung
darstellen.

Uber das Ziegenproblem ist viel geschrieben wor-
den. Hier geht es einzig und alleine darum, exem-

plarisch die uralte didaktische Forderung nach The-
matisierung der Modellbildung, Auswertung und In-
terpretation zu erfiillen. Es sollte gezeigt werden, wie
mit geringem mathematischen Aufwand dennoch ei-
ne gehaltvolle Einsicht in eine reale Situation gewon-
nen werden kann.
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