JuaN CaramuELs sichere Wette beim Lotto in Cosmopolis
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Zusammenfassung: Ublicherweise werden beim
Lotto nur die Wahrscheinlichkeiten untersucht, mit
denen bestimmte Trefferzahlen oder -kombinationen
auftreten. CARAMUEL behandelte eine andere Frage,
die sich sicher schon so mancher Lottospieler ge-
stellt hat: Wie viele Tippreihen muss ich ausfiillen,
um sicher k Treffer zu erzielen, und wie muss ich sie
ausfiillen? Diese von CARAMUEL aufgeworfenen Fra-
gen sind noch heute Gegenstand wissenschaftlicher
Forschung. Im Folgenden wird C4RAMUELs Versuch
vorgestellt, diese Fragen zu lésen, die um einige
naheliegende Probleme ergdnzt werden. Schlieflich
soll CaRaMUELs Vorgehen einer kritischen Wiirdigung
unterzogen werden.
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Kupferstich (1654)
von SEBASTIAN Furck (um 1600-1655)

1 Biografisches

JuaN CARAMUEL Y LoBkowitz wurde in Madrid als Sohn
des LoreNzo DE CARAMUEL und dessen Ehefrau CATALI-
NA DE Frisia geboren und dort am 4.6.1606 getauft. In

einem Brief an GasseNnDI schreibt CARAMUEL, er stam-
me von einer béhmischen Mutter — daher der zweite
Name —und einem luxemburgischen Vater ab (Bellazzi
1982, S. 16), wohingegen der Dictionnaire des Auteurs
Cisterciens von einem pére originaire de Bohéme und
einer mere qu 'on croit frisonne spricht (Ineichen 1998,
S. 45). Vermutlich 1627 wird er Zisterziensermonch,
von 1635 bis 1644 lebte er in den Niederlanden, bis
1646 in Deutschland, bis 1655 in Osterreich und Boh-
men, dann in Italien. Dem hofischen Leben stand er ab-
lehnend gegeniiber, wie aus NEMO SACER IN AULA — Kei-
ner im Palast hat saubere Hiande —, einem Anagramm
seines Namens Ioannis CARAMUEL, hervorgeht (Bellaz-
zi 1982, S. 16). 1657 wurde er Bischof von Campagna-
Sartiano (Konigreich Neapel) und 1673 Bischof von
Vigevano (Lombardei), wo er am 7.9.1682 starb. Er
beherrschte 24 Sprachen, darunter auch mehrere asi-
atische wie das Chinesische, aber auch das in Mexiko
verbreitete Nahuatl. Dem Ideal des Polyhistors nach-
eifernd, verfasste er mehr als 70 Bénde im Folioformat
iiber nahezu alle Fachgebiete. Unter ihnen finden sich
zwei gewichtige mathematische Werke, die Mathesis
audax (1644) und die zweibdndige Mathesis biceps
vetus et nova — »Mathematik zweigeteilt, alt und neu«
—(1670), eine Enzyklopédie des mathematischen Wis-
sens seiner Zeit (Caramuel 1670).

2 CaARrRAMUELs sichere Wette

2.1 Aufgabenstellung und Lésung der
ersten Frage

Im Kapitel Combinatoria der Mathesis nova be-
schiftigtsichder Abschnitt Kybeia mitder Mathematik
des Wiirfelspiels, der Abschnitt Arithmomantica mit
Problemen im Zusammenhang mit dem Genueser
Zahlenlotto, das CARAMUEL »bildungshalber« statt in
Genua in der fiktiven Stadt Cosmopolis ansiedelt. Als
Abschluss seiner Lottobetrachtungen stellt er die bei-
den folgenden Fragen und beantwortet sie.

Aus 100 Kandidaten sind fiinf Konsuln zu wdih-
len. Jeder Lottospieler schreibt auf einen Zettel
fiinf der 100 Namen, von denen er meint, dass sie
gewdhlt werden. Wie viele Zettel muss ein Spieler
ausfiillen, damit er sicher 1) mindestens einen, 2)
mindestens zwei der Gewdhlten richtig angegeben
hat?
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Die erste Frage nach der Anzahl der nétigen Zettel fiir
mindestens einen Richtigen ist leicht zu beantworten.
Man teilt die 100 Namen in Portionen zu je fiinf auf,
die jeweils auf einen Zettel geschrieben werden. Diese
zwanzig Zettel enthalten alle 100 Namen; mindestens
ein Zettel enthilt mindestens einen Treffer.

2.2 Losung der zweiten Frage fiir n
Kandidaten, wobein =4k +1, k€N

Wesentlich schwieriger ist die Losung der zweiten
Frage. CARAMUEL geht sie mit einem genialen Einfall
schrittweise an. Er beginnt mit einem Lotto mit nur
fiinf Kandidaten. Dann reicht offenbar ein Zettel mit
diesen fiinf Namen, um mindestens zwei Richtige zu
haben. Fiir jedes neue Lotto vergrofert er die Anzahl
der Kandidaten um vier und bestimmt die Anzahl der
nun ndtigen Zettel. Seine richtigen Werte gibt er in
einer sechsspaltigen Tabelle an, deren Konstruktion
er nicht mitteilt. ROBERT INEICHEN (1998, S. 344t.) gibt
eine plausible Deutung, wie die Tabelle erzeugt wor-
den sein konnte.

Wir entwickeln nun induktiv, ausgehend von Cara-
MUELS Idee, angeregt durch INEICHEN, eine Formel fiir
die gesuchte Anzahl z, der Zettel, wenn fiinf Konsuln
aus n Kandidaten auszuwéhlen sind.
Induktionsanfang: z, = 1.

Induktionsschritt: Fir die n Kandidaten A, A, ...,
A braucht man z Zettel. Fiir die n + 4 Kandidaten
ALA, ...,A, N, .., N, erzeugt man die ndtigen
z, ., Zettel folgendermaBen. Zunachst nimmt man die
schon vorhandenen z, Zettel und deckt damit alle Fal-
le der Form AIA,- (i,j=1,...,n;i#J), ab. Dann fullt
man » neue Zettel so aus: An der ersten Stelle steht
A (i=1,...,n), gefolgt von N , ..., N,. Damit deckt
man alle Félle der Form AN, (i=1,...,nk=1,...,4)
und NN, (k, [ =1, ..., 4 k # [) ab. Also gilt fir
n&eN:

4 +4=zn+n

n

Das liefert der Reihe nach die Werte

z,=1; zy=2z,,,=z,+5=1+5=6;
Z2,5%y,,7Z,t9=1+5+9=15;
2,525, 2, T13=1+5+9+13=28;
Z;z:Zl+4k:Zl+4(k—l)+[l +takk-D]=

=1+5+9+ ... +[1+4k-2)]+[1+4(k-1)],
keN.

Man erkennt: z ,, ist der Wert der endlichen arithme-
tischen Reihe mit der Differenz 4, dem Anfangsglied
1 und dem Endglied [1 + 4(k — 1)]. Damit erhélt
man

s = Ak - 1)]) k= Qk—1) - k.

1+4k 2

Fir n = 4k + 1 Kandidaten ist kZ%, also
z,=g(n—n-3).

Damit ist die Aufgabe gelost fiir alle Lotti, bei denen
n = 4k + 1 Kandidaten zur Auswahl stehen (kK € N).
Fiir n = 5 bis n = 105 und n = 4k + 1 findet man die
Werte von z in der sechsten Spalte von CARAMUELSs
Tabelle.

2.3 Losung der zweiten Frage fiir n Kandi-
daten, wobei n# 4k + 1, k€N, ist.

Auch hier gibt CArRaMUEL fiir z wieder eine un-
durchsichtige Interpolationstabelle mit richtigen
Werten an, die er, ausgehend vom néchstniedrigeren
Wert z, . aus der sechsten Spalte seiner Tabelle be-
rechnet. Fir z, ist der ndchstniedrigere Wert z,, =
1128. IneicHEN zufolge geht CARAMUEL wie folgt vor:
Die 97 A, (i=1, ... 97) werden in 24 Viererpakete A ,
e A AL LA LA, -, Ay eingeteilt. Ubrig
bleibt A . Nun schreibt man jedes Viererpaket mit ei-
nem der drei neuen Namen N, N, N, auf einen Zet-
tel. Dafiir braucht man 72 Zettel. Auf einen weiteren
Zettel schreibt man A, N, N, und N, sowie einen
beliebigen Namen A, i # 97. Damit sind alle Treffer
AA G j=1,..,96,i#)), AN, (i=1,..,96, k=1,
3 AN (k=1,..,3)und NN, (K, [=1,...,3,k
# [) abgedeckt. Man benétigt CARAMUEL zufolge also
bei 100 Kandidaten 1128 + 72 + 1 = 1201 Zettel.
CaramuEL folgend entwickeln wir, ebenfalls aus-
gehend von den bekannten Werten z allgemeine
Ausdriicke fiirz,,z,, , undz, .
n =2 + 4k. Man beginnt mit z,, d. h., zu den finf
Namen A, ..., A, kommt der Name N, hinzu. Man
beschriftet die Zettel nun folgendermal3en:
1. Zettel: A, ..., A,. Deckt alle Treffer AiAj G,j=1,
s 5,i#)) ab.
2. Zettel: A, ..., A, N . Deckt alle Treffer AN, (i=
1,...,4)ab.
3. Zettel: A, N, X, X,, X, mit X, € {A, ..., A}
Deckt den Treffer AN, ab.
Also ist z, = 3. Mithilfe der allgemein giiltigen Bezie-
hung z , =z + n berechnen wir nun
z,=3=1+2;z,=z,+6=3+6=1+(2+6);
2,=2,t10=3+6+10=1+(2+6+10);
z,=2,t14=3+6+10+14=
=1+@2+6+10+14);

1 + 4k

=1+{2+6+10+14+ .. +[2+4(k—- 1]} =
=1+ %k{2+[2+4(k—1)]}:

=2+ 1,kEN.
n =3 + 4k. Man beginnt mit z_, d. h., zu den fiinf Na-

ZZ+4k
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men A, ..., A, kommen die Namen N, und N, hinzu.
Man beschriftet die Zettel nun folgendermaf3en:

1. Zettel: A, ..., A,. Deckt alle Treffer A,—A, (i,j=1,
oy 5,0 #)) ab.

2. Zettel: A, ..., A, N,. Deckt alle Treffer AN, (i =
1,...,4)ab.

3. Zettel: A, ..., A, N,. Deckt alle Treffer AN, (i =
1,...,4)ab.

4. Zettel: A, N, N,, X, X mit X € {A, ..., A}
Deckt den Treffer NN, und alle Treffer AN, (k =1,
2) ab.

Also ist z, = 4. Mithilfe der allgemeingiiltigen Bezie-
hung z ,, =z + nberechnen wir nun

2, =4=1+3; 2z, =2 +7=4+7=1+@3+7);

2=z, F11=4+7+11=1+(3+7+11);

2, =2+ 15=4+T+11+15=
=1+(3+7+11+15)

=1+ (3+7+11+15+ . +[3+4(k- D]} =

=1+ 2k3+[3+4(k-1)]} =

=2+k+1,kEN
n = 4k. Man beginnt mit z,, d. h., zu den fiinf Namen
A, ..., A, kommen die Namen N, N, und N, hinzu.
Man beschriftet die Zettel nun folgendermaf3en:

Z3 + 4k

1. Zettel: A, ..., A, Deckt alle Treffer A,-A,-
G,j=1,...,5,i#j)ab.

2. Zettel: A, ..., A,, N,. Deckt alle Treffer AN,
(i=1,...,4)ab.

3. Zettel: A, ..., A,, N. Deckt alle Treffer AN,
(i=1,...,4)ab.

4. Zettel: A, ..., A, N,. Deckt alle Treffer AN,
(i=1,...,4)ab.

5. Zettel: A, N, N,, N,, X mit X, € {A, ..., A }.
Deckt die Treffer NN, (k, /=1, ..., 3, k# [) und alle
Treffer AN, (k=1, 2, 3) ab.

Also ist z, = 5. Mithilfe der allgemeingiiltigen Bezie-
hung z ,, =z + nberechnen wir nun

z,=5=1+4; z =z +8=5+8=1+(4+8);
2,=2,T12=5+8+12=1+(4+8+12);

Z,, =2, T16=5+8+12+16=

=1+ @ +8+12+16);

z, =1+ {4+8+12+16+ ... +[4+4(k-2)]} =
=1+ J(k—1){4+[4+4(k-2)]} =

=1+2k(k—1)=2-2k+ 1, kEN.
Driicken wir £ durch n aus, dann ergibt sich nach ei-
ner einfachen Rechnung:

n= z =

n

41 | g D(n-3)

4k+2 %(n2—4n+ 12)
4+3 | gGP—dn+11)
1.5
4k 8(n —4n +8)

Damit konnen wir die zweite Frage beantworten und
finden wie CARAMUEL:

Zi0= 7425 = g (1002 4 100 + 8) = 1201,

Nach CarRaMUELs Verfahren miissen 1201 Zettel nach
dem angegebenen Schema ausgefiillt werden, um si-

cher mindestens zwei Richtige zu erzielen.

2.4 Resimee und Kritik

1) Mit seinem Vorgehen hat CARAMUEL einen Weg

100
5

sicher zu zwei Treffern kommt. Dabei gibt er genau
an, wie man diese Zettel ausfiillen kann. Offenbar
war er aber auch der Uberzeugung, dass die von ihm
errechnete Anzahl z_ von Zetteln auch ausgefiillt wer-
den muss, d. h., dass z die Minimalzahl N(n, w, r)
der auszufiillenden Zettel ist, wenn aus » Kandidaten
w Konsuln auszuwéhlen und mindestens » der w Ge-
waihlten richtig angegeben werden sollen. Tatséchlich
kann man aber viele Fille finden, bei denen die von
CarRAMUEL angegebene Zahl z lediglich eine obere
Schranke fiir die Anzahl der wirklich nétigen Zettel
ist. So ergab sich in 2.2 fiir z, der Wert 6, wohingegen
N(9, 5, 2) = 2 ist. Es reichen fiir die Kandidaten 1, 2,
..., 9 ndmlich die Zettel (1, 2, 3,4, 5) und (6, 7, 8, 9,
x)mitx € {1, 2, 3, 4, 5}. — Im Allgemeinen gilt: Die
von CAarRAMUEL mithilfe seines Induktionsverfahrens
ermittelte obere Schranke ist viel zu hoch.

Eine nahezu triviale obere Schranke lisst sich leicht

aufgezeigt, wie man in Cosmopolis beim Lotto (

angeben: Man bildet alle (z) moglichen r-Teilmen-

gen der n-Menge der Kandidaten und schreibt jede
auf einen Zettel, den man mit beliebigen w — r Kan-
didaten erginzt. Dann finden sich auf mindestens
einem Zettel mindestes » Richtige. Fiir mindestens
zwei Richtige beim Lotto in Cosmopolis wire also

(130) = 4950 eine obere Schranke. CARAMUELs Wert
Z,00 = 1201 ist wesentlich besser, aber immer noch
sehr schlecht.
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Uber die von CARAMUEL aufgeworfenen Fragen wird
heute weltweit immer noch geforscht. Dabei finden
auch Methoden der Graphentheorie und der endlichen
Geometrie Verwendung. Bei der Suche nach optima-
len Lottodesigns konnten zwar einige Fragen gelost
werden, aber viele harren noch ihrer Losung. So weif3
man z. B. heute nur, dass man beim Lotto »6 aus 49«
fiir den sicheren Dreier mit weniger als 87 Tippreihen
nicht auskommt, dass aber 163 Tippreihen auf alle Fal-
le ausreichen. Die genaue Zahl N(49, 6, 3) der wirklich
notigen Tippreihen ist also auch in diesem vermeint-
lich einfachen Fall nicht bekannt (Van Rees).

2) Nach dem von DiricHLET vermutlich 1834 erst-
mals verwendeten Schubfachprinzip ldsst sich in
Sonderféllen N(n, w, 2) leicht ermitteln.! Man zerlegt
die Menge der n Kandidaten in disjunkte Teilmengen

der Michtigkeit w. Man braucht dazu 1 Teilmengen,
wenn w Teiler von n ist. Andernfalls bendtigt man
[%] + 1 Teilmengen, wobei die letzte Teilmenge be-

liebig aufgefiillt wird; damit ist sie aber nicht mehr
disjunkt mit allen vorhergehenden Mengen. Es gilt:

Ist w ein Teiler von n und % < w, dann bendtigt man
w Zettel.

Ist w kein Teiler von n und [%] + 1<w, dann benotigt

man [%] + 1 Zettel.
Beispiele:

N(6, 3, 2) =2, da 3 Teiler von 6 und g =2<3.Es
geniigen die Zettel (1, 2, 3) und (4, 5, 6).
N(7,4,2)=2,da4kein Teilervon7und|J| + 1 =2 <4,

Es geniigen die Zettel (1, 2, 3, 4) und (5, 6, 7, X) mit
x € {1,2,3,4}.

3 Andere Trefferzahlen

3.1 Sicher mindestens drei oder sicher
mindestens vier Richtige beim Lotto
in Cosmopolis

Mit CARAMUELs Idee konnen wir auch die Frage der
»notigen« Zettel fiir mindestens drei Richtige beant-
worten. Wir beginnen wieder mit einem Lotto von
fiinf Kandidaten, fiir die offenbar ein Zettel mit die-
sen fiinf Namen reicht, um mindestens drei Richtige
zu haben. Fiir jedes neue Lotto vergroBern wir die
Anzahl der Kandidaten um drei und bestimmen die
Anzahl der »nétigen« Zettel.

1 Schubfachprinzip: Legt man w Objekte in weniger als w Schubficher,
dann liegen in mindestens einem Schubfach mindestens zwei der Ob-
jekte.

Fir die n Kandidaten A, A, ..., A braucht man
z, Zettel. Fir die n + 3 Kandidaten A, A,, ..., A,
N, N,, N, erzeugt man die ndtigen z . , Zettel fol-
gendermaflen. Zunichst nimmt man die schon vor-
handenen z Zettel und deckt damit alle Fille der

Form AIA/A,( (,j, k=1, ...,n;i<j<k) ab. Es gibt
(g) verschiedene 2-Mengen aus der n-Menge der A..
Dann fiillt man ( 2) neue Zettel so aus: An den ersten

beiden Stellen stehen zwei der A, (i = 1, ..., n), ge-
folgt von N, N, und N,. Damit deckt man alle Fille
derFormAlAij (G,j=1,..,mi<j,undk=1,2,3),
der Form ANN, (i=1,...,nk, [=1,2,3; k<I)und
der Form N N N, ab. Also gilt

z,.,=z,T (;), neN.

Damit hat man die entscheidende Rekursionsformel,
mittels derer man die gesuchten Werte wie oben unter
2.2 und 2.3 berechnen kann.

Fiir mindestens vier Richtige beginnt man wieder mit
z,= 1 und vergroBert die Anzahl der Kandidaten um
zwei. Analog wie oben erhélt man dann z

(;l),nEN.

+2:Zn+

3.2 Genau fiinf Richtige beim Lotto
in Cosmopolis

Fir diesen Fall gibt CaraMUEL die Minimalzahl
N(100, 5, 5) der noétigen Zettel richtig an, ndmlich

(1(5)0) =75 287 520. Er liefert aber kein Verfahren,

wie man diese Zettel ausfiillen muss. Ein Verfahren,

das sich auch leicht programmieren l4sst, verwendet
ineinander geschachtelte Zéhlschleifen.

Seien A, A, ..., A, A, die zur Wahl stehenden
Kandidaten. Auf den Zetteln werden sie nach stei-
gendem Index angeordnet, ndmlich als AAAAA
mit / <j < k <[/ <m. Dann bilden wir die Schleifen
mit der Schrittweite 1:

i 1auft von 1 bis 96;

k lauft von j + 1 bis 98;
m lduft von / + 1 bis 100.
Ein einfaches Beispiel moge diesen Algorithmus
veranschaulichen. Aus sechs Kandidaten A , ..., A,
werden drei ausgewéhlt. Um genau drei Richtige zu

haben, miissen N(6, 3, 3) = (g) =20 Zettel ausgefiillt

j lauft von i + 1 bis 97;
[ 1auft von k£ + 1 bis 99;

werden. Dies geschehe folgendermalen:
i 1auft von 1 bis 4; jlauft voni+ 1 bis 5;
k1auft vonj + 1 bis 6; Schrittweite jeweils 1.

1 2 3 4
2 3 4 5 3 4 5 4 5 5
3456 456 56 6 456 56 6 56 6 6
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4 Aufgaben

1) Ubertrigt man CarRAMUELs Fragestellung nach
»sicher mindestens zwei Richtigen« und sein Lo-
sungsverfahren auf das Lotto »6 aus 49« und nennt
man eine Tippreihe Zettel, dann erhilt man fiir die
Anzahl z_ der jeweils »notigen« Zettel fiir das Lotto
»6 aus n« die folgende Tabelle fiir »sicher mindestens
zwei Richtige«:

n= Startwert z =

n

(=1 | 5 Dn-4)

Sk+1
Sk+2 z =3 %(n2—5n+16)

Sk+3 | z=4 | {o(rP-5n+16)

Sk+d | z=5 | g(r-Sn+14)
k| 2,26 | {5(r-5n+10)

Da49 =15 - 9 + 4 ist, muss man nach CARAMUEL beim
Lotto »6 aus 49« genau z,, = 1 (49° ~ 5 - 49 + 14) =

217-mal sechs Zahlen ankreuzen, um sicher mindes-
tens zwei Richtige zu haben. Tatséchlich ist N(49, 6,
2) =19 (Bate 1998).

2) In der DDR gab es ab 1954 mehrere Lottosysteme,
namlich neben dem Sportfesttoto »6 aus 49« auch bis
1985 das Zahlenlotto »5 aus 90«, also das historische
Lotto di Genova, ferner das Lotto-Toto »5 aus 45« und
ab 1972 das Tele-Lotto »5 aus 35«. Mit einer letzten
Ziehung am 30.9.1992 endeten diese Systeme. Man
berechne fiir sie die Anzahl der flir mindestens zwei
Richtige nach CARAMUEL »nétigen« Tippreihen.?

3) In der alten Bundesrepublik Deutschland gab
es am Mittwoch ein Lotto »7 aus 38«, dessen ers-
te Ziehung am 28.4.1982 stattfand. Wegen nachlas-
senden Interesses wurde es mit der letzten Ziehung
am 28.5.1986 eingestellt. Man bestimme die Anzahl
der fiir mindestens zwei Richtige nach CArRAMUEL
»notigen« Tippreihen und bestimme die wirklich no-
tige Anzahl unter Verwendung des DIRICHLET schen
Schubfachprinzips.

2 Beim Lotto di Genova wiirde man nach CARAMUEL 969 Zettel benoti-
gen. Tatsdchlich braucht man aber nur N(90, 5, 2) = 100 Zettel auszu-
fiillen (Fiiredi 1996).
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