»Schwierigkeiten mit Konfidenz-Intervallen? In der Tat!“

Leserbrief zum Beitrag von Raphael Diepgen (2014)

JORG MEYER, HAMELN

1 Einleitung

Es geht um Konfidenz-Intervalle fiir Binomialver-
teilungen, die Aussagen Ulber die Einzelerfolgs-
Wabhrscheinlichkeit p machen. Approximiert man
die Binomialverteilung mit dem Parameter p durch
eine Normalverteilung, so liegen die zu messenden
relativen Héufigkeiten 4 mit der Sicherheits-Wahr-
scheinlichkeit y im Prognose-Intervall P/(p) mit den
Grenzen

h=pek- P L=P) (1)

I
wobei y = f @ (¢) - dt ist (¢ bezeichne die Dichte der
“k

Standard-Normalverteilung).

Ist umgekehrt 4 gegeben und will man p schitzen,
so muss man (1) umkehren (die Grenzen des so ent-
stehenden Konfidenz-Intervalls sind die extremalen
Werte von p, so dass PI(p) gerade noch / enthélt).
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Abb. 1: Verschiedene Prognose-Intervalle

p=0,28

In Abb. 1 sind 4= 0,4, n =50 und y = 0,95; die senk-
rechten Striche markieren das zu p gehorige Progno-
se-Intervall Pl(p); das Konfidenz-Intervall ist dem-
nach [0,28; 0,54].

Soweit die einfache Idee eines Konfidenz-Intervalls;
es iiberdeckt den unbekannten Wert von p mit der
Wahrscheinlichkeit ¢ (diese letzte Aussage ist nicht
allen Schiilern gut zu vermitteln; hier helfen Simu-
lationen).

Strittig ist nun zunéchst die Art, wie man (1) umkehrt.
Geht man (wie in Abb. 1) bei der Umkehrung exakt
vor, erhélt man das Wilson-Intervall (das allerdings
aufgrund der Ndherung durch die Normalverteilung
dadurch nicht zu einem ,,exakten Intervall wird!),
eine approximative Vorgehensweise liefert das Wald-
Intervall.

Meine Abbildungen 10 und 11 in (Meyer 2013) zei-
gen, dass die Unterschiede zwischen beiden Interval-
len recht klein sind. Weitere Einzelheiten finden sich
in meinem zitierten Aufsatz.

Der wesentliche Inhalt der ersten Hélfte meines Auf-
satzes bestand aus der quantitativen Untersuchung
der schlechteren Performanz des Wald-Intervalls ge-
geniiber dem Wilson-Intervall: Wie stark unterschei-
den sich die Uberdeckungs-Haufigkeiten bei den
beiden Intervall-Arten? (Schiiler stellen mitunter sol-
che Fragen.) Dass die Uberdeckungs-Haufigkeit bei
Wald in der Regel deutlich starker von y abweicht als
bei Wilson (man beachte die unterschiedlichen Ska-
lierungen der Hochachse in meinen Abb. 2 und 3),
wird niemanden wundern (garbage in, garbage out).

2 Mein Fehler

Nun hatte ich auf S. 14 den Fehler gemacht, die
schlechtere Performanz von Wald auf die Asymme-
trie der Binomialverteilung zurlickzufiihren. Das ist
natiirlich falsch, und Herr Diepgen hat alles Recht,
auf diesen Fehler von mir sechsmal auf zwei Seiten
hinzuweisen. Moglicherweise hatte ich die Symme-
trie des Wald-Intervalls zu 4 im Hinterkopf; ich weil3
es nicht mehr.

3 Zur schlechten Performanz der
Wald-Intervalle

Herr Diepgen fiithrt das schlechte Abschneiden der
Wald-Intervalle fiir Parameter p nahe bei 0 oder 1 da-
rauf zuriick, dass die Intervalle héufig uneigentlich
werden, d. h. die Lange 0 haben. Die schlechtere Per-
formanz der Wald-Intervalle gegeniiber dem Wilson-
Intervall fiir Parameter p, die nicht in der Néhe von 0
oder 1 liegen (vgl. meine Abbildungen 2 und 3), wird
leider von Herrn Diepgen iiberhaupt nicht kommen-
tiert. In der damals von mir angegebenen Literatur
wird auch auf die bizarr anmutenden Oszillations-
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effekte bei Wald hingewiesen, die ich allerdings in
meinem Aufsatz nicht auch noch thematisiert hatte.
Da Herr Diepgen nur iiber Randparameter Aussagen
macht, ist seine Schlussfolgerung auf S. 28

,Dies disqualifiziert Wald-Konfidenzintervalle fiir den
Unterricht sicherlich nicht

zumindest recht unvollstindig begriindet.

4 Zur Orientierung an der
Binomialverteilung

Ebenfalls auf S. 28 schreibt Herr Diepgen, es mache

»wenig Sinn, sich beim Unterricht zum Konfidenz-
intervall auf Besonderheiten zu konzentrieren, die
tiberhaupt nur fiir die Binomialverteilung gelten.*

Dies wirft die Frage auf, an welchen Kriterien man
seine didaktischen Entscheidungen misst. Natiirlich
kann man sich an der statistischen Praxis der Hoch-
schulen orientieren und diese auf den Schulunterricht
,.heruntertransformieren®. Dass das nicht der Sinn
von Schule sein kann, wurde schon von Wilhelm von
Humboldt (1809, S. 170, 173) formuliert:

,Der Schiiler ist reif, wenn er so viel bei anderen ge-
lernt hat, dass er nun fiir sich selbst zu lernen im Stande
ist. [Man darf nicht] die zur Bildung bestimmte Zeit
zur Abrichtung missbrauchen und [so] die Kopfe ver-
derben.*

Man findet in Humboldts Werken viele solcher Stel-
len. Sie stellen die Entwicklung der Denkfédhigkeit
als hochstes Ziel heraus, nicht die Vermehrung des
Faktenwissens. Es diirfte unstrittig sein, dass die
Studierfdhigkeit nicht dadurch gefordert wird, dass
den Schiilern Dinge antrainiert werden, die sie nicht
verstehen und deren Sinn sie nicht einsehen konnen.
Dass die Schule gegen die Forderung zur Entwicklung
der Denk- und Einsichtsfihigkeit hdufig verstofit, be-
deutet nicht, dieses Ideal aufzugeben. Ubrigens: Die
Anzahl und Schwere der VerstoB3e ist — verglichen
mit anderen Schulfiachern — im Mathematikunterricht
wohl am kleinsten.

Humboldts (eigentlich selbstverstindliche) Zielori-
entierung hat sich in der mathematikdidaktischen
Literatur tiber Freudenthal, Wittenberg, Heymann,
Winter bis in die Bildungsstandards (2012) erhalten,
in denen mathematisches Argumentieren als erster
prozessorientierter Kompetenzbereich genannt wird
— auch dies ist eigentlich selbstversténdlich.

Argumentieren kann man nur aufgrund bekannter
Beispielklassen. Fiir Schiiler sind das (wenigstens in
Niedersachsen) nun einmal nur die Gleich-, die Bi-
nomial- und die Normalverteilung; Konfidenz-Inter-

valle werden nur in Bezug auf den Parameter p der
Binomialverteilung behandelt.

Auch an anderen Stellen des Schulunterrichts entste-
hen (aufgrund des sehr beschrankten bekannten Bei-
spielmaterials) mitunter Strategien, die auf die spe-
zielle Natur der Beispiele bezogen sind: Die Schule
thematisiert quadratische Gleichungen und deren
Verhiltnis zur quadratischen Parabel, obwohl das
auf hohere Grade kaum bzw. gar nicht verallgemei-
nert werden kann; die Schule thematisiert eine abge-
speckte Version des Riemann-Integrals, obwohl sich
damit nicht alle interessanten Funktionen integrieren
lassen.

Ein Unterrichts-Szenario konnte so ablaufen: An
Beispielen bespreche man, dass ein Konfidenz-In-
tervall durch die Grenzen von Prognose-Intervallen
bestimmt wird (vgl. Abb. 1). Nach mehreren Bei-
spielen wird man dies automatisieren wollen, und
Schiiler kommen (etwa mit CAS-Hilfe) auf das Wil-
son-Intervall. Soll dann der Lehrer sagen: ,,Ihr habt
zwar Recht, aber die Statistiker machen es anders*
und auf die Schiilerfrage, ob denn das approximative
Intervall wenigstens besser sei, nur hilflos mit den
Schultern zucken und sagen: ,,Nein, es ist natiirlich
schlechter*? Welcher Schiiler soll das verstehen?

Ich bekenne mich durchaus dazu, logisch erscheinen-
de Schlussfolgerungen (mit denen man bekanntlich
gerade in der Stochastik hiufiger daneben liegt) im
Unterricht durch Simulationen iiberpriifen zu lassen.

Insofern ist das Diepgensche Diktum auf S. 28

,Damit ist aber grundsétzlich das Wald-Konfidenzin-
tervall mit seiner integrierten Varianzschétzung das
allgemeinere Konzept — und daher in der Schule wohl
vorzuziehen*

durchaus diskutabel.

Will man im Unterricht nicht bei Wilson stehen blei-
ben, braucht man fiir die Schiiler ein diesseits der
Hochschulpraxis liegendes Motiv, zur Vergroberung
bei Wald iiberzugehen. Mogliche Motive sind:

1. Der Taschenrechner macht es wie Wald;

2. das Wald-Intervall ist fiir eine schnelle Interpre-
tation iibersichtlicher;

3. es gibt (auch innerhalb der Binomialverteilung)
Fragestellungen, bei denen die Varianz geschitzt
werden muss.

Mein Artikel wollte ,,nur* die schlechte Performanz
des Wald-Intervalls quantifizieren — und auch darauf
hinweisen, dass die verallgemeinernde Auffassung
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eines Konfidenz-Intervalls als ,,Schitzwert = Fehler*
nur eine Niherung darstellt.

5 Zur Strukturgleichheit
von Prognose- und
Wald-Konfidenz-Intervallen

Der Berechnungsalgorithmus ist bei Prognose- und
Wald-Konfidenz-Intervallen identisch und kann da-
her bei Schiilern zur Verwechslung beider Intervallar-
ten fithren. Herr Diepgen wird dieser Verwechslung
nicht erliegen; auf S. 29 formuliert er:

,»Nun fragt sich, worin die Verwirrung eigentlich be-
stehen soll [...] Wie konnte ein Schiiler diese beiden
vollig verschiedenen Fragestellungen oder Situationen
[...] jemals verwechseln nur dadurch, dass die Lo-
sungsverfahren formale Parallelen haben?*

Als Therapievorschlag ist seine Bemerkung vermut-
lich nicht gedacht (eine Krankheit wird nicht dadurch
geheilt, indem man sie abstreitet); erfolgreicher wird
man sein, wenn man beide Intervallarten so undhn-
lich wie moglich darstellt (was selbstverstandlich
keine Garantie gegen Verwechslungen ist).

Dass beide Intervallarten in der Tat miteinander ver-
wechselt werden, ist nicht nur in meinem Unterricht
anzutreffen, sondern findet sich auch in manchen
Schulbiichern und sogar in mindestens einer Aufgabe
zum Zentralabitur. Ja, wie kann man nur!

Die Vermutung, die Verwechslung sei das Ergebnis

,formelhaft zu bearbeitender, nicht problemorientier-
ter Mathematikaufgaben® (S. 29)

ist wohlfeil; da auch ein der Problemorientierung
sehr verpflichteter Unterricht seine Anstrengungen
immer noch steigern kann und man andererseits Rou-
tineaufgaben selbstverstindlich formalisieren will,
erschlieBt sich mir der Sinn des angegebenen Zitats
nicht. Bei Konfidenz-Intervallen sollte doch nicht die
numerische Ermittlung im Mittelpunkt stehen, wohl
aber die sachgerechte Interpretation.

6 Zur frequentistischen Deutung
von Konfidenz-Intervallen

Auf'S. 29 wiederholt Diepgen den altbekannten (und
durchaus berechtigten) Vorwurf der Bayes-Statistik
gegeniiber der frequentistischen Deutung von Konfi-
denz-Intervallen oder Hypothesentests:

»Worin soll denn der Sinn eines 95 %-Konfidenzin-
tervalls bestehen, wenn man nach seiner Realisierung
eben nicht sagen kann, der wahre Parameter p liege mit
Wabhrscheinlichkeit 95 % in dem realisierten Intervall
[a, b] [...]7

Ich hatte diese Problematik in einer urspriinglichen
Version meines Artikels angerissen, es allerdings auf
Zuraten des wissenschaftlichen Gutachters wieder
entfernt. Ich héitte diesem Rat nicht folgen miissen,
habe es jedoch getan, weil erstens mein Artikel einen
anderen Fokus hatte und weil ich zweitens (jedenfalls
zur Zeit in meinem Bundesland) hier keine Chance
zur Verwirklichung sehe.

Fiir den Themenkomplex ,,Binomialverteilung, Nor-
malverteilung, Prognose-Intervalle, Konfidenz-In-
tervalle” hat man etwa ein halbes Halbjahr Zeit; die
Praxis der Abituraufgaben verbietet, auf die Diep-
genschen Alternativen (S. 30) einzugehen.

Und selbst wenn dieser Zeitrahmen vergrofB3ert wiir-
de, wire zu iiberlegen, ob man dann nicht eher die
andere Seite der Konfidenz-Intervalle, ndmlich Hy-
pothesentests, ansprechen sollte.

Dazu ist zu bedenken, dass man als Mathematikleh-
rer nicht nur der Stochastik verpflichtet ist: Auch
Fragestellungen der Analysis oder der analytischen
Geometrie werden im Mathematikunterricht viel zu
einseitig und viel zu oberfléchlich behandelt.
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