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DIE ABHÄNGIGKEIT ZWISCHEN ZWEI GRÖSSEN GEMESSEN ALS RELATIVE 

VERLUSTVERRING~RUNG 

nach R. EISENBACH & R. FALK , Te l-Aviv University , Hebrew Univ ersity 

of J eru sal em 

Ori ginaltitel in 'Teaching Statistics' Vol , 6 (1 984), NI' . 2: 

Association Between Two Va ri ables Measured as Propo rtion of 

Loss- Reduction 

trbe r setzung : J . Feuerpfeil 

Ein Interpretationsproblem 

Eine der Schwieri gkeiten in d er S t a ti st i k ist für Schüler die Int e r

p reta tion v on Abhängigkeitsmaßen. Die naheliegende Frage "Was b edeu

tet I' = 0 , 7? " ist ein Beispiel. Der Korrelationskoeffizient wird 

meist als "Maß für die lineare Abhängigkeit" eingeführt; es wird 

erklärt, daß I' als maximalen Wert 1 im Fall vollständiger l inearer 

Abhän gi gkeit bzw. a l s minimalen Wert 0 bei Fehlen jeglicher derar

tiger Abhängi gkeit annehmen kann ; Werte zwischen diesen bei der. Ex

tremen sind als Zwischenstufen der Abhängigkeit zu verstehen. 

Dennoch geben sich die meisten Schüler mit dieser Int e r preation 

nicht zufrieden. Einige ersetzen sie durch ihre eigene i . a . falsche , 

aber "sinnvollere" Interpretati on. Da eine Maßzahl zwischen 0 und 1 

an eine relative Häufigkeit ( oder auch an eine Wahrscheinlichkeit) 

erinnert, glauben manche Schüler irrigerweise, es sei der Anteil der 

identi schen Paare ( x;y ) oder auch die Wahrs cheinlichkeit für rich

tige Vorhersagen g emein t. 

In diesem Aufsatz empfehlen wir eine klare und sinnvoll e Interpre ta

tion verschiedener Abhä ngigkeitsmaße. Wir s Chlagen die Konstruktion 

einiger auf demselben Prinzip beruhe nder Abhängigkeitsmaße vor, näm

lich Maße für die Vorh e rsagbarkeit, ausgedrückt mit Hilfe der Häufig

keit vo n Fehlern, die sich durc h e in bestimmtes Vorhersageverfahren 

vermeiden lassen. Die allgemeine Definition, die auf diesem Prinzip 

beruht, führt zu verschiedenen Abhä n gigkeit smaßen. So konstruierte 

Maße unterscheid en sich dadurch v:oneinander , daß sie von de r beson

deren Art der betreffenden Gr ößen und den verwendeten Vorhersagever

fahren a bhängen. 
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Vorhersagbarkeit , ausgedrückt mit Hi l fe der Verlustverringerungen 

Di e ~bhängigkeit zwischen zwei Größen x und y kann a l s Vorhersag

barkeit der y - Werte bei Kenntnis der x-Werte angesehen werden . Die 

Unsicherheit bezüglich de r y-Werte wird umso mehr verringert je be~ 

seI' die M~glichkeit der Vorhersage ist , wenn man sich auf die 

x - Werte stützt . Man spricht von statistischer Vorhersage ( von y 

durch x) , wenn y zufälli ge Werte a nnehmen kann und daher eine wahl

lose Schätzung dieser Werte zu Fehlern und Ungenauigkeiten führt . 

Wir schlagen für die Abweichung zwischen Schätzung un d Realität 

allgemein den Begriff " Verlust " vor . Die Bezeichnung für den Ver

lust bei der Gr öße y sei V( y) . ~r nim~t entsprechend der Definiti

on der Verlustfunk t i on ( und entsprechend dem Wert. der besten Schät 

zung) verschiedene Formen an . Möglichst gute Vorhersage der y - Werte 

unter Verwendung der Kenntnis der x -Wer te führt im _allgemeinen noch 

immer zu einem gewissen , wenn auch verringerten Verlust . Der be

dingte Verlust aufgrund der Abwei chung zwischen den vorhergesagten 

und dem tatsächl ichen Werten wird mit V( y/x) bezeichnet . Es gi l t 

V ( y/x) ~ V( y) . Die Differenz V( y ) -V(y/x) ist ein Maß fü" die Ver

l ustyerri ngerung. Der Quü ti en t ~ a u s Verlustverrir:gerung und zu er

wartend em Verlust ohne Vorher sageverfahr en ist als Maß für die Vor

hersagbarkeit von y 1urch x geei gnet : 

Vey) - V(y/x) 
6x/y = V( y) -

Sowohl die Verlustfunktion als auch das Vorhersageverfahren müssen 

natürli ch genau festg el egt Gein. Die drei für -l.ie Definition des 

Verlusts übli chsten Funktionen sind : Anzahl de r Fehler , Abweichung 

in abso l uten Beträgen und Quadrate der Abweichungen. Ein wi chtiger 

Faktor bei der Wahl einer Verlustfunkt ion i st der Gr ad d e r Meßbar

kei t der Große . Di ese Wahl beeinflußt ·auch die "beste Schätzung" , 

die den Verlust ohne Vorhe-rsageverfahren minimiert ( Falk , 1980 ) . 

Handelt es sich z . B. um eine Merkmalsgröße , so wi rd man bestrebt 

sein , die " Fehleranzahl" zu minim i eren, daher wird man den häufig

sten Wert (Modalwert) als Schätzwert nehmen. Der optimal e Schätz

wert bringt den kleinstmöglichen Verlust . 

Das gleiche Vorgehen läßt sich bei der Wahl e i nes Verfahrens zur 
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Vorhersage von y bei gegebenen x anwenden . So wird man bei einer 

zweidimensionalen Kontingenztafel mit dem Merkmalsgrößen x und y 

versuchen, die "Anzahl der Fehler" zu minimieren, das bedeutet : Als 

Vorhersage dient der häufigste Wert y bei gegebenem x . Auf dies e 

Weise wird die Fehleranzahl für jeden einzelnen Merkmalswert von x 

minimiert und der Gesamtverlust wird im allgemeinen unter den unb e

dingten Verlust gedrückt. 

Tabelle zeigt ein Beispiel einer 2 x 2 - Kontingenztafel. 

Tab elle 1. Zweidi~ensionale Häufigkeitsverteilung 
von Merkmalsgrößen 

C 
D 

Summe 

A 

30 
5 

35 

B 

15 
50 
65 

Summe 

45 
55 

100 

Das Maß für die Vorhersagbarkeit von y durch x berechnet sich nach 

(1) folgendermaßen: 

Verlustfunktion ist die "Fehleranzahl". Ohne Kenntnis von x ist die 

beste Schätzung für y das häufigste Merkmal D mit der Häufigkeit 55 ; 
der Veril.u,st ist daher V( y ) ,. NCFehler/x unbekannt) .. 45 . Ist x be

kannt , so wird C vorhergesagt, falls x zu A gehört, dagegen wird D 

vorhergesagt, falls x zu B gehört. Für beide Vorhersagemöglichkeiten 

zusammen erhalten wir: 

V(y/x) • N(Fehler/x bekannt) = 5 + 15 = 20. 

Das Maß e in Formel ~1) wird zum Goodman-Kruskal-Lambda (Hays , 1973 . 

S . 745-749), das zum e r sten Mal von Louis Gu ttman ~941 vorgeschlagen 

wurde. 

" 
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~ _ N( Fehler/x unbekannt) - NeFehl er/x bekannt) 
y/x - NeFehler/x unbekannt) 

Für das Beispiel in Tabell e 1 erhalten wir: 

A 45 - 20 
y/x :: 45 " 0,558 . 

Di e Interpretation des Ergebnisses A y/ x '" 5& % i st : 

Es ist uns gelungen, 56 % der Fehler beim Schätzen der y-Werte 

zu vermeiden , indem wir die Vorhersage gestützt auf die gegebenen 

x- Werte machen . 

Tabelle 2 zeigt fünf Vorhersagbarkeitsmaße , die sämtlich nach dem~ 

selben Prinzip konstrui ert sind. Wir beginnen mit Nominalgrößen 

( so'lOhl x als auch y) und fahren der Reihe nach mit Skalen höheren 

Meßbarkeitsgrads for t . 

Die Grundlagen für das Vorhersagbarkeitsmaß, V(y) und Vey/x) sind 

in Tabell e 2 jewei l s mit den Verlustfunktionen und den optimalen 

Vorhersageregeln aufgelistet . Wegen der zunehmenden "Meßbarke~t" 

der' Skalen von oben nach unt en kann man die Maße von weiter oben 

stehenden Zeilen auf weiter unt en stehende anwenden , aber nicht um

gekehrt . Eine Ausnahme bildet der Fall , daß di e Ordnung zwischen 

zwei Größenpaaren nicht eindeutig klar ist (Si ehe Fußnote ( a) zu 

Tabelle 2) . 

Wird die abhängige' Größe mit einer Intervallskala gemessen, so ist 

die Summe der quadratischen Abweichungen die typische Verlustfunk

tion , und die beste Schätzung i~t das arithm etische Mittel , bezüg

lich dessen die Verlustfunktion V(y) berechnet wird. Nimmt man bei 

gegebener unabhängiger Größe x jeweils den bedingten y-Mitt elwert, 

so führt unser Maß e zu dem vertrauten f] 2/x . Jedoch wird bei Anwen-' 
y 

dung einer linearen Vorhersageregel der beding t e Verlust bezüglich 

der Regr essionsgeraden der kleinsten Fehlerquadrate berechnet, und 

e wird zum Quadrat des woh lb ekannten Korrelati onskoe ffizienten r . 

Die Verlust funkti on auf der Grundlage der ab'solute'n Abweichungen 

wir~ übl icherweise bezüglich des Medians als der besten Schätzung 

berechnet . Unser Maß für Vorhersagbarkeit L\ / ( siehe zwei te Reih e 
y x , 
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von Ta belle 2) ist zwar nicht so weit verb r ei t et, aber es 1st nach 

demselben Prinzip konstruiert und kann ähnlich ititerpretiert wer

den . 

GewHhnlich macht man sich nicht auf den ersten Bli ck k l ar , daß der 

absolute Wert des Kendallschen Tau - in Lehrbüchern (S~egel, 1950 , 

S. 213- 223 , und Rays , 1973 , S. 792- 796) definiert alß DiffereLz 

",Ti sehen der, Ar:te.Ll deO" Paare , die· gJ f!iche Rangzahle n hah.m , :lnd de:n 

Anteil der Paare , di e \'ersch.ifdene Rangzahlen d. h . Inversionen ha

ben - ei c~t: ,, 1.1jc ~. ein .3pe" üil f I'\11 von ij in FOTi!lel (1) ist . Ein e e i n 

fach e Umformung l iefert: 

L= 
( Anzahl der Paare mi t) 
\ .ß.!.eichen Ran zahlen 

Anzahl der Paare mit ) 
verschiedenen Rangzahlen 

Anzahl aller Paare 

1 (n) _ Anzahl der Inversionen 
2 2 

wobei n die Anzahl all e r Paare ist. Wir definieren den Verlust als 

"Anzah l der Inversionen" . 

Ohne Vorhersag everfahren kann man nur eine rein zufällige Reihenfol

ge der n möglichen Rangzahlen der y vorhersagen ; daher ist der Er

wartungswert des Verlusts die halbe Anzahl der möglichen I nversionen , 

d . h. V(y) = ~(~). I st die Rangfolge der x - Werte bekannt, so wäre im 

Fall positiver Abhängigkeit die optimale Vorhersage dieselbe Rang

folge für die y - Werte, nämlich dann wenn die Anzahl der Inversionen 

k l einer als ~(~) i st , und genau die umgekehrte Reih'enfolge , wenn die 

Abhängigkeit negativ ist . Diese Art der Vorhersage stellt sicher, 

daß die Anzahl der Inversionen bezügli ch der tatsächlichen Rangfol 

ge , also V(y/x), den Wert (~) nicht übersteigt. Das Maß e, das auf 

dieser Vorgeh'ensweise beruht , ist gleich IV' und kann als Antei l des 

speziellen Verlusts interpl'etiert werden, der bei· der Vorhersage der 

Rangzahlen von Y mit Hilfe der x - Werte eingespart wurde (siehe Tabel-

le 2) . 

Schlußfolgerung 

Das Problem , das Schüler bewegt: " Was bedeutet r 

gendermaßen beantwortet werden: 

0 , 7" kann nun fol -
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r
2 = 0,49 bedeutet, dar: 49 % von dem Verl ust ( - definiert als die 

Summe der quadratischec Atweichungen - ) , den wir in Ermangelucg eines 

geeigneten Vorhersagever:ahrens in Kauf genommen hätten , du r ch opti 

male Vorhersage der y - Werte durch Einsetzen der x -W erte in die G:ei 

chung der Regressionsge r ade eingespart werden kHnnen . 

Wi r glaub en, daß die vorgesch l agen e Interpretation von r und anderer 

Maße , sinnvolle r i st a l s nur von " einem Maß für den Grad der Abhängi g

keit zwischen 0 und 1" zu sprechen . Darüber hinaus füh rt sie auch zu 

einer Vereinheitli chung der I nterpretat i on ver s chi edener Maße . Für 
Schüle r kHnnte es von Nutzen sein , einige d e r Abhängkei tsmaße , die 

sie in verschiedenem Zusammenhang kennengel ernt haben ' ,als Spe~i al

fä l le dessel ben Grundprinzips zu begreifen . Di eses Konz ept de r Maße 

für Vorhersagbarkeit kann im Unterricht auch da zu genützt werden , 

die ve rschi edenen Mittelwerte a ls die Werte aufzufas sen , die gewis 

se Verlustfunkt~onen minimieren . 

fußnote 

Es sei noch vermerkt , daß " Abhängigkeit " ein symmetri scher Begriff 

i st , während " Vo r hersagbarkeit " nur ei n e Richtung b einhal tet : 

Schluß von x auf y oder um gekehrt von y auf x ( die beiden " Vorh e r 

sagbarkei t en " sind ni cht notw endig gl e ich). 
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