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FEHLER BEIM ABSCHATZEN KUMULATIVER BINOMIAL- UND
POISSON- WAHRSCHEINLICHKEITEN

nach J. GREEN & J. ROUND-TURNER, University of Liverpool
Originaltitel in "Teaching Statistics™ Vol. 8 (1986), Nr. 2:
The Error in Approximating Cumulative Binomial and Poisson
Probabilities

Ubersetzung: G. Konig

Zusammenfassung: Es werden Abschdtzungen flir die maximalen Fehler bei der
Poisson-Approximation der Binomialverteilung sowie bei Approximationen
der Binomial- und Poissonverteilung durch die Normalverteilung gegeben.

ZDM-Klassifikation: K60

Einleitung

Bekannt sind folgende Grenzverhalten der in der Sekundarstu-

fe 2 im allgemeinen behandelten Verteilungsfunktionen:

~ Fiir groBe Werte von n und kleine Werte von p gilt, das
eine Poissonverteilung eine gute Ndherung flir Binomial-
verteilungen ist,

- bei einer Wahrscheinlichkeit p nahe 0.5 liefert die Normal-
verteilung fir groBe Werte von n gute Ndherungswerte flr
die Binomialverteilung,

- die Normalverteilung ist eine gute Approximation fiir die

Poissonverteilung P(ﬂ), flir groBe u.

Bei solchen Approximationsaussagen und den dazugehtrigen
Ndherungsformeln bleibt jedoch die Frage unbeantwortet, wie
klein oder groB n und wie gro8 g sein muB, und wie nahe p
bei 0.5 liegen sollte. Was versteht man ferner unter einer

guten oder ausreichenden Approximation?

Lehrblicher verweisen manchmal auf Regeln, wie z.B. np>5 und
ng>5 (g=1~-p) fir eine brauchbare Approximation der Binomial-
verteilung durch die Normalverteilung. Aber wann ist eine
Approximation gut oder brauchbar? Meist fehlen auch Angaben
tber die Gebiete von (n,p) oder g in denen vorgegebene Feh-

lerschranken der Approximationen liegen diirfen.
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Im folgenden versuchen wir, die maximalen Fehler obiger Appro-
ximationen in Abh#dngigkeit von n und p abzuschdtzen und be-
schreiben unsere Folgerungen durch Angabe der Approximations-
formeln fir diese maximalen Fehler. Unsere Folgerungen
schlieBen die Tatsache ein, daB bei der Approximation einer
Binomialverteilung durch die Poisson—Verteilung die Werte von
n unbedeutend sind, der Approximationsfehler dagegen haupt-

sdchlich von p abhdngt.

Wenn wir von Verteilungen reden, dann meinen wir die kumula-
tiven Verteilungsfunktionen (Summenwahrscheinlichkeiten),
ohne im folgenden durch das zusdtzliche Adjektiv kumulativ

besonders darauf hinweisen zu milssen.

Die Poisson-Approximation der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung
k

Blon,p) = 0, o cupti-p) Tt

soll durch die Poisson-Verteilung
P(k,np) = e P . zizo(np)i/i!

approximiert werden. Wir setzen El(k) = |B{k,n,p) - P(k,np)| .
Dl(k) = 1n El(k) und Fl(k) = 1n (B(k,n,p)}. Die Funktionswerte
fliilr verschiedene k wurden bestimmt und —Dl(k) gegen —Fl(k)
aufgetragen; dabei wurde je ein Schaubild fir jeden Bereich
von p und n gezeichnet. Wegen g=1-p geniligt es wenn wir uns
auf p << 0.5 beschré&nken. Die Werte der betreffenden Funktionen
wurden fUr p=0.04 (0.04) 0.48 und n=5,10,15,20,30,40,60,80,100
berechnet; es erwies sich als nicht n8tig, Schaubilder fir
alle Kombinationen von p und n anzufertigen. Die Schaubilder
wurden flr p=0.12 (0.12) 0.48 und ebenso 0.04, 0.08 und obige
Werte flr n gezeichnet und hatten hauptsédchlich die Form wie

in Figur 1 dargestellt.

Wir erkennen, daB sowchl die horizontale Gerade durch den ma-
ximalen absoluten Fehler, den wir hier mit Ml(n,p) bezeichnen,
als auch die Tangentialgerade gréBer oder gleich dem Fehler

flir alle k Werte sind. Es ist ersichtlich, daB die Tangenten-


freitag
Stochastik in der Schule, Heft 1, 7. Jg. (1987)


-26-

gerade filir die kleinen Wahrscheinlichkeiten auf der rechten
und die horizontale Gerade flir die grdBeren Wahrscheinlich-
keiten auf der linken Seite schidrfere Grenzen flir diese Be-

reiche bilden. Wir werden uns hier jedoch nur mit dem absolu-

ten maximalen Fehler Ml beschdftigen.
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-1n(der wahren Wahrscheinlichkeit)
Figur 1 Graph von -D3:=-1n(des absoluten Fehlers)
~1n(der wahren Wahrscheinlichkeit)

n obere
P 5 10 15 20 30 40 60 80 100 geohranke

0-04 0-003 0005 0007 0-007 0007 0007 0-006 0006 0-006 0-008
008 0-011 0015 0015 0013 0013 0012 001 0012 0011 0016
012 0-021 0-023 0018 0019 0018 0017 0017 0017 0017 0024
0-24 0-048 0041 0039 0-037 0036 0036 0036 0035 0035 0048
0-36 0-058 0-062 0-060 0-059 0-058 0-058 0056 005 0056 0072
0-48 0095 0-072 0085 0-085 0083 0-082 0082 0081 008t 009

Tabelle 1 Maximaler Fehler flir die Poisson-Approximation
der Binomialverteilung (exakte Werte und obere

Schranke)

Die Werte von M, wurden fiir jede Kombination von n und p be-

1
rechnet und in der Tabelle 1 dargestellt. Aus dieser Tabelle
ist zu ersehen, daf der maximale Fehler abnimmt, wenn p ab-

nimmt oder wenn n widchst. Wir sehen aber, daB der EinfluB von

n sehr klein ist, besonders fur kleine Werte von p. RAFF (1956}
konnte zeigen, daB der maximale Fehler praktisch unabh&ngig

von n ist; dies kdnnen wir best&dtigen.

Die Regeln filir die Anwendung der Approximation der Binomial-
verteilung durch die formelm&Big einfachere Poisson-Vertei-
lung, variieren etwas in den einzelnen Lehrblichern. In vielen
Fdllen wird ein zufriedenstellender Grad der Anndhrung fir
mdBig groBe n und mdRig kleine p angenommen, so z. B. wenn

n < 50 und p <« 0.1 (FRANCIS, 1979), oder p < 0.1 und np< 6
(MULHOLLAND/JONES, 1968). Weitere Vorschldge machen HOGG/TANIS
(1977) mit den Bedingungen n « 100 und np << 10, bzw. CHATFIELD
{1977) mit np < 5 und n < 20.

Unsere Ergebnisse zeigen, daf flr p< 0.12 der maximale Fehler
< 0.025 fur alle hier betrachteten Werte von n betrégt. Fir
kleinere Summenwahrscheinlichkeiten k&nnen schidrfere obere
Grenzen gegeben werden. So ist z. B. fiir pk<< 0.001 und n =5
(mit pk=P(K:§k) fiir die Binomialverteilung) der maximale
Fehler < 0.0025. Wir kdnnen sogar noch mehr sagen: Da der
maximale Fehler fast unabhidngig von n ist, zeichneten wir ihn
in Abhdngigkeit von p auf und fanden, daB die Punkte nahezu
auf einer Geraden durch den Ursprung lagen. Tatsdchlich ist
das Verhédltnis Ml/p fiir jeden Wert von p der Tabelle 1 kleiner
oder gleich 0.2. Daraus ldBt sich also folgern, daB ndherungs-

welise M1-< 0.2p gilt.

Die Anndherung der Binomialverteilung durch die Normal-

verteilung

Nun soll B(k,n,p) durch ¢ approximiert werden, wobel ¢ die
standardisierte Normalverteilung é[(k<+%—np)/(npq)1/2]ist.
Flir jedes Paar n, p ist das Schaubild -(log des Fehlers)/
-{log der genauen Wahrscheinlichkeit) von der Form wie jenes
der Figur 1, ausgenommen fir einige F&dlle kleinerer n und p.
Wir konzentrieren uns wieder auf den maximalen Fehler, der

jetzt mit M2(n,p) bezeichnet werde.

Tabelle 2 zeigt Werte der maximalen Fehler flir verschiedene



Werte von n und p. Aus Symmetriegriinden betrachten wir wieder
keine Werte p > 0.5.
n
P 5 10 15 20 30 40 60 80 100
0-04 1rue 0062 0100 0094 0076 005t 0053 0041 0033 0030
appr  0-111 0090 0078 0070 0658 0050 0039 0032 0026
0-08 true 0-094 0-071 0-047 0-050 0-039 . 0-031 0027 0023 0-020
appr  0:093 0075 0-065 0058 0-045 0042 0033 0026 0021
0-16 srue 0-060 0-042 0-033 0026 0-023 0-020 0016 0014 0012
appr  0-063 0050 0-043 0-039 0-032 0028 0022 0018 0014
024 rrue 0-031 0026 0022 0018 0014 0013 001l 0010 0008
appr  0:034 0-026 0023 0020 0017 0014 0011 0009 0007
0-32 true 0026 0015 0-014 0-012 0-010 00082 0-0065 0-0058 0-0051
appr 0022 0016 0-014 0-012 0010 0-0083 00065 0-0052 0:0042
040 rrue 0-013 0-0088 0-0071 0-0062 0-0050 0-0043 00035 00030 0-0027
appr 0011 0-0069 0-0055 0-0046 0-0036 0-0031 0-0023 0-0019 0-0015
0-48 1rue 0-0065 0-0036 0-0025 00019 0-0013 0-0010 0-0008 0-0006 0-0006
appr  0-0058 0-0030 0-0020 0-0015 0-0010 0-0008 0-0006 0-0005 0-0003
0-50 true 0-0057 0-0027 0-0019 0-0014 0-0009 0-0007 0-0005 0-0003 0-0003
appr  0-0056 0-0028 0-0019 0-0014 0-0009 0-0007 0-0005 0-0004 0-0003
Tabelle 2 Maximaler Fehler fiir die Approximation der

Binomialverteilung durch die Normalverteilung

(true=wahre W., appr=approximierte W.)

Die Schaubilder der Konturen von M2(n,p) und Tabelle 2 legen
die Annahme nahe, daB der maximale Fehler eine wachsende
Funktion von n und eine fallende Funktion von d=|p-—%[ ist.
Verschiedene funktionale Beziehungen wurden graphisch unter-
sucht und die folgende erwies sich als die zufriedenstellend-
ste Abschdtzung

Mz(n,p) ~ 0.028/n +d2(0.7 - 0.126 1ln n)

Die angegebenen Werte fiir die Schitzungen in Tabelle 2 zeigen
eine gute Ubereinstimmung 2zwischen den wahren und den

approximierten Wahrscheinlichkeiten.

Einige Beispiele filir Voraussetzungen der angegebenen Approxi-

mationen aus verschiedenen Statistikbichern sind:

Die Approximationen liefern fiir statistische Zwecke ausrei-~-
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chend genaue Werte, von npg>9 (versch. Lehrbicher fir die
Kollegstufe) oder 0.4<<p<0.6 fur n>10 oder n sehr grof,

selbst wenn p nahe bei 0 oder 1 ist. Unsere Abschdtzung zeigt,

dag M2<:0.025 wenn gilt

n>30 und 0.3<p<0.7 ,
oder n >50 und 0.2«<p<0.8 ,
oder n>100 und 0.l<p<0.9

(siehe auch RAFF, 1956).

Die Approximation der Poisson-Verteilung durch die

Normalverteilung

Hier haben wir .

. 1
ger  [k+i—p
Pk, p) = z —= o(—————”m

i=0

Wieder konzentrieren wir uns auf den maximalen Fehler, der
hier mit Mj(pu) bezeichnet werde, wobei die Maxima Uber die
Werte von k flr jedes u bestimmt wurden. Tabelle 3 zeigt die
Werte von M3(” } zusammen mit den angendherten Werten. Das

Schaubild von M3(y) ist in Pigur 2 dargestellt.
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Figur 2 Schaubild des maximalen Fehlers in Abh#ngigkeit
von u (Approximation der Poisson-Verteilung

durch die Normalverteilung)



-30-

Wir stellten fest, daB das Schaubild von Logarithmus Mo ))
gegen Logarithmus (wahre Wahrscheinlichkeit) fast eine Gerade

ergab. Damit ist die konstruierte Beziehung

M (p) = 0.0627 u~0-482

sehr genau, wie aus Tabelle 3 ersehen werden kann.

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

True 0059 0044 0037 0032 0029 0027 0025 0023 @022
* Approx 0-063  0-:045 0037 0032 0029 0026 0025 0023 0022

H 10 1 12 13 4 15 16 17 18

True 00217 0-0198 0-0190 0-0i83 0-0176 00170 0-0165 0-0160 0-0156
Approx 0-0207 00197 00189 00182 0:0176 0-0170 00165 00160 0-0156

u 19 20 21 22 23 24 25 50 80

True 0-0150 0-0148 0-0144 0-0i41 0-0138 0-0135 00132 00094 0-0076
Approx 0-0152 00148 0-0145 00141 0-0138 0-0136 00133 00095 0-0086

Tabelle 3 Maximaler Fehler fir die Approximation der

Poisson-Verteilung durch die Normalverteilung.

Zusammenfassung: In diesem Beitrag sind Untersuchungen iiber

die Differenz zwischen den kumulierten Wahrscheinlichkeiten
der Binomialverteilung und der sie im allgemeinen approxi-
mierenden Poisson-Verteilung beschrieben. Sieht man diese
Differenzabhingigkeit von den beiden Variablen n und p, dann
erweist sich, daB der Wert von n von untergeordneter Bedeu-
tung ist.
Die Abschitzungen fiir die maximalen Fehler in den drei F#llen
waren

Ml(n,p)2-0.2p fiir die Poisson~Approximation der

Binomialverteilung,

M2(n,p) =< 0.028/n + d2{0.7 - 0.126 1n n) mit d=|p —%|

fiir die Approximation der Normalverteilung an die
Binomialverteilung und

~ -0.482
M3(u) ~ 0.0627u

Normalverteilung an die Poisson-Verteilung.

flir die Approximation der
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