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Ist fir eine Zufallsgrdfe X die Verteilungsdichte gegeben,
so ist die kumulative Verteilungsfunktion durch die
Gleichung F(x) = P(X<x) definiert.

Ist X eine diskrete Zufallsgrdfe, so gilt:

Ax)= 3 f()

1sx

F ist eine Treppenfunktion, deren Spriinge an den Stellen t

liegen, an denen f{t)=0 gilt.

Ist X eine stetige ZufallsgrdBfe, so gilt:
Axy=["_fuyds

und F ist stetig. Ferner gilt mit Ausnahme h&chstens endlich

vieler Puikte F' x) = f(x)

In jeder Fall it F eine monoton wachsende Funktion, die

rechtsseitiig stet. g ist.

Flr dislr§}e Zu: allsgrd8en kann man f aufgrund der
Gleichung §EX) = P(X=x} leicht verstehen. Dagegen gilt fiir
stetige Zi faltlsgriBen P{X=x) = 0 filir jedes spezielle x,
daher ist ig% Bed¢ utung von f schwerer zu erfassen. Im
allgemeine 1koppe. n wir f und die Wahrscheinlichkeit eines

. : (o)) . .
Ereignisses § mit Hilfe von:

P(Xed)={, f(t)dr
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Ist A ein Intervall (a;b) , so haben wir die leicht

verstdndliche Beziehung:

Pla< X <b)= ] f(ydi = F(b) — Fla)

Die Bedeutung kumulativer Verteilungsfunktionen steht fir
Lehrende der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik aufer
Frage. Es ist jedoch ein Gegenstand, der Schiilern und
Studenten nicht einfach nahezubringen ist. Ich finde den im
Folgenden skizzierten Weg hilfreich. Im verbleibenden Teil
des Textes soll dargestellt werden, wie man mit Hilfe
computererzeugter Werte einer ZufallsgrdBe X das Verstehen
kumulativer Verteilungsfunktionen verbessern kann, indem man
die Graphen der empirisch gefundenen und der theoretischen
kumulativen Verteilungsfunktion miteinander vergleicht. Es
werden drei Beispiele angegeben, ein diskretes und zwei mit
stetiger Verteilungsdichte. (Eine Kopie oder Auflistung der

entsprechenden Programme kdnnen beim Autor angefordert

werden. )
Beispiel 1: Die Zufallsgréfie X sei binomial verteilt mit
Einzelchance p = 1/3 . Wir wdhlen n = 6 als Anzahl der

Einzelversuche. Die Verteilungsdichte ist:

flx)= (g)(;)x(g)s-x x=0,1,2,3,4,5,6

Die kumulative Verteilungsfunktion dazu ist:

ro-2 ()G 6

Fiir x<0 ist F(x) = 0 . Ist x2»6 , so ist F(x) =1

Mit einem Computer erzeugen wir zwanzig Serien mit je
sechs Versuchen. Die empirische Wahrscheinlichkeit F (2) zum

Beispiel ist dann:

Anzahl der Serien zu 6 Versuchen mit hdchstens 2 Treffern

20

Dieser Wert ist natlirlich derselbe wie F

daher genau wie die theoretische eine Treppenfunktion.

Tabelle 1 zeigt die Ergebnisse eines Durchlaufs auf dem

(2.3) oder

F (2.99) , die empirische kumulative Verteilungsfunktion ist

Computer.
X Number of sets of  F*(x) Flx)
6 trials with x or
Jfewer successes
0 2 0-10 0-0878
1 8 040 0-3512
2 14 070 0-6804
3 19 0-95 0-8999
4 20 1-00 09821
5 20 1-00 0-9986
6 20 1-00 1-0000
Tabelle 1
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Bild 1 : F(x) flir die Binominalverteilung mit p = 1/3 ,
n = 6 Einzelversuchen in 20 Versuchsserien

Bild 1 zeigt die Graphen von F* und F, wobei durchgezogene

Linien F* und gepunktete F bezeichnen.

Beispiel 2: X besitze eine Gleichverteilung im Intervall
(2;8). Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist:
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flx)=1/6 2<x<8

Tabelle 2
Die kumulative Verteilungsfunktion ist:

; x Number of values < x F*(x) Fix)

0 x<2
F(x)=<(x—2)/6 2<x<8 L 240 t 0-05 0-067
: 2:52 2 0-10 0-087

>8 ‘

1 x ; 2-84 4 0-20 0-140
; 303 5 025 0172
Zur Erzeugung beobachteter Werte von X bendétigen wir eine 4 333 6 0-30 0-222
i - i | 4-28 7 035 0380
Transformation, da der Zufallszahlen-Generator in unserem f 455 8 040 0425
Computer (APPLE) Werte erzeugt, die im Intervall (0;1) ! 495 9 0-45 0492
. . - . , ) 498 10 0-50 0-497
gleich verteilt sind. Bezeichnet Y die entsprechende i 505 1 055 0508
Zufallsgr8Be, so benutzen wir x = 6y+2 . 5-48 12 0-60 0-580
597 13 0-65 0-662
Die empirische kumulative Verteilungsfunktion F erhalten ggg :g gzg 8gf§
wir wie im folgenden Beispiel: 692 16 0-80 0-820
706 17 0-85 0-843
Z2ahl der Beobachtungen & 4.6 7-20 18 090 0-867
F(4.6) = 7-55 19 095 0-925
. 792 20 1-00 0-987

20

Man beachte, daB jeder beobachtete Wert von X zwischen 2

und 8 auftreten kann, aber bei jedem Durchlauf des Computers IS
hdchstens 20 verschiedene Werte auftreten, so daf F* wieder 103
eine Treppenfunktion ist, obwohl X eine stetige Zufallsgrdéfe 09
ist. Dagegen ist F stetig. Die Ergebnisse eines Durchlaufs 08
im Computer zeigt Tabelle 2. Bild 2 zeigt die Graphen von F 07
und F» , wobei zur Darstellung von F¥ Streckenabschnitte und gg
fiir F eine Kurve Anwendung finden. 04
03
02
01
o 1 2 3 aST T e Y e
Bild 2 : F(x) = (x-2)/6 ; 2<x<8 ; 20 Versuche

Beispiel 3 : X habe eine Exponentialverteilung mit

Parameter 3. Die Verteilungsdichte ist:

SF=Fe™ x>0
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Die kumulative Verteilungsfunktion ist: Die letzte Gleichung folgt aus der Tatsache, daB F(y) = y

0 x<0 gilt, wenn Y auf (0;1) gleichverteilt ist.
Flx)= —x3
1—e x=0

Auch hier benétigen wir eine Transformation zur

Tabelle 3 zeigt die Ergebnisse eines Durchlaufs auf dem

Computer. Bild 3 zeigt die Graphen von F und F», wobei F*

Darstellung beobachteter Werte der Zufallsgréfe X. Wir mit Streckenabschnitten und F mit einer Kurve dargestellt

erzeugen mit dem APPLE-Computer wieder Werte der ist
ZufallsgrdBe Y , die Uber (0;1) gleichverteilt ist. Die

passende Transformation ist x = - 3 ln (y). Die Wenn man das Programm, das diese Serien erzeugt, in der

Transformation erhalten wir aus: Klasse einsetzt, so sollte man jeden Durchlauf stets zwei-

oder dreimal wiederholen, wobei die Anzahl der Beobachtungen
Fx)=P(X<x)=P(—3InY<x)=P(lnY > —x/3)

=P(Y2e""3)=l—P(YSe_‘/3)=1—e_"3 konstant bleibt. Dies zeigt, daB die empirische kumulative

Verteilungsfunktion sich bei jedem Durchlauf &ndert, wihrend
die theoretische dies nicht tut. Es ist ferner wichtig,

langsam genug vorzugehen, so daf die Lernenden sehen, wie

x fNIO. Ofs FHx) Flx) X M’;";‘;fx F*x) Fx) die empirische kumulative Verteilungsfunktion zustande
of values < x 7
kommt. Es ist zudem instruktiv, die Anzahl der Beobachtungen
ggz ; 8(1)3 gggg ;% :; 82(5) 82(5)3 zu variieren. ErhSht man ihre Anzahl, so erhilt man in der
042 3 015 0131 3-78 13 065 0'7|$ Regel eine bessere Ubereinstimmung der theoretischen und der
. g 073 . . . .
:gg g ggg gi;? ‘5”3): :g g;g 0830 empirischen kumulativen Verteilungsfunktionen. Dies ist in
187 6 0-30 0-464 537 16 080 8-2?3 Bild 4 dargestellt, wobei Beispiel 3 mit 40 Beobachtungen
gg; Z 838 ggg? gig }; ggg 0-836 wiederholt wird und fiir F und F dieselben Darstellungen
2:61 9 045 0-581 619 19 095 0872 gewdhlt wurden.
2-78 10 0-50 0-604 7-60 20 1-00 0920
1-04....
Tabelle 3 09
08
10 eereeeretertteraarrarrneenrenrererasrossarnns ———————————————— 07
06
09 : —
08 - 05
07 ol 04
06 - 03
05 - 021 |
04 . 011,
03 —_— 0
02 -
01 Bild 4 : F(x) = (1/3)exp(-x/3) ; 40 Versuche
. 1 . X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Bild 3 : F(x) = (1/3)exp(-x/3) ; 20 Versuche






