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EIN INTUITIVER ZUGANG ZUR BEDINGTEN WAHRSCHEINLICHKEIT
UND ZUR BAYES-FORMEL

von Manfred Borovcnik, Klagenfurt

Kurzfassung:

Es gibt drei wohlbekannte Interpretationen von Wahrschein-
lichkeit, n#&mlich Wahrscheinlichkeit als relative Haufig-
k@it, als Anteil an gleich méglichen Ausgdngen sowie als
¢g:d der Uberzeugung in eine ungewisse Aussage. Im iblichen
Udterricht jedoch wird die Deutung als Grad der Uberzeugung
sPlr vernachldssigt. Das fithrt zu unndtigen Problemen im
V#1stindnis, besonders im Zusammenhang mit der bedingten
Wetrscheinlichkeit. In diesem Artikel soll gezeigt werden,
wae. das sogenannte "Odds-Konzept" die Deutung von Wahr-
Pteinlichkeit als Grad der Uberzeugung unterstiitzt und wie
dbeser Zugang zum besseren Begriffsverstdndnis beitragen
K31n. Die Ideen sollen nicht darin miinden, daB Wahrschein-
1Schkeit nun auf diese Deutung allein reduziert wird, son-
21n es soll ein integriertes Konzept mit allen Deutungen

akhigebaut werden.
=

Ubliche Einfithrung der bedingten Wahrscheinlichkeit
e il heinlichkeit

icherweise motiviert man die Definition

L

(0681) @ pleg ‘e

W(A-I)
W(AlILl) = —
W(I)

mii. Hidufigkeitsilberlegungen: In einer Folge von Zufallsver-
suchen gibt es eine Teilfcolge von n(I) Ergebnissen, in de-
ner: I eintritt. In dieser Teilfolge tritt das Ereignis A
insgesamt n(A-I)-mal auf. Die relative Haufigkeit von A in
der’ Teilfolge mit I ist daher

n(A-I1)

n(1)

Das ist nach der H#ufigkeitsdeutung eine Schdtzung der

s

Wahrscheinlichkeit von A, bedingt auf das Ereignis, besser,
bedingt auf die Aussage I, in Zeichen W(A]I). Division von
Zdhler und Nenner oben schlieft die Heuristik ab.

Im Rahmen der Deutung wvon Wahrscheinlichkeit als Anteil
kann man die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
auch so motivieren: Die =zufdllige Auswahl eines Elements
wird auf die Teilmenge I, die dem bedingenden Ereignis ent-
spricht, beschré@nkt. Nun ist der Anteil von E, der in der
Menge I liegt, zu bestimmen, d.h.

|E-T|
H(E=I) - v
ITl
wobei |.| Anzahl oder Fldche bedeutet.
| —1
E
Fig. 1

Beispiel:

Farbenblindheit und Geschlecht; fir die Daten aus folgender
Tabelle bestimme man einerseits die Wahrscheinlichkeit fir
Farbenblindheit i.a. und fiir Farbenblindheit unter Mdnnern.

Farbenblindheit Geschlecht gesamt

MW
F ja 38 6 44
F nein 442 514 956

480 520 1000

W(F) = 44/1000 = 0,044 W(F|M) = 38/480 = 0,079.
Im Zusammenhang mit axiomatischen Uberlegungen wird der
Bildraum der Wahrscheinlichkeitsfunktion auf einen Teilraum
reduziert, der dem bedingenden Ereignis entspricht; die
solcherart eingeschridnkte Funktion erfiillt die Bedingungen
der iiblichen Axiome und ist daher eine Wahrscheinlichkeits-
funktion.


Franziska Kahler
Textfeld
Stochastik in der Schule, Heft 3, Band 10 (1990)


- 24 -

Die Bayes-Formel

Die Bayes-Formel wird entweder mit Hilfe von Regeln fir die
Wahrscheinlichkeit bewiesen oder aus dem Baumdiagramm abge-
lesen:

E
K <C:::::j
E
E
G <
E Fig. 2
W(K-E) W(K)*W(E|K)
W(KIE) = =
W(E) W(K)*W(E|K) + W(G)*W(E|G)

Das erste Gleichheitszeichen gilt wegen der Definition der
bedingten Wahrscheinlichkeit, das zweite ist leicht aus dem
Baumdiagramm abzulesen. Auf jeder Stufe des Baumdiagramms
werden alle Mdglichkeiten ausgeschépft, d.h. K = G. Es gibt
wirklich viel zugunsten des Baumdiagramms zu sagen. Es
stellt ein leicht zugingliches Werkzeug dar, um mehrstufi-
ge, unsichere Situationen zu strukturieren; wie in der
Buchhaltung werden die Mdglichkeiten auf jeder Stufe aufge-
listet, ebenso werden die bedingten Wahrscheinlichkeiten in
der "Vorwarts“—Richtung aufnotiert. Es gibt jedoch hiebei
keine Mdglichkeit einzusehen, wie die bedingten Wahrschein-
lichkeiten in der "Riickwdrts"-Richtung damit zusammenh&n-
gen; insbesondere kann man kein Gefiihl dafir entwickeln,
wie spezielle Werte der EinfluBgrdBen die berechnete be-
dingte Wahrscheinlichkeit ver&dndern.

Beispiel:

K "Krank, leidet an der Krankheit K, die es zu iiberpriifen
11"

G %gesund leidet nicht an dieser Krankheit"

E "Evidenz, ein positives Resultat, z.B. ein Bluttest,

der auf K hinweist"

"der Bluttest von oben ergibt ein negatives Resultat,

was auf G hinweist".

mi

Fiir die Wahrscheinlichkeiten W(K)=0,01, W(E|K)=0,99 sowie
W(E|G)=0,05 ergibt sich als Wahrscheinlichkeit, krank zu
sein, bedingt auf einen positiven Befund:

0.01%0,99
W(KIE) = = 0,167.
0,01%*0,99 + 0,99*0,05
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Diese Wahrscheinlichkeit ist sehr klein. Das iiberrascht um-
so mehr, als der Test zund&chst sehr zuverldssig erscheint:
W(E|K) ist die Sicherheit, einen Kranken tatsédchlich als
krank zu erkennen, diese Sicherheit betrdgt 0,99; W(E|G)
ist die Fehlerrate, mit der Gesunde fidlschlich als krank
eingestuft werden, diese ist mit 0,05 auch sehr gering. Wa-
rum aber ist die Wahrscheinlichkeit, krank zu sein, nach
Vorliegen eines positiven Befundes, gar so klein? Wo liegt
der Haken? Was hat man an den Kenngrépfen der Zuverldssig-
keit des Tests nicht so richtig verstanden? In der ibli-
chen Darstellung der Bayes-Formel erhdlt man wohl ein zah-
lenm@Biges Resultat, aber sie gestattet keine Hilfe zu ver-
stehen, wie dies zustandekommt.

2. Chancenverhidltnisse und Wahrscheinlichkeit
Chancenverhdltnisse und CGewinnguoten

Sei E ein Ereignis in einer ungewissen Situation, fiir W(E)
nennt man den Quotienten

W(E) : W(E)

das Chancen- bzw. Wahrscheinlichkeitsverhdltnis von E gegen
E. Fiir W(E)=1/6 ergibt sich ein Chancenverhdltnis von

1 5
- 1 = = 1:5 .
6 6

Beim Wetten ist die Bezeichnung Odds fiir Chancenverhdltnis-
se geldufiger Jargon (nirgendwo wird so viel gewettet wie
in England, daher ein englischer Ausdruck). Das Chancenver-
hdltnis bezieht sich immer auf ein Ereignis E und dessen
Komplement E. Bei der Wette gibt es zwei Partner, Spieler
und Bank. Setzt der Spieler auf E, so ist das Gegenteil E
der Gewinnfall fiir die Bank. Man spricht daher kurz, das
Chancenverhdltnis von E bzw. die 0Odds von E betragen =z.B.
1:5. Ublich ist auch die Sprechweise, die Chancen von E
stehen 1:5. Aus dem Chancenverhdltnis kann man leicht die
Wahrscheinlichkeit von E zuriickberechnen:

a
Stehen die Chancen (0dds) von E a:b, dann gilt W(E) = — ,

a+b
stehen die Chancen von E 1:5, dann gilt W(E)=1/6.

Chancenverhdltnisse werden dazu verwendet, die Gewinnguoten
auszuhandeln; ein Chancenverhdltnis wvon 1:5 bedeutet, dap
man beim Wetten auf E den Betrag von DM 1l.- zu bezahlen
hat. Diesen Einsatz verliert man an die Bank, falls E nicht
eintritt. Man gewinnt jedoch netto einen Betrag von DM 5.-,
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falls E eintritt (d.h. man erhdlt DM 6.- ausbezahlt). Die
Gewinnquote betrdgt 5:1, d.h. fiir 1 Mark Einsatz erhdlt man
im Gewinnfall 5.

Chancen: Verhédltnis der Gewinnwahrscheinlichkeiten 1:5
Quoten: Verhdltnis der méglichen Nettogewinne 5:1

Das Verhdltnis der Nettobetrdge, die die beiden Parteien
der Wette gewinnen oder verlieren, steht im umgekehrten
Verhdltnis zu ihren Chancen.

Gewinngquote = Kehrwert der Chancen

Stehen die Chancen a:b, so miifte man fiir die Berechnung der
Gewinnquoten eigentlich 1/(a:b) ansetzen. Die Verwendung
von Doppelbriichen kann man jedoch umgehen, indem man das
Chancenverhdltnis direkt umdreht. Die Berechnung der Ge-
winnguoten macht fir einen einzelne Wette Sinn.

Chancenverhdltnis und Wert einer Wette

Die folgende Analogie zur Wirtschaft soll die Berechnung
der Einsdtze von oben heuristisch stiitzen. Beim Kauf von
Waren ergibt sich der Endpreis als Produkt von Preis pro
Einheit mal Zahl der Einheiten, die man kauft (sieht man
einmal davon ab, dapf man vielleicht einen Rabatt mit zuneh-
mender Menge erhalten kann). Vor der Wette haben beide
Wettpartner "Giliter" verschiedener Preise mit unterschiedli-
cher Menge anzubieten, die sie durch Eingehen der Wette ge-
genseitig abtauschen wollen ocder nicht.

Beispiel:
Die Chancen von E stehen 1:5; ich setze auf E, die Bank

demnach auf E. Die Gewinnquoten seien mit 2:1 vereinbart.
Dann ergibt sich folgendes Bild von der Situation:

Nettogewinn im Gewinnfall
ich Bank

leh E Y7z

anteilige
Chance, 2zu
gewinnen Bank E

Fig. 3

HW 1

< 9% =

Eine Seite des Einheitsquadrates steht fir die relativen
Nettogewinne der beiden Parteien, das sind die Quoten von
2:1, die andere Seite steht fiilr die Anteile an Sicherheit,
das ist das Chancenverhdltnis von 1:5. Das Quadrat wird
durch Chancenverh&ltnis und Gewinnquoten in Rechtecke zer-
legt. Die anteiligen Chancen zu gewinnen, stehen fir die
Einheiten an (der Ware) Sicherheit, welche jede der beiden
Parteien hat. Je weniger man davon hat, desto riskanter die
Situation. Der andere Teil ist, wieviel man gewinnt, das
ist der Preis pro Einheit. Je weniger ich an anteiligen
Chancen habe, desto riskanter die Wette fiir mich, umso bes-
ser sollte ich dafiir entschddigt werden, falls ich gewinne.
Der Wert einer Wette kann fiir beide Parteien so festgehal-
ten werden:

Wert der Wette = Preis pro Einheit * Einheiten

Verhandeln der Gewinnguoten beim Wetten ist wie das Aushan-
deln der Preise wirtschaftlicher Giiter. Der Preis pro Ein-
heit ist dabei der mégliche Nettogewinn, die Einheiten ent-
sprechen der anteiligen Gewinnchance. Diese Rechnung kann
man fir beide Wettpartner durchfilhren. In der Figur oben
sind dies die beiden schraffierten Rechtecke. Die Berech-
nung des Werts der Wette ergibt:

méglicher * anteilige = Wert der

Nettogewinn Gewinnchance Wette
ich 2 * 1 = 2
Bank 1 * 5 = 5

Mein Wert der Wette ist zu klein gegeniiber dem der Bank (2
gegen 5), damit die Werte fiir beide Parteien gleich sind,
mipte ich im Verh#dltnis 5:1 fir mein héheres Risiko ent-
schddigt werden.

Beispiel:

Eine Versicherung rechnet ihre Pr&mien im wesentlichen nach
obigem Schema des Werts einer Wette aus. Sie wollen z.B.
eine riskante Unternehmung versichern lassen; die Chancen
fir den Schadensfall seien mit 1:1000 zu bewerten. Im Scha-
densfall hat die Versicherung DM 10000.- auszuzahlen. Die
Pramie dafiir sollte DM 10.- betragen. Ein gewisser Spiel-
raum an Gewinn fiir die Versicherung erscheint durchaus zu-
lassig, die Versicherung hat auPerdem noch Ausgaben fir
Personal und Mieten; die Pr#mie koénnte daher mit DM 15.-
bemessen werden. (Fur den Fall, dap die Versicherung mit
der Auszahlung im Schadensfall in Schwierigkeiten gelangt,
wird sie mit anderen Gesellschaften eine Riickversicherung
abschliepen.)
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Chancenverhdltnis und Erwartungswert

Chancenverhdltnisse und Erwartungswert stehen in enger Be-
ziehung zueinander; das gibt eine weitere heuristische
Briicke zwischen den verschiedenen Konzepten. Bei den Ge-
winnguoten geht es um das Verh#dltnis von Gewinn von mir zu
Gewinn der Bank (Verlust von mir, mein Einsatz). Beim Er-
wartungswert sieht man die Gewinne (oder auch Zahlungen)
nur aus der Sicht des Spielers. Mit den Daten aus obigem
Beispiel ergeben sich folgende Gewinne

falls E E
Nettogewinn von mir 5 =k
Wahrscheinlichkeit 1/6 5/6

Negative Gewinne bedeuten Verluste. Der Erwartungswert des
Gewinns betrdgt daher

5%(1/8) + (-1)*(5/6);

das entspricht gerade der iblichen Bedingung eines fairen
Spiels nach dem Erwartungswert. Die Berechnung der Gewinn-
quoten nach der Regel "Kehrwert des Chancenverhdltnisses"
flihrt zu denselben Gewinnen und Verlusten wie die Bedin-
gung, dap der Erwartungswert gleich Null ist.

Diese Beziehung zwischen Chancenverhdltnis und Erwartungs-
wert kann man unterschiedlich ausniitzen. Ist die Heuristik
mit dem Wert einer Wette tragfdhig, so hat man eine intui-
tive Begriindung dafiir, dapB der Erwartungswert auch fir ein
einzelnes Spiel den fairen Preis bestimmen soll. Es ist
nadmlich eine (nicht nur intuitive) Hiirde beim Erwartungs-
wert, dap er sowohl einen Richtwert fiir den mittleren Ge-
winn pro Spiel in einer l&ngeren Serie von Spielen angibt,
wobei es nicht ganz einfach ist, diesen Wert filir eine Serie
auf ein Einzelspiel, in welchem man gewinnen oder verlieren
kann, zu beziehen. In jedem Fall ist im Einzelspiel der Er-
wartungswert kein Richtwert, weil er ja notwendigerweise
von dem wirklichen Gewinn bzw. Verlust abweicht.

Umgekehrt, fiir den Fall, dap der Wert einer Wette nicht
liberzeugend genug ist, kann man wegen der angesprochenen
Zusammenhinge diesen genauso wie den Erwartungswert wenig-
stens mit einer Uberlegung, was auf lange Sicht passiert,
abstiitzen.

1

3. Intuitive Kontexte zu bedingter Wahrscheinlichkeit und
Bayes-Formel

ol e I e

Wenn die Information I die neue Basis fiir die Bewertung der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E ist, dann ist es
noch immer eine Wette auf E gegen E. Da I nicht l&nger dis-
kutiert bzw. bezweifelt wird, sind die Chancenverhdltnisse
von

E-I gegen E-I

zu vergleichen. Bei zusdtzlicher Information I &ndern sich
die Chancen von E auf:

W(E~-I) : W(E-I).

Diese Chancen von E unter zusdtzlicher Information kann man
leicht in Wahrscheinlichkeiten umschreiben:

: W(E-I)
W(E|I) =

W(E-I) + H(E-I]-

Der Nenner ist mit W(I) identisch, die Definition der be-
dingten Wahrscheinlichkeit ist in diesem Kontext selbstver-
stdndlich:
W(E-I)
W(E|L) = —.
W(I)

Die Multiplikationsregel ist lediglich eine Umordnung die-
ser Beziehung. Der Spezialfall, daP die neue Information I
zu keiner Neubewertung der Chancen und der damit zusammen-
ha&ngenden Wahrscheinlichkeit fiihrt, gibt eine sehr anschau-
liche Interpretation von Unabh#ngigkeit. Falls

W(E-I) : W(E-I) = W(E) : W(E),

ist die Information I irrelevant fiir die neuen Chancen. Die
heuristische Motivation der Unabhingigkeit von zwei Ereig-
nissen wird {blicherweise so gefiihrt: Zwei Ereignisse sind
unabhingig, falls es keine kausalen Bezlige zwischen ihnen
gibt; =z.B. ist die zweite Miinze physikalisch v®&llig unab-
héngig von der ersten. Diese Motivation erfaft jedoch nur
einen Teil der wirklichen Zusammenh&nge, physikalische und
stochastische Unabhdngigkeit sind zwei iiberlappende Konzep-
te, in vielen Fdllen entartet der Hinweis auf fehlende kau-
sale Zusammenh&nge zu einem mysteridsen Argument. Dies wird
bei den Chancenverhdltnissen umgangen.



Beispiel:

Nach einer Serie von 12-mal "rot" am Roulette-Tisch disku-
tieren Spieler leidenschaftlich iiber die nun gr&per oder
kleiner gewordene Wahrscheinlichkeit von "schwarz" in der
ndchsten Runde. Falls es da eine solche Anderung der Wahr-
scheinlichkeit gdbe, wiirde dies das Casino auch schon be-
merkt haben, sie sind sicherlich die Experten in Sachen
Gliicksspiel; dann aber hdtten sie das Verhdltnis der Gewin-
ne zufolge der neuen Chancenverhdltnisse schon abgedndert.
Aber sie haben das nicht getan, und sie tun es nicht, weil
sich die Chancen {iiberhaupt nicht ver#&ndert haben durch die
vorausgegangene Serie von 12-mal "rot". Innerhalb dieses
Kontextes konnen irrefiihrende Intuitionen entmystifiziert
werde.

Andere Eigenschaften der bedingten Wahrscheinlichkeit sind
mit dem Konzept der Chancenverhiltnisse auch leichter ver-
stdndlich: Wenn die Information I die Chancen von E gegen-
iber E erhdht, dann muf sie die Chancen vom Gegenteil E
verringern, da die Chancen wvon E das Verhdltnis aus der
Sicht des Wettgegners beschreiben. Mit anderen Worten, wenn
die Information I das Auftauchen von E beglinstigt (/), dann
benachteiligt (\) I das Auftauchen von E, in Zeichen:

I /A E <=> I\ E.

Ein weiteres Beispiel soll die Schlagkraft des Chancen-Kon-
zepts verdeutlichen.

Beispiel:

Eine Urne enthdlt zwei weiBe und zwei schwarze Kugeln. Zwei
Kugeln werden zuf#llig, nacheinander und ohne Zuriicklegen
gezogen. Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, dap die
zweite weif ist (W5), falls die erste weip ist (W), wird
leicht mit 1/3 beantwortet. Die Umkehrfrage nach der ersten
Kugel, ob sie weip ist (sie wurde voriibergehend vor dem Be-
trachter wverborgen), falls die zweite weif ist, hat ihre
Tiicken. Viele behaupten, die Wahrscheinlichkeit sei nun 1/2
und argumentieren, dap die zweite Kugel die Farbe der erst-
gezogenen nicht beeinflussen kann, weshalb W; von W, unab-
h&ngig ist.

Nun, die Basis fir die neuen Chancen ist das Ereignis W,.
Daher hat man zu vergleichen:

wl -wz gegen Sl-h'z,
das neue Chancenverhdltnis ist:
w{wl-wz) 2 W(Slnwz).

Das ist aber genau dasselbe Chancenverhdltnis, das man in

o

der Vorwdrtsrichtung hat, wenn die erste Kugel weif war:
W(Hl-'dz) : W(WlﬁSZ).

Dies sieht man unmittelbar, weil die Wahrscheinlichkeit fiir
eine gemischte Folge W,-S, bzw. S;-W, unabh&ngig von ihrer
Reihenfolge ist. Die Symmetrie der geiden Fragestellungen
ist nun offenkundig. Man kann die Chancen fiir W, unter der
Bedingung W, auch direkt ausrechnen:

21 232
W(Wp)*W(WoIW1) : W(S)*W(Wa!Sy) = (=*-):(=*-) = 1:2.
43 43

Die Information W, benachteiligt Wy, und die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit betrdgt 1/3 wie in der Vorwdrtsrichtung des
Beispiels.

Indizien und Diagnosefaktoren

Vgr Gericht ist és oft n&tig, auf Indizien zuriickzugreifen,
die andeuten, dap der Angeklagte schuldig ist.

In der Medizin ist die Diagnose von bestimmten Krankheiten
nicht mit Sicherheit m&églich, vielmehr mup man sich auf
verschiedenste Laborbefunde (Bluttests, Réntgen etc.), auf
Indizien, stilitzen, die anzeigen, dap die Krankheit fiir die
untersuchte Person zutrifft. Ein vereinfachter Kontext
kénnte wie folgt abgebildet werden:

P

Fig. 4

?ie Ereignisse K und G stehen fiir: "hat die Krankheit" bzw.
hat sie nicht"; P markiert einen positiven Befund, der das
Vorliegen der Krankheit andeutet, N einen negativen Befund.

Der Kontext vor Gericht wiirde bedeuten, daf eine Person
schuldig bzw. unschuldig gesprochen wird durch die Bewer-
tung der vorliegenden Indizien.

Es gibt.viele Fehlvorstellungen, wie solches Wissen um In-
dizien in die "Beweisfiihrung" miteinbezogen werden soll.
Ein solcher Kontext kann dazu beniitzt werden, Licht auf we-
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sentliche Eigenschaften der bedingten Wahrscheinlichkeit zu
werfen. Dies soll im folgenden durch die Diskussion der
Bayes-Formel unterstrichen werden.

Ein Labor-Test mit Ergebnis P wird nur dann als Diagnose-
faktor fiir das Vorliegen der Krankheit K in Erwdgung gezo-
gen, falls

W(P!K) » W(PIG) und W(N{K) « W(N|G),

in Zeichen:
KAP und K Y\ N. (1)

Ein positiver Befund P hat also stark geh&uft unter jenen,
die an K leiden, aufzutreten, N dagegen wesentlich weniger
hiufig. Das Resultat P wird als Diagnosefaktor genommen, da
man wegen der obigen Beziehungen erwartet, dap auch gilt:

PAK und N Y K, (2)

d.h. P "beglinstigt", N "benachteiligt" das Vorliegen von K,
ansonsten wiirde die ganze Vorgangsweise keinen Sinn machen.
Die Beziehung (2) kann aus (1) hergeleitet werden, der Vor-
teil des Kontexts liegt darin, dap man klare Vorstellungen
hat, was man beweisen miifte, und, dap dies eigentlich of-
fensichtlich ist. Um wieviel ein Diagnosefaktor P die‘be—
dingte Wahrscheinlichkeit von K erh&ht, ist direkt nicht
klar, dies hdngt von der "Trennkraft" des Labor-Tests ab.
W(PIK)
Dies ist der Quotient ———, der mift, um wieviel eher man
W(P{G)
ein positives Resultat unter Kranken erhdlt als unter_Ge—
sunden. (Im Fachjargon heift dies die Inzidenz von Positi-
ven unter Kranken im Vergleich zu Gesunden, in der Stati-
stik ist dies der Likelihood-Quotient.) Die neue, bedingte
Wahrscheinlichkeit von K erh&lt man jedenfalls nicht durch
naives Gleichsetzen von W(P!K) mit W(K|P), wie dies h&ufig
mipverstédndlich geschieht.

Bayes-Formel mit Chancen
Eine neue Information I verdndert die Chancen zu
W(E-I) : W(E-I).

Diese neuen Chancen kann man durch Anwendung der Multipli-
kationsregel so schreiben:

W(E)*W(I!E) : W(E)*W(I|E),

was dquivalent ist zu
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W(E) W(IIE)
*

— & s
W(E) W(IJE)

Das ist lediglich eine Umskalierung des Chancenverhdltnis-
ses. Man kann die Beziehung wie folgt lesen:

neues altes
= * Trennkraft
Chancenverhdltnis Chancenverhdltnis
oder

posteriori odds = priori odds * Likelihood-Quotient

Je gréper das alte Chancenverhdltnis, je groéper die Trenn-
kraft, desto grtper das neue Chancenverhdltnis. Die Bezie-
hung ist linear, z.B. Verdoppeln der Eingd&nge verdoppelt
das neue Chancenverhdltnis. Bei der Bewertung der neuen
Chancen hat man zweli Komponenten in Betracht zu ziehen, die
alten Chancen und die Kraft des Tests zu trennen (im Bei-
spiel zwischen jenen, die an der Krankheit leiden, und je-
nen, die nicht daran leiden; vor Gericht wiirde dies als
Stdrke der Indizien, zwischen schuldig und unschuldig zu
trennen, interpretiert werden).

Beispiel:

Fir einen medizinischen Test seien die Wahrscheinlichkeiten
wie folgt festgelegt: Alte Wahrscheinlichkeit, krank zu
sein, sei gleich 0,1%; der Bluttest sollte jene, die an der
Krankheit leiden, mit Sicherheit 0,99 erkennen; er sollte
nur 5% wvon jenen, die gesund sind, f&lschlicherweise als
positiv einstufen. Das ist ein sehr gutes Design fiir einen
Diagnose-Test, nicht alle Tests haben so hohe Zuverldssig-
keiten. Die neuen Chancen fiir krank unter positivem Befund
ergeben sich wie folgt:

Altes Chancenverhdltnis 1
Trennkraft 0,99
1 20 20 1

= —_ = = —

999 0,05 1000 1 1000 50

Neues Chancenverhdltnis

Dieses Chancenverhdltnis ergibt eine neue Wahrscheinlich-
keit wvon lediglich 2%. Dies ist nicht Ergebnis einer
schlecht angelegten Diagnoseprozedur. Das positive Resultat
erh&ht die Chancen fiir K um den Faktor 20. Die kleine neue/
posteriori Wahrscheinlichkeit fiir K wird hauptsédchlich
durch die kleine alte Wahrscheinlichkeit von K mit W(K)=
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0,001 verursacht. Es ist zu iUberlegen, ob dieser Wert iber-
haupt zum Problem paft. Waren die alten Chancen um den Fak-
tor 20 hdher, so wdre es auch das neue Chancenverhdltnis,
die resultierenden 2:5 wilrden dann eine Wahrscheinlichkeit
fiir K von ca. 30% ergeben. Man beachte, dap die Trennkraft
des Diagnoseverfahrens nicht geéndert wurde.

Es gibt ein sogenanntes inverses Baumdiagramm, welches sehr
hilfreich ist; die Bayes-Formel mit Chancen ist leicht dar-
aus abzulesen. Fiir obiges Beispiel gilt:

Alte "Zustande "
Chancen der Welt" Indiz

1 K—o,99-\

P
999 G—n,os—/ Fig. 5

1 0,99 20 1

—_% &

999 0,05 999 50

Die Pfade werden mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten des
Indizes unter den verschiedenen Mdglichkeiten beschriftet.
Fiir die Berechnung reicht es aus, diese Wahrscheinlighkei-
ten im richtigen Verhdltnis zueinander anzugeben. Ein ab-
schliependes Beispiel soll die Kraft dieses inversen Baum-
diagramms demonstrieren.

Beispiel (Bertrand's Schubladen-Paradoxon):

Es gibt drei K#stchen mit je zwei Laden. Zuerst wird ein
Kistchen zuf&llig ausgewdhlt, dann wird eine der Laden Zu-
£fillig ausgewdhlt und gedffnet. Eines der Kastchen enthdlt
je eine Goldmiinze, eines je eine Silbermiinze in den Laden,
eines enthidlt eine Gold- und eine Silbermiinze in den Laden.
Nun, man findet eine Goldmiinze in der gedffneten Lade. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich eine Goldmiinze
auch in der anderen Lade? Die Antwort findet man leicht aus
dem iiblichen Baumdiagramm, das hilft jedoch nicht einzuse-
hen, warum diese Antwort von der intuitiv erwarteten (von
1/2) abweicht (viele Menschen geben diese Antworp), da allg
gleich wahrscheinlich sind und nun nur mehr zwei der drei
in Frage kommen, da das S/S-K#dstchen ausgeschieden ist.
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1 G/G 1 \
1 G/S 1/2 / G

1 : 1 : 1 - 1% ; 1%(1/2) : 1*0 =2 : 1 : O.

1 s/S 0

Die Wahrscheinlichkeiten verhalten sich wie 2:1:0 fir die
Mdglichkeiten G/G:G/S:S/S, d.h. die gesuchte Wahrschein-
lichkeit ist 2/3. Natiirlich beglinstigt das K&stchen G/G "G"
in der getffneten Lade, daher begiinstigt "G" das Kiastchen
G/G, es ist ein Indiz fir G/G.

4. Abschliefende Bemerkungen

Die Hdufigkeitsinterpretation ist sehr hilfreich, um die
Additivitdt der Wahrscheinlichkeit zu verstehen, sie ist
ferner von Vorteil, wenn man einige Eigenschaften von sta-
tistischen Methoden erhellen will. Im Zusammenhang mit der
bedingten Wahrscheinlichkeit jedoch wversagt die Hdufig-
keitsinterpretation, das Chancenverhdltnis ist wesentlich
klarer und stiitzt direkt die Art der Berechnung wvon Wahr-
scheinlichkeiten und die Idee, die dahinter steht, nédmlich
die Neubewertung von Einsdtzen und Chancen aufgrund wvon
neuen Informationen. Nebenbei, das Chancenverhdltnis eignet
sich auch hervorragend als Referenzmodell fiir die Problem-
stellung in der Beurteilenden Statistik. Das mdéchte ich an
anderer Stelle weiter ausfiihren, hier verweise ich auf
Buth, 1991.
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