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Einfache Paradoxien der beschreibenden Statistik

Von JORG MEYER, Hameln

Zusammenfassung: Es wird eine grofiere Reihe von Sachverhalten vorgestellt, die der
Beschreibenden  Statistik  zugerechnet werden kénnen wund die dem gesunden
Menschenverstand paradox oder doch sehr verbliiffend erscheinen, jedenfalls auf den ersten
Blick. Die Ausgangsbeispiele sind oft sehr einfache Situationen, die aber auf praktisch
wichtige Fille iibertragen werden kinnen.

Manchmal sehen wir etwas, geben aber nicht acht. Seneca.

Die Genese der gesamten elementaren Stochastik wird geradezu
beherrscht von Auseinandersetzungen iiber Paradoxien. Winter.

0. Einleitung

Es gibt verschiedene Klassen von Paradoxien (Ansétze einer Klassifikation liefert
Poundstone 1991, S. 16-19). Die hier behandelten sind solche, die dem gesunden
Menschenverstand widersprechen. Bei hinreichend naher sachgeméaBer Betrach-
tung entpuppen sie sich als Banalitéten.

Dies soll in diesem Aufsatz anhand einiger einfacher Beispiele aus der beschrei-
benden Statistik illustriert werden. Dabei wird oft der umgekehrte Weg durch-
laufen: Banalititen werden schief beleuchtet, so daB sie paradox erscheinen.

Die Anwendungen sind mitunter iiberraschend. Sie sind ausgesprochen ober-
flachlich und zeigen so etwas von der Buntheit der Welt.

Zu den hier behandelten Paradoxien gehdren auch die von Blyth und Simpson,
die trotz ihrer Einfachheit erst 1972 bzw. 1951 beschrieben wurden. Sie werden
in gestufter Form innerhalb eines gemeinsamen Kontextes dargestellt.

Selbstverstandlich ist es nicht sinnvoll, alle Kapitel dieses Aufsatzes geballt und
zusammenhangend im Unterricht zu behandeln. Vielmehr moge man sie als Ma-
terialsammlung ansehen, aus der dosiert und kontextabhangig Beispiele zur [llu-
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stration bzw. zur Motivation weiterfithrender Fragen ausgewihlt werden konnen.
Insbesondere sind die hier prasentierten Beispiele weder unterrichtsmaBig auf-
bereitet noch in ihrer theoretischen Substanz hinreichend diskutiert. Das Interesse
konzentriert sich stattdessen auf den Zusammenhang der dargesteliten Ober-
flachenphéanomene.

1. Was heifit ,Mehrheit“?

Wie oft kann ich mich nicht entscheiden! Soll ich dieses Papier nun in
»Stochastik in der Schule” (Moéglichkeit A) oder in einer anderen _Zeitschrift
(Méglichkeit B) veroffentlichen? Fiir beide Entscheidungen mogen gleich ge-
wichtige und gleich gute Griinde sprechen.

In solchen Féllen wiberlasse ich gemn einer Miinze die Entscheidung. Dabei ist es
natiirlich sicherer, die Miinze dreimal zu werfen und dann nach Mehrheit zu ent-
scheiden. Vielleicht sollte ich lieber drei Dreierserien werfen? Die naheliegende
Iteration breche an dieser Stelle ab; das Ergebnis der Miinzwiirfe ist:

1. Serie: A A B (also ist A Sieger der 1. Serie)
2. Serie: A B A (also ist A Sieger der 2. Serie)
3. Serie: B B B (also ist B Sieger der 3. Serie)

A hat demnach 2 von 3 Serien gewonnen, und B hat 5 von 9 Wiirfen gewonnen.
Wer ist nun Sieger?

Man sieht: Die Mehrheit von Mehrheiten kann eine Minderheit darstellen!

Anders formuliert: Eine geschickte Partitionierung der Wirklichkeit kann zu
falschen Aussagen fithren!
Man muB nur die jeweiligen Mehrheiten iterativ ermitteln.

Anwendung auf Wahlen:

Beim Mehrheitswahlrecht handelt es sich um eine iterative Mehrheitsermittlung:
In jedem Wahlkreis wird ein Sieger festgestellt; die Menge der Sieger bildet dann
das Parlament (Beispiel: England). Nun kann es vorkommen (und in England
war das mitunter auch schon der Fall), daf} eine Partei zwar in der Mehrheit der
Wahlkreise siegte, ohne aber die Mehrheit der (Ur-)wéhlerstimmen auf sich ver-
einigen zu konnen.
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Natiirlich sind Méglichkeiten -ur Manipulation bei iterierten Wahlen reichlich
vorhanden.

Dies 148t sich mit Hilfe des Anfangsbeispiels illustrieren: Die wihlende Bevol-
kerung bestehe aus 9 Personen und sei in 3 Wahlkreise zu je 3 Personen einge-
teilt; die Parteien heiBen A und B.

Das Wahlverhalten sei:

1. Wahlkreis: A A B (also ist A Sieger im 1. Wahlkreis)
2. Wahlkreis: A B A (also ist A Sieger im 2. Wahlkreis)
3. Wahlkreis: B B B (also ist B Sieger im 3. Wahlkreis)

Bei dieser Wahlkreisaufteilung ist A Gesamtsieger.

Bemerkung: Der zu zeigende Effekt kommt natiirlich auch bei groBen (realititsniheren)
Zahlen vor. Die hier gewihlten kleinen (realititsfernen) Zahlen dienen aber der groBeren
Durchsichtigkeit. Diese Bemerkung gilt auch fiir alle folgenden Beispiele.

Iteriert man die Partitionierung, so reichen schon (2/3)3 , also knapp 30% aller
»Urstimmen* zum Sieg:

AAB
ABA
BBB
AAB
ABA
BBB
BBB
BBB
BBB

IR EENIEEEES
>
>

Vergrobert man dagegen die Wahlkreise von 3 auf einen, vermindert man also
die Iterationstiefe, so ist B Gesamtsieger.
Vercindert man hingegen die Wahlkreisaufteilung, indem man von der horizon-
talen

AABIA

A B AlA
B B B|B
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zur vertikalen Gliederung iibergeht, so ist ebenfalls B Gesamtsieger:
AAB
ABA
BBB
ABB

DaB eine Partei die Mehrheit der Wahlkreise erreichen kann, aber nicht die
Mehrheit der Wihlerstimmen, daB also die Mehrheit von Mehrheiten eine Min-
derheit darstellen kann, ist auch ein Grund dafiir, daB das alte lateinische Erfolgs-
rezept ,,Divide et impera!* (Teile und herrsche!) so effektiv sein kann: Hetze
Deine Gegner gegeneinander auf, und wenn das nicht zu Deinem Sieg fiihrt,
dann fiihre iterierte Wahlen ein! Solche iterierten Wahlen waren z.B. das Grund-
element des ,,demokratischen Zentralismus® in ,,Ritedemokratien”. Sie konnten
zu einem vollig verfilschten Ergebnis fithren!

Aber auch in Vereinen und Parteien werden Vorstandswahlen im allgemeinen
iterativ durchgefithrt. Nun sind solche Organisationen auf das Wohlwollen threr
Mitglieder angewiesen, was Manipulationen verhindem sollte. Trotzdem kann es
vorkommen, dafl die Fithrung einer Partei andere politische Ziele verfolgt als die
Mehrheit der Parteimitglieder und daB diese Differenz auch durch (iterierte)
Wahlen sanktioniert worden ist.

DaB Iterationen grundsatzlich den Kern der Verfalschung in sich tragen, zeigt
auch das folgende krasse Beispiel:

Eine Klasse bestehe aus genau einem Midchen, eine Parallelklasse aus genau 10
Jungen. Eine Person dieser beiden Klassen soll ausgelost werden. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, daf} die ausgeloste Person ein Méadchen ist?

Lost man unter allen Schiilern, so betragt die Wahrscheinlichkeit 1/11.

Lost man erst die Klasse und dann aus dieser Klasse die Person, so betrégt die
Wahrscheinlichkeit 1/2. )

Ein Beispiel mit solch krassen Zahlen erscheint natiirlich als absurd. Bei weniger
krassen Zahlen dagegen hilt jeder die beiden Losverfahren fiir aquivalent.

Zusammenfassung: Wer meistens lokal gewinnt, kann trotzdem global verlieren.
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Das heifit: Eine Partei kann die Mehrheit der Wahlkreise gewinnen, ohne in der
Bevolkerung eine Mehrheit zu haben. Dies ist die 1. Interpretation von ,,lokal®,
,.global“ und , besser*.

2. Was heif}t ,,besser<?

Mein Problem, ob ich dieses Papier nun in ,Stochastik in der Schule*
(Moglichkeit A) oder in einer anderen Zeitschrift (Moglichkeit B) veréffentlichen
soll, ist nach den bisherigen Erkenntnissen durch (iterierte) Miinzwiirfe nicht zu
l6sen.

Statt einer Miinze nehme ich nun einen Wiirfel. Kann nicht er mit seinen 6 Seiten
die Priferenz der Pythia fiir A oder fiir B viel besser darstellen als eine Miinze
mit ihren nur 2 Seiten?

Beiden Méglichkeiten wird je ein Wiirfel zugeordnet. Wie bei Schulnoten soll
eine niedrigere Augenzahl als besser als eine hohere gelten, also sei 1 > 2 > 3 >
4 > 5 > 6. Der Wirfel mit der besseren Augenzahl soll gewinnen.

Vorsichtshalber wirfle ich je dreimal (eine derartige Vorgehensweise hatte ja
schon im letzten Abschnitt zu mathematisch interessanteren Effekten gefiihrt);
das Ergebnis ist:

A: 3 6 2 (Durchschmitt: 3,7)

B: 4 3 3 (Durchschnitt: 3,3)

Meistens ist A besser als B, obwohl B mit 10/3 die bessere dﬁrchschnittliche
Augenzahl als A mit 11/3 hat!
Man sieht: Wer meistens besser ist, kann im Schnitt schlechter sein!

Es kommt bei dem Spiel nicht auf die absoluten Ergebnisse von A und B an,
sondern nur auf die Relation der Ergebnisse. Ubersichtlicher ist der folgende,
zum obigen &dquivalente Spielverlauf’

A: 2 2 6 (Durchschnitt: 3,3)
B: 3 3 3 (Durchschnitt: 3,0)
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Er aft sich leicht veranschaulichen:

1 1
2 2
O J g 3
4 4
5 5
6 3

Meistens verlauft der strichlierte Graph unterhalb des durchgezogenen Graphen.
Trotzdem ist der Flacheninhalt unterhalb des strichlierten Graphen grofer als der
unterhalb des durchgezogenen Graphen.

Anwendungen:

a. Schulnoten:
Ist A oder B der bessere Schiiler?

b. Wetten:

Soll man auf A oder auf B wetten (der Wettgewinn richte sich nach dem Augen-
unterschied)?

Bei nur einer Wette ist eine Wette auf A sinnvoll, da meistens A gewinnt. Bei
vielen Wetten sollte man auf B setzen, da dann der Erwartungswert des Gewinns
positiv ist.

Das Beispiel zeigt demnach, daB eine Maximierung des Erwartungswerts (auf

lange Sicht) etwas anderes ist als die Maximierung der Wahrscheinlichkeit, bei
einer Gelegenheit das Optimum zu erreichen.

¢. Aktien und Lose:
Otto kauft Aktien. Macht er das nur einmal und nur fiir kurze Zeit, so muB er
anders beraten werden, als wenn er es haufig tut.

Bemerkung: Was heifit in diesem Zusammenhang "haufig"? Bei dem Wiirfelexperiment 128t
sich das berechnen, bei Aktienkaufen dagegen nicht.

Erna uberlegt sich, ob sie ein Los zu 10 DM kaufen soll. Sie habe eine Chance
von 1:100, den einzigen Gewinn von 2000 DM zu erzielen (Diese Lotterie ist
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also etwas merkwiirdig). Der Erwartungswert fiir Ema betrédgt

ﬁ-zooo ~10=10; lohnt es sich also?

d. Medikamententests:

Medikament B hat konstante Wirkung. Medikament A ist meistens besser, in den
anderen Fillen aber viel schlechter. Was soll man verschreiben?

e. Politikerauswahl:

Welchen Politiker soll man bevorzugen? Den Kompromifkandidaten, der keinen
vom Stuhle reifit, mit dem aber alle einigermaBen leben kdnnen? Oder den Pola-
risierer mit groBer fanatischer Gegnerschaft und etwas grofierer fanatischer An-
hangerschaft? (Von der Beantwortung dieser Frage hingt die Gestaltung des
Wabhlrechts ab.)

f. Wahlen mit Mehrheitswahlrecht:
Man habe 3 Wahlkreise. In den meisten Wahlkreisen ist A besser als B:

1. Wahlkreis: A AB (A ist besser als B)
2. Wahlkreis;: ABA (A ist besser als B)
3. Wahlkreis: B BB (B ist viel besser als A)

Trotzdem ist insgesamt B besser als A.

g. Kumulation bei Wahlen:

Kumulation ist ein Fall der Mehrstimmgebung, der oftmals als ,,Verfeinerung™
angesehen wird.

Betrachten wir den einfachsten Fall: 3 Stimmberechtigte stimmen iiber 2 Kandi-
daten (A und B) ab.

Bei einer kumulativen Mehrstimmgebung habe jeder Wahler 3 Stimmen; das Er-
gebnis sei:

A B
1. Wihler: 2 1
2. Wiahler: 2 1

3. Wahler: 0 3
B bekommt die meisten Stimmen, ist also gewéhlt.

Hat hingegen jeder Wahler nur eine Stimme (Einzelstimmgebung), so bekommt
A 2 und B 1 Stimme; A ist also gewdhlt.
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Einzelstinmgebung und kumulative Mehrstimmgebung - konnen also zu ganz
unterschiedlichen Resultaten fithren! Insbesondere ist die Mehrstimmgebung
keine ,,Verfeinerung® der Einzelstimmgebung.

h. Ranking vs. Scoring:

Insbesondere gilt: Die Umfrage ,,Wen halten Sie fiir besser, A oder B?* ist ver-
schieden von der Umfrage , Benoten Sie A und B jeweils mit den Schuinoten 1
bis 6! und kann zu einem ganz anderen Ergebnis fithren!

Zusammenfassung: Wer meistens lokal gewinnt, kann trotzdem global verlieren.

Das heiBt: Man kann die meisten Spiele gewinnen und trotzdem im Schnitt
schlechter sein als sein Gegner. Dies ist die 2. Interpretation von , lokal”, ,,global”
und , besser*,

3. ,,Besser* ist nicht transitiv

Wirfel A war der Moglichkeit zugeordnet, dieses Papier in ,,Stochastik in der
Schule” zu veroffentlichen, Wiirfel B der Moglichkeit, es sonstwo zu tun. Das
letzte Wurfprotokoll war:

A 226
B: 333

Nun ist meine Frau der Ansicht, dies Papier sei fiir eine Publikation noch nicht
ausgereift genug Sie hat deshalb heimlich im Hintergrund mitgewiirfelt; ihr
Wirfel C ist somit der Moglichkeit zugeordnet, dies, was Sie hier sehen, gar
nicht zu verdffentlichen. Zusammen mit meinen Wiirfeln ergibt sich das folgende
Wurfprotokoll:

A 226
B: 333
C: 414

Ergebnis: Meistens ist A besser als B, meistens ist B besser als C, meistens ist
aber auch C besser als A!

Man sieht: Die Relation ,,ist meistens besser als“ ist i.a. nicht transitiv!

Nichttransitive Relationen kommen zwar haufig vor, sind aber trotzdem oft ver-
bliiffend. Dies wird durch die folgenden Beispiele illustriert.

Anwendungen:

a. Die Borromiischen Ringe bestehen aus drei Ringen A, B, C, so daBl A tber B
und B iiber C sowie C iiber A liegt:

A

b. Die folgende SchluBkette beruht auf einer vermeintlichen Transitivitét:
,Die meisten Freiburger sind Deutsche.
Die meisten Deutschen leben nicht in Freiburg.
Also:
Die meisten Freiburger leben nicht in Freiburg «

¢. Madchen haben die drei (als gleichrangig angesehenen Eigenschaften), mehr
oder weniger hiibsch, reich oder nett zu sein. Ein Médchen wird fiir besser als ein
anderes gehalten, wenn es bei mindestens zwei Eigenschaften hohere Werte hat.

Agnes ist hiibsch, arm und mittelnett.
Berta ist mittelhiibsch, reich und unwirsch.
Claudia ist haBlich, mittelreich und nett.

Dann ist Agnes besser als Berta, Berta besser als Claudia, Claudia besser als
Agnes.

Man hétte auch sagen kénnen: Agnes ist hiibscher und netter als Berta, Berta ist
hitbscher und reicher als Claudia, Claudia ist reicher und netter als Agnes. Es
scheint wesentlich zu sein, daf8 die Madchen immer beziiglich anderer Eigen-
schaften verglichen werden.

d. Die Nichttransitivitdt von ,,ist meistens besser als* hat Konsequenzen fiir die
Ermittlung von Gewinnemn beim , k.o.-Verfahren*: Von 3 Kandidaten (A, B, C)
soll der Beste folgendermaflen ermittelt werden.

Spielregel: Erst zwei gegeneinander (welche, wird durch Los ermittelt), dann der
Sieger gegen den Dritten.
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Es sei jeweils meistens A besser als B, B besser als C, C besser als A.

Fall 1: Erst A gegen B (meistens ist A Sieger), dann A gegen C.
Meistens siegt C.
Fall 2: Erst B gegen C (meistens ist B Sieger), dann B gegen A.
Meistens siegt A.
Fall 3: Erst C gegen A (meistens ist C Sieger), dann C gegen B.
Meistens siegt B.

Man htte sich die Zweikampfe auch sparen konnen und den Sieger gleich durch
Losen ermitteln konnen. :

e. Man habe drei gezinkte Wirfel A, B und C mit folgenden Wahrscheinlich-
keitsverteilungen:

Das Wiirfeln mit B ergibt nur Dreien.
Das Wiirfeln mit A ergibt in 2/3 aller Falle eine Zwei, sonst eine Sechs.
Das Wiirfeln mit C ergibt in 2/3 aller Falle eine Vier, sonst eine Eins.

Dann gilt:

In 2/3 aller Félle ist A besser als B.
In 2/3 aller Félle ist B besser als C.
In 5/9 aller Fiille ist C besser als A.

Nun betrachte man das folgende Spie/: Die Personen P1 und P2 wihlen je einen
der Wiirfel A, B, C. Sie wurfeln mit ihrem gewdhlten Wurfel, die Person mit der
besseren Augenzahl gewinnt.

P1 kenne die obige Wahrscheinlichkeitsverteilung der 3 Wiirfel, P2 nicht. Dann
kann P1 groBmiitig seinem Konkurrenten anbieten, sich als erster einen Wiirfel
zu wihlen,; er selbst findet dann immer einen meistens noch besseren.

f. Kimmert man sich nicht um die jeweiligen Augenzahlen, sondern nur darum,
welcher Warfel besser ist als ein anderer, so 148t sich der Spielverlauf auch dar-
stellen als

ABC

BCA

CAB

(Lesebeispiel: Beim ersten Wurf (erste Spalte) hat A die beste und C die
schiechteste Augenzahl; beim 3. Wurf ist C optimal und B pessimal.)
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Dies Protokoll 148t sich auch als Prdferenztabelle interpretieren, in diesem Fall
wird das Paradoxon nach dem Marquis de Condorcet (1743-1794) benannt.

Person P1 (1. Spalte) bevorzugt A gegenitber B und B gegeniiber C; die weiteren
Spalten gehoren zu den Personen P2 und P3.

Nun wird sukzessive gewdhlt: Erst wird iiber A und B abgestimmt, dann tber
den entstehenden Sieger und C.

Beim 1. Wahlgang (A gegen B) stimmen P und P3 fiir A, also siegt A.
Beim 2. Wahlgang (Sieger A gegen C) stimmt nur P1 fur A, also siegt C.

Mit diesem Ergebnis ist P1 natiirlich nicht einverstanden. Bei der nédchsten Ab-
stimmung kann er darauf dringen, daB nicht zuerst iber A und B abgestimmt
wird. Sollte er dies nicht durchsetzen konnen, bleibt fiir ihn die Moglichkeit,
beim 1. Wahlgang nicht fiir seinen Favoriten A, sondern fur B zu stimmen. Dann
siegt B im 1. und auch im 2. Wahlgang.

Bemerkung: Eine Fiille weiterer taktischer Méglichkeiten findet sich in dem Buch
.Mathematik in der Praxis*, S. 127 ff.

Aus der Sicht von P1 ist also die Strategie ,,Um das Schlimmste zu verhindern,
darf man nicht immer fiir das Beste eintreten* erfolgreich.
Zusammenfassung: Wer meistens lokal gewinnt, kann trot=dem global verlieren.

Das heifit: Zur Abwehr eines globalen Gesamtverlustes sind mitunter lokale Zu-
gestdndnisse sinnvoll. Dies ist die 3. Interpretation von ,lokal“, ,global“ und
,.bessere,

g. Das einfachste nichttransitive Beispiel eines Spielverlaufs ist

A 132
B: 213
C: 321

Addiert man in der vorletzten Spalte 3 und in der letzten 6, so ergibt sich:

A 168
B: 249
C. 357

Dies 1Bt sich auch folgendermaBen interpretieren: Gegeben seien 9 Spieler mit
den Spielerstarken 1 bis 9 (wieder in der Schulnotenreihenfolge: 1 sei der beste
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und 9 der schlechteste Spieler). Diese 9 Spieler werden zu 3 Mannschaften zu-
sammengesetzt: Mannschaft A bestehe aus 1, 6 und 8, Mannschaft B aus 2, 4
und 9, und Mannschaft C entspreche der letzten Zeile im Schema. In insgesamt
27 Spielen spiele jeder Spieler jeder Mannschaft je einmal gegen jeden Spieler
aus den beiden anderen Mannschaften. Wenn nun immer der Bessere gewinnt, so
erhalt man:

Mannschaft A gewinnt 5 von 9 Spielen gegen Mannschaft B,
Mannschaft B gewinnt 5 von 9 Spielen gegen Mannschaft C,
Mannschaft C gewinnt 5 von 9 Spielen gegen Mannschaft A.

Ubrigens: Wenn man die Mannschafisstarke als durchschnittliche Spielerstéirke
definiert, erhalt man fur A, B und C jeweils den Wert 5. Mit einer solchen De-
finition trifft man das Phianomen also nicht.

4. Blyth

Im letzten Abschnitt wurde der Spielverlauf
ABC
BCA
CAB

diskutiert.

4.1. Verzerrt man diesen Spielverlauf auf 7 Partien, so lautet er:

AA BBB CC

BB CCC AA

CC AAA BB
Diese 7 Wettkampfe werden am haufigsten von B gewonnen. Trotzdem wird B
meistens von A geschlagen. Um diesen Sachverhalt klarer darstellen zu konnen,
fihren wir folgende Begriffe ein:

Ein Duell sei ein Wettkampf, an dem zwei Personen teilnehmen (Beispiel: Wett-
lauf von zwei Personen).
Ein Triell sei ein Wettkampf, an dem drei Personen teilnehmen (Beispiel: Wett-
lauf von drei1 Personen).

Man sieht: Wer die haufigsten Trielle gewinnt, kann trotzdem in Duellen
meistens geschlagen werden.
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Anwendungen:

a. Siebenmal laufen A, B und C um die Wette. Am hiufigsten ist B Sieger. Dann
stelit sich heraus, daB C nachtréaglich disqualifiziert werden muf3, worauthin A
Gesamtsieger wird.

Dies Paradoxon wurde (in anderer Form) wohl erst 1972 von C. R. Blvth be-
schrieben. Der recht spéte Zeitpunkt der Entdeckung wurde schon vor gut 200
Jahren von Lichtenberg kommentiert:

Es ist sonderbar, daf} nur auferordentliche Menschen die Eni-
deckungen machen, die hernach so leicht und simpel erscheinen.
Dieses setzt voraus, dafs die simpelsten, aber wahren Verhdltnisse
der Dinge zu bemerken sehr tiefe Kenntnisse notig sind.
(Sudelbiicher J 1529)

b. Wieder gelte die Zuordnung

Wirfel A: ,,Stochastik in der Schule*
Wiirfel B:  sonstwo
Wiirfel C;  gar nicht.

Ich mochte mich zwischen den Alternativen A und B entscheiden und wiirfle
deshalb mit den Wiirfeln A und B je 7 mal; das Wurfprotokoll ist:

BBB
AA AA AAA
BB BB

Die Entscheidung fallt somit fir ,,Stochastik in der Schule®.

Nun ist ja meine Frau fiir die Moglichkeit C; sie hat wieder mit ihrem C-Wirfel
an meinem Entscheidungsproblem teilgenommen. Zusammen mit meinen
Wiirfeln ergibt sich das folgende Wurfprotokoll:

ccC BBB
AA AA AAA
BB BB

CC cCccCcC

Da jetzt B am hédufigsten gesiegt hat, fallt die Entscheidung somit gegen
.Stochastik in der Schule®.
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¢. Die Situation 14Bt sich auch mit der folgenden absurd erscheinenden Konver-
sation illustrieren:

- ,,Was mochtest Du zum Nachtisch? Es gibt einen Apfel und eine Birne."
»Ich mochte den Apfel."

— ,.Es gibt auch eine Carotte.”

= ,,Dann mochte ich lieber die Birne."

4.2. Bei den Beispielen in 4.1 wurden die Trielle am haufigsten von B gewonnen.
Betrachtete man sie als Duelle, so wurde aber meistens B von A geschlagen.

Der Zusatz ,,von A* 1aft sich durch eine geeignete Modifikation beseitigen: Der
Spielverlauf sei jetzt

AA BBB CC

CC *** AA

BB *** BB

B gewinnt die hiufigsten Trielle. Trotzdem wird B in den meisten Duellen ge-
schlagen (von jedem Gegner).

4.3. Dies Beispiel 148t sich noch weiter ausschérfen: Das Wurfprotokoll sei jetzt

AA BBB B CCC
CC AAA C AAA
BB CCC A BBB

Trielle werden am haufigsten von B und am seltensten von A gewonnen. Aber es

gilt auch: A

Fehlt A, so siegt meistens C uber B,
fehlt B, so siegt meistens A tber C; C
fehlt C, so siegt meistens A (ber B.

Duelle werden demnach meistens von A gewonnen und meistens von B verloren
(jeweils unabhéangig vom Gegner).

Alsogilt:  In Bezug auf Duelle ist A optimal und B pessimal.
In Bezug auf Trielle ist es umgekehrt.

Zusammenfassung: Wer meistens lokal gewinnt, kann trotzdem global verlieren.
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Das heiBit: Wer Duelle meistens gewinnt, kann trotzdem die meisten Trielle ver-
lieren. Dies ist die 4. Interpretation von ,,lokal”, , global* und , besser*.

4.4. Variiert man das Wurfprotokoll abermals, und zwar zu

AAAAAA BBB BBBBB CCCCC CC
CCCCCC CCC AAAAA AAAAA BB
BBBBBB AAA CCCCC BBBBB AA

so gilt wieder wie in 4.3: In Bezug auf Duelle ist A optimal und B pessimal; in
Bezug auf Trielle ist es umgekehrt.

Nun betrachte man folgende Wette (die sich auf Trielle bezieht):

3 Pferde A, B und C nehmen an Wettrennen teil. Man setze auf eines der drei
Pferde.

Ist das gesetzte Pferd an 1. Stelle, so bekomme man | DM.
Ist das gesetzte Pferd an 2. Stelle, so bekomme man gar nichts.
Ist das gesetzte Pferd an 3. Stelie, so verliere man 1 DM.

Wenn nun 21 Rennen stattfinden, die gemaB dem obigen Wiirfelprotokoll verlau-
fen, so erweist sich insgesamt eine Wette auf C als optimal!

Denn: Setzt man auf A, so hat man nach 21 Rennen einen Gesamtgewinn von 1
DM, setzt man auf B, so hat man einen Gesamtverlust von 2 DM, und setzt man
auf C, so hat man einen Gesamtgewinn von 2 DM.

Also gilt: In Duellen ist A optimal, in Triellen ist B optimal, und in Bezug auf
eine Wette ist C optimal.

DAS universelle Kriterium gibt es nicht. Bevor man sich auf Wettkampfregeln
einigt, sollte man genau seine eigenen Schwichen und die des Gegners kennen.

5. Simpson

Nachdem die bisherigen Wiirfeleien keine Klarheit gebracht haben, beschrinke
ich mich wieder auf die Alternativen A und B. Allerdings messe ich nun nicht
mehr die Praferenz der Pythia, sondern die Anderung der Praferenz.

In einer ersten Serie wiirfle ich 5 mal A und 6 mal B;
die zweite Serie ist kiirzer: 3 mal A und 4 mal B.

Die Préferenz fiir B hat sich von 55% auf 57% gesteigert.
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Wiederum hat meine Frau im Hintergrund mitgewurfelt.

6 mal A und 3 mal B;
9 mal A und 5 mal B.

lhre erste Serie war
ihre zweite lautete

Auch bei ihr hat sich die Préiferenz fiir B gesteigert, und zwar von 33% auf 36%.

Damit ist wohl klar: , Stochastik in der Schule® wird dieses Papier nicht zur Pu-
blikation bekommen! Endlich ist die Entscheidung gefallen...Aber nun?... Was
ist, wenn man die Wiirfelresuitate von meiner Frau und von mir zusammen be-
trachtet?

11 mal A und 9 mal B
12 mal A und 9 mal B

Dann wurden in der ersten Serie
und in der zweiten Serie

geworfen. Die Gesamtpraferenz der Pythia fiir B hat sich verringert, und zwar
von 45% auf 43%. Also besteht doch noch eine Moglichkeit, dal Sie, verchrte
Leserin von ,,Stochastik in der Schule“, meinen Beitrag in Threm Journal lesen
konnen?

Dies Paradoxon ist nach E. H. Simpson (1951) benannt.

Man sieht: Was lokal wichst, kann global schrumpfen.

Wie soll man diese Paradoxie verstehen? Vielleicht durch ein extremes Beispiel?

ich meine
Frau
1.Seriec. A B B B{A
2. Serie: BiB A A A

Bei mir hat sich die Préferenz der Pythia fiir B von 75% auf 100% gesteigert, bei
meiner Frau von 0% auf 25%. Bei uns beiden zusammen hingegen hat die Préfe-
renz fiir B von 3/5 auf 2/5 verringert.

Beim Ubergang zur ,, Zusammenveranlagung* handelt es sich strukturell um das-
selbe Problem wie:

N, Liter einer p,%igen Saure werden mit N, Litern einer p,%igen Séaure

zusammengeschiittet:
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N, N, N;

N
P PNy PNy
100 100 100

Als Ergebnis bekommt man (N, + N,) Liter p%ige Saure. Wegen
PUNy Pp Ny PRy +Ny) o PN Py Ny

100 T 100 T N, +N,

Diese Formel driickt ein Teilverhaltnis aus und 148t sich daher gut visualisieren:

100 % 100%

N
N2 1

Mithin 148t sich auch das Simpson-Paradoxon gut veranschaulichen; auf den
Achsen werden jeweils die B-Prozente des letzten Beispiels angetragen:

ich meine Frau
100 % 1 100 %
5%
1. Serie
25%
0%

Bei meiner Frau und mir hat sich die Praferenz fiir B jeweils um 25% gesteigert.
Betrachtet man uns zusammen, so entsprechen die Kreuze unseren Gemein-
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schafiswerten; die Gesamtpriferenz fir B ist also gefallen. - Diese geometrische
Interpretation folgt A. Tan (1986).

Dies alleine fithrt aber im Unterricht noch keineswegs zum angestrebten
Durchblick; ein komisches Gefiihl bleibt trotz des schonen Diagramms bei den
Schilerinnen und Schiilern bestehen.

Dem wird man durch weitere extreme Beispiele begegnen:

In einem Wabhlkreis steigert sich Partei A von einer Wahl zur nichsten von 98%
auf 99%,; gleichzeitig hat sich aber die WahlkreisgroBe von 1000 Einwohnern auf
100 verringert. In einem zweiten Wahlkreis ist Partei A von 1% auf 2% ge-
wachsen; dort hat sich aber die Wahlkreisgrofie von 100 Einwohnern auf 1000
vergrofert.

Hier sieht man, daB absolute Verluste prozentuale Zuwichse sein kénnen:

1. Wahlkreis |2. Wahlkreis }Zusammen
1. Wahl WahlkreisgroBe 1000 100 1100
absolut fiir Partet A 980 1 981
relativ fir Partei A }98% 1% 89%
2. Wahl WahlkreisgroBe 100 1000 1100
absolut fiir Partei A 99 20 119
relativ fur Partei A }99% 2% 11%

DaB lokales prozentuales Wachstum von globalem prozentualen Wachstum véllig
unabhéngig ist, 148t sich durch weitere Beispiele klar machen:

a. Ein schlechter Gymnasiast wechselt zur Realschule. Dadurch verbessert sich
der Notendurchschnitt an beiden Schulen.

b. Ein Mischling aus Kenia wandert nach Deutschland aus. Dadurch wird die
durchschnittliche Hautfarbe der Bevolkerung in beiden L.andern dunkler.

¢. Man habe zwei Parteien A und B sowie zwei verschieden grofle Wahlkreise,
der erste bestehe aus 3 und der zweite aus 6 Wihlern:
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1. Wahl-]2. Wahlkreis
kreis

B A B IA B AAAA
ha =~ 33% lhAzSB%

Nun wird die Wahlkreiseinteilung gesindert:

1. Wahlkreis 2. Wahlkreis
B ABADBJA A AA
hA ~ 40% hA =~ 100%

Durch die Anderung haben sich die Prozentzahlen fir A in beiden Wahlkreisen
erhoht, obwohl sich insgesamt die Zahlen iiberhaupt nicht verindert haben!

Bei diesen Beispielen handelt es sich um Umverteilung. Diese 148t sich an einem
kleinen Beispiel separat untersuchen:

d. Zwei Fachleiter teilen sich 3 Referendare. Fachleiter A hat einen sehr guten
und einen guten Referendar; Fachleiter B hat einen befriedigenden Referendar.

1 2 /7 3
Die Durchschnittsnote bei A betrégt s 2 = 1,5; bei B betragt sie s; = 3.

d.1. Nun wird die Gruppeneinteilung geédndert, und zwar
von'l 2 / 3 sa=1,5 sg=3
w1/ 2 3 sa=1 sg=235
Die lokalen Notendurchschnitte werden besser, obwohl der globale Notendurch-

schnitt gleich bleibt. Dieser Sachverhalt ist die Urform des Simpsonschen Para-
doxons.

Bemerkung: Ubrigens hat man wieder nur mit den Zahlen 1, 2 und 3 gespielt. Dieses banale
Spielmaterial verbirgt offensichtlich mehr Tiefen und Abgriinde, als man zunichst vermuten
mochte!
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d.2. Wenn auch der globale Schnitt sich dandern soll, muf8 die Anzahl oder die
GroBe der Urelemente geandert werden. Hier betrachten wir eine Anderung

von 1 2 / 3 sa=15 sp=3
zu 1 / 2 3,3 SA~ 1 Sg — 2,65

Die lokalen Schnitte werden besser, obwoh! der globale Schnitt sich ver-
schlechtert.

d.3. Dies lat sich nach dem Motto ,, Wir werden alle schiechter, es darf nur nicht
auffallen* noch etwas spektakularer gestalten: Die Anderung sei

vonl 2 / 3 sa=1,5 sg=3

zu 13/ 2333 sa=13 s3=2,8

Alle Noten werden schlechter, alle lokalen Schnitte werden besser, der globale
Schnitt wird wieder schlechter.

Man sieht: Umstrukturierung kann DAS Zaubermittel der Politik sein! Durch
Neuzuschnitt von Regionen, Wahlkreisen, ..., durch Neudefinition von "reich",
"arbeitslos", ... kann unabhéngig von den wirklichen Gegebenheiten immer eine
(regional zu messende) Verbesserung vorgegaukelt werden!

d.4. GewissermaBen eine Vorstufe zum Simpsonschen Paradoxon ist die
folgende Umverteilung
von 1 2 / 2
zu | /2 2 sa =1 sg=2

sa=15 sg=2

Hier verbessert sich nur ein lokaler Schnitt.

Zusammenfassung: Wer lokal gewinnt, kann global verlieren.

Das heiflt: Eine GroBe kann sich in allen Teilbereichen verbessern, obwohl sie
sich insgesamt verschlechtert. Dies ist die 5. Interpretation von ,lokal”, , global”
und , besser*.
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Ubungsaufgabe: Geht es bei dem folgenden Graphen aufwirts oder abwiérts?

6. Zusammenarbeit
Eine Wiirfelspalte wie

A
C
B

148t sich auch noch ganz anders deuten. Dazu seien A und B zwei Schiiler und C
ein Aufgabentyp. Dann soll die Spalte bedeuten, daB Schiiler A den Aufgabentyp
C beherrscht, Schiiler B dagegen nicht.

In einer Klassenarbeit seien nun die beiden Aufgabentypen C und D mit jeweils
gleicher Punktzahl zu erwarten. Die beiden Schiiler wissen, dall A den einen Typ
kann und B den anderen:

AB
CcD
BA

Beide Schiiler erwarten also eine Vier und beschlieBen daher, voneinander abzu-
schreiben. Der Lehrer merkt das nicht, und beide erhalten eine Eins. Zusammen-
arbeit lohnt sich.

In der nichsten Klassenarbeit sind wieder die Typen C und D zu erwarten, zu-
sétzlich werden aber vorher auch noch die Aufgabentypen E, F, G durchge-
nommen. Die Schiiler lernen zusammen und konnen beide E und F, aber bei G
haben beide Schwierigkeiten. Das Fahigkeitsprofil vor der néchsten Arbeit ist
also
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AB A, A,
B B
cCD E F G
BA A,

A kann fiir sich allein 3/5 aller Aufgaben losen, und dasselbe gilt fiir B. Beide
sind also seit der letzten Arbeit besser geworden. Aber ihre Zusammenarbeit
lohnt sich nicht mehr so wie frither, da sie gemeinsam nur noch 80% aller Punkte
erreichen werden.

Man sieht: Obwohl sie einzeln besser wurden, haben sie sich zusammen ver-
schlechtert.

Und dies ist wieder eine neue Interpretation der

Zusammenfassung: Wer lokal gewinnt, kann global verlieren.

7. Schiufibemerkungen

...weil die urspriingliche Haltung des Menschen nicht
die Erfassung des Konkreten ist, sondern die Bildung
eines Abstrakten, das manchmal unangemessen und
inkohdrent ist. Revuz.

Die behandelten Beispiele haben mit dem Hauptproblem der beschreibenden
Statistik zu tun: Wie beschreibt man eine Uberfillle von Daten durch wenige
Kenngrofen?

Hiermit ist auch einer der zentralen Punkte der Anwendungsorientierung bzw.
der Modelibildung angesprochen. Ziel sind sinnvolle Aussagen iiber die Welt.
Nun ,,besteht* die Welt aus einer Uberfiille von Daten, deren Umfang zun#chst
einmal radikal reduziert werden muB, wenn man iberhaupt zu Aussagen
kommen will. (Das menschliche Gehirn ist ein informationsverarbeitendes und
damit ein informationsreduzierendes Organ; man vergleiche dazu auch das
Seneca-Zitat zu Beginn.) Natlirlich hofft man, die Welt auf die relevanten Teile
reduziert zu haben.

Reduktionen sind mithin fir jede Wissenschaft und fiir jedes Planen von Hand-
lungen notwendig, aber nattrlich weder eindeutig (verschiedene Leute halten
verschiedene Aspekte fiir relevant) noch sicher (man kann nie beweisen, mit der
erfolgten Reduktion wirklich die relevanten Teile getroffen zu haben). Insbe-
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sondere haben Modelle keinerlei absolute Bedeutung: sie sind nicht objektiv
begriindbar.

So, wie verschiedene Modelle die Welt verschieden reduzieren und damit be-
schreiben, werden Daten in der beschreibenden Statistik durch wenige GroBen
beschrieben und damit in ithrem Umfang reduziert, was auf ganz unterschiedliche
Art und Weise geschehen kann, je nach dem, welche Aspekte man fiir relevant
halt.

Das wird durch die angefuhrten Beispiele erldutert: Im Begriff ,,besser* (bzw. in
~Zut<) steckt eine (durch entsprechende Spielregeln determinierte) Reduktion;
eine absolute Bedeutung hat dieser Begriff nicht.

Und auch die folgende Parallele wird sichtbar: So, wie es bei der Welt Stan-
dardmodelle gibt, deren Grenzen auf den ersten Blick nicht erkennbar sein
mogen, existiert auch eine Alltagsvorstellung von ,besser, deren Unange-
messenheit in vielen Bereichen durch diesen Aufsatz hoffentlich deutlich
geworden ist.
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