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Das Mang Kung-Wiirfelspiel
von Wai-Sum Chan, Singapur,
iibersetzt von Klaus Krug, Bamberg

Zusammenfassung: Es wird ein chinesisches Wiirfelspiel vorgestellt. Nach der Beschreibung
werden seine Wahrscheinlichkeitsverteilung untersucht und Spielsimulationen diskutiert.

Einfithrung

Dieser Artikel folgt auf Veroffentlichungen, die schon frither in der Zeitschrift
TEACHING STATISTICS erschienen sind und sich mit dem Einsatz von Wiir-
feln im elementaren Statistikunterricht beschiftigen, so z. B. die Artikel von
Wang (1989 und 1993) iiber chinesische Spiele, die herkémmliche Wiirfel benut-
zen, und jener von Rouncefield und Green (1989) iiber das Condorcet Paradoxon.

Das Mang Kung-Wiirfelspiel ("Blinde Manner") ist ein altes chinesisches Spiel,
das mit sechs nicht herkommlichen Wiirfeln gespielt wird. Diese Wiirfel, die als
Mang Kung-Wiirfel bezeichnet werden, sind wie folgt gekennzeichnet:
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Dabei stellt das Symbol J  das Leerzeichen dar. Mit anderen Worten, fiinf
Seiten von jedem Mang Kung-Wiirfel sind nicht markiert. Nur eine Seite von je-
dem Wiirfel ist entsprechend der iiblichen Art und Weise gekennzeichnet.

Das Mang Kung-Wiirfelspiel ist unter chinesischen Spielern im siidlichen China
und in Hong Kong immer noch ein ziemlich populires Spiel. Im nichsten Ab-
schnitt beschreiben wir das Spiel. Wir untersuchen auch einige Eigenschaften des
Spiels, die fiir den elementaren Statistikunterricht niitzlich sind.
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Spielbeschreibung

Zuerst beschreiben wir das Spiel fiir drei Spieler. Jeder Spieler steuert 7 Einheiten
des Spieleinsatzes in einen Behélter (= "Pool" ) in der Tischmitte bei. Auf diese
Weise sind zu Beginn insgesamt 21 Einsatzeinheiten im "Pool”. Ein Spieler wird
zufallig ausgewahlt, um mit dem ersten Spiel anzufangen. Jedes Mal werden die
sechs Mang Kung-Wiirfel gleichzeitig geworfen. Die gesamten nach oben sicht-
baren Augenzahlen der Wiirfel werden zusammengezihlt. Diese Augensumme F
wird dann mit dem Gesamtbestand P im "Pool" verglichen. Die méglichen Er-
gebnisse und die zugehérigen Handlungen der Spieler sind in Tabelle 1 aufgeli-
stet. Das Spiel ist jedoch nicht auf drei Teilnehmer beschrinkt. Es kann leicht auf
n Teilnehmer geéndert werden, wobei jeder Spieler zu Beginn einen Beitrag von
(21/n) oder einem Vielfachen davon setzt, wenn der Einsatz (21/n) nicht ganz-
zahlig ist. Beispiel: Ist n=4, so wire der Einsatz 21 Einheiten, wenn n=6 ist, so
wiirde der Einsatz pro Spieler aus 7 oder 14 Einheiten bestehen.

Tab. 1: Die drei moglichen Situationen beim Mang Kung Wiirfelspiel

Ergebnis Spielerreaktion

Der Spieler kann den Betrag F aus dem "Pool"

F <P nehmen. Dann gibt er die Wiirfel an den nichsten
Spieler zu seiner Linken weiter, damit das Spiel
fortgesetzt wird.

Der Spieler mufl den "Pool” mit dem Differenzbe-
F>P trag -F-P auffilllen. Dann iUbergibt er die Wiirfel
an den ndchsten Spieler, damit das Spiel fortge-
setzt wird.

Der Spieler gewinnt das Spiel. Er erhilt den Be-
F=P trag P aus dem "Pool". Uberdies muB ihm jeder
andere Spieler den Betrag F als Bonus zahlen.
Aufierdem beginnt er die ndchste neue Spielrunde.

Wabhrscheinlichkeitsverteilung von F

Es kann intessant sein, Schiiler aufzufordern, die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von F zu finden. Die meisten Schiiler tendieren dazu die Wahrscheinlichkeiten
durch Abzéhlen der Elemente im Ergebnisraum zu bestimmen. Es gibt jedoch
69=46656 Elemente im Ergebnisraum von F und es ist sehr schwer, sie alle auf-
zulisten,
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Wir méchten die Schiiler auf emem anderen Weg an die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung heranfithren - itber die sog. wahrscheinlichkeitserzeu-
gende Funktion - statt Antworten zu geben, die das Abzahlen enthalten. Die
wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion g einer Verteilung X auf den nicht-
negativen Zahlen ist definiert durch:

g,(0) = E(t") = P(X=0) + tP(X=1) + { ‘P(X=2)+ ...

Und es ist leicht zu zeigen, daB gilt: P(X=k) = g,(K)(0) / k!,

wobel gx(k)(t) die k-te Ableitung von g, (t) beziglich t ist. Uberdies gilt, wenn
eine wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion k-mal diffenziert wird und t=1 ein-
gesetzt wird, [d.h. gx(k)(l)], so gibt sie das k-te faktorielle Moment von X an.

Nunsei F=D, +D,+ ...+ D, , wobeidie D, (i=1, 2, ..., 6) unabhéngige Zu-
fallsvanable sind, die den Wert an der Oberseite des i-ten Mang Kung-Wiirfels
darstellen. Deshalb gilt:

(D1+Dy+..4Dg)

g:(0) = () = E(t )= BB - B

Unterstelit man vollkommene Symmetrie bei den Mang Kung-Wiirfeln, so ist
P(Di=i) = 1/6 und P(Dj=0) = 5/6 . Hieraus folgt:

6 T
gF(t)%TH[ = t]
L6 6

Die Schiiler sollten in der Lage sein, die Wahrscheinlichkeitsverteilung von F aus
der obigen wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion zu erhalten. Die Ergebnisse
stehen in Tabelle 2

Tab. 2: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von F .

F Wahrscheinlichkeit F Wahrscheinlichkeit
0 15625/46656 11 1025/46656
1 3125/46656 12 425/46656
2 3125/46656 13 300/46656
3 3750/46656 14 200/4665¢6
4 3750/46656 15 180/46656
5 4375/46656 16 55/46656
6 4500/46656 17 30/46656
7 2000/4665¢ 18 30/46656
8 1500/46656 19 5/46656
9 1625/46656 20 5/46656
10 1025/46656 21 1/46656
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Simulation

Es mag von Interesse sein, Schiiler zu bitten, eine Simulationsstudie des Mang
Kung-Wiirfelspiels durchzufiihren. Drei Fragen zum Spiel mégen es dabei Wert
sein, untersucht zu werden:

1. Ist das Spiel ein faires Spiel ?

2. Hat die Person, die das Spiel beginnt, irgendeinen scheinbaren Vorteil ?

3. Was ist die erwartete Dauer ( in Abhingigkeit von der Zahl der Wiirfe) pro
Spiel ?

Es wire ganz schon, den Schiilern einige Hinweise zu geben, wie man das Pro-
blem, die Faimess des Spiels zu zeigen, in Angriff nimmt. Bei einer 3-Spieler-
Konfiguration sollte die aus der Simulation ermittelte Wahrscheinlichkeit dafiir
das Spiel zu gewinnen, fiir jeden Spieler um 1/3 herum liegen. Wird das ganze
eingezahlte Geld in Form von Preisen wieder ausgezahlt, so ist das Spiel ein
Nullsummenspiel. Deshalb mégen Schiiler auch den Wunsch haben,zu kontrollie-
ren, ob die durchschnittliche Auszahlung pro Spiel fiir irgendeinen beliebigen
Spieler nahe bei Null liegt.

Eine Simulationsstudie dazu wurde von einem meiner Schiiler durchgefithrt. Er
schrieb ein einfaches Computerprogramm, um m aufeinanderfolgende 3-Spieler
(A, B und C) Spiele zu erzeugen. Das Experiment wurde 10000 Mal wiederholt.
Die geschétzte Wahrscheinlichkeit, das Spiel zu gewinnen und die durchschnittli-
che Auszahlung pro Spiel sind in Tabelle 3 wiedergegeben.

Tab. 3: Simulationsergebnisse beim 3-Spieler Mang Kung-Wiirfelspiel.
(Der Spieler, der das erste Spiel beginnt, wird durch Zufall ausgewihit )

Zahl der aufeinander- Geschitzte Gewinnwahrsch. | Durchschnittl. Auszahlung
folg. gespielten Spiele pro Spie
(m}) A B C A B C
1 0,3199 0,3388 0,3413 [-0,28084| 0,06941] 0,21143
100 0,3332 0,3334 0,3334 |-0,01375| 0,00483] 0,00892
1000 0,3333 0,3334 0,3333 0,00519[-0,00343[-0,00176
10000 0,3334 0,3333 0,3333 |-0,00032] 0,00058{-0,00026

Der Schiiler schloB aufgrund seines Protokolls, daB "auf lange Sicht bzw. bei ei-
ner Vielzahl von Durchldufen und im Mittel, das Mang Kung-Wiirfelspiel ein fai-

res Spiel ist."
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Die Regeln des Spiels erfordern es, dafl die Person, die das erste Spiel beginnt
zufillig ausgewahlt wird. Um zu kontrollieren, ob die Person, die das Spiel be-
ginnt irgendeinen Vorteil haben wird, haben wir das Simulationsexperiment zu
Tabelle 3 wiederholt, nur daB jetzt Spieler A immer dazu bestimmt ist, das erste

Spiel zu beginnen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4 wiedergegeben.

Tab. 4: Simulationsergebnisse beim 3-Spieler Mang Kung-Wiirfelspiel.
(Als Person, die das erste Spiel beginnt, ist Spieler A fixiert.)

Zahl der aufeinander- Geschitzte Gewinnwahrsch. | Durchschnittl. Auszahlung
folg. gespielten Spiele ro Spie
{m) A B C A . B C
1 0,3319 0,3373 0,3308 1,1709]| 0,00701|-1,17791
100 0,3339 0,3331 0,333 0,02294|-0,01532[-0,00762
1000 0,3334 0,3333 0,3333 0,00387{-0,00499| 0,00112
10000 0,3333 0,3333 0,3334 [-0,00008] 0,00028]| 0,00036

Wir erhalten aus Tabelle 4 die Aussage, daB der Starter (A) keine hohere Chance
hat, gegen seine Mitstreiter zu gewinnen. Jedoch hat er eine bessere als die er-
wartete Auszahlung, wenn das Spiel nur einmal (d.h. m = 1) gespielt wird. Eine
der Spielregeln legt fest, dal der Gewinner der Starter des nichsten neuen Spiels
sein soll. Erringt nun schon der Spieler A keine hohere Chance, das Spiel zu ge-
winnen, so verschwindet der Auszahlungsvorteil von A fiir wachsendes m
(fortlaufende Spielnummer).

SchlieBlich konnen wir leicht die durchschnittliche Spiellinge beim Simulations-
experiment berechnen. Die Antwort liegt bei ndherungsweise 20 Wiirfen.

Uberpriifung der Grundannahme

Die Grundannahme fiir die obigen Untersuchungen ist, daB die Mang Kung-
Wiirfel ungetiirkte Wiirfel, m.a.W. Laplace-Wiirfel, sind. Wir beobachten jedoch,
daB nur eine der sechs Seitenfldchen eines jeden Wiirfels gekennzeichnet ist, so-
daB man glauben konnte, daB die Wiirfel nicht vollstandig symmetrische Kuben
wiiren. Um diesen Verdacht zu untersuchen, kénnen wir Schiiler in einer Klasse
auffordern, einen der Wiirfel 20 - 30 Mal zu werfen und die Ergebnisse der Klas-
se zusammenzufassen. Es mag von Interesse sein, die Schiiler zu bitten, einen
statistischen Test auszufiihren, um die "OrdnungsmaBigkeit" der Wiirfel zu kon-
trollieren und dabei die von der Klasse gesammelten Daten zu benutzen.
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Es gibt zwei verschiedene Lesarten von Antworten iiber die die Schiiler berich-
ten. Die erste Auffassungsweise enthalt sechs unabhingige statistische Tests des
Verhaltnisses:

Hy: pi=1/6 Hy:pi=1/6
wobei p, die Wahrscheinlichkeit ist, einen von Null verschiedenen Wert auf dem
i-ten Mang Kung-Wiirfel zu haben. Die iibliche TestgroBe ist

h - p
Z_._l___l__

p(t-n)
n

ohne daB die Stetigkeitskorrektur hier angewendet ist. Tabelle 5 gibt die Ergeb-
nisse wieder, die ein Schiiler berichtete, der das 5% Signifikanzniveau benutzte.

Tab. 5: Gegeniiberstellung der Ergebnisse fiir die Hypothese Hgund Hy .

Wirfel n hi Zi Rblehnung
von Ho

1 1200 | 0,139 | -2,556 Ja

2 1200 | 0,184 | 1,627 Nein
3 1200} 0,157 ] -0,93 Nein
4 1200 | 0,16 ~-0,62 Nein
5 1200 0,188 1,936 Nein
6 1200 | 0,173 | 0,542 Nein

Tab. 6: Ej und O; Werte fiir den Chi-Quadrat Test

F 0 1 2 3
Ei (401,88 80,38 80,38 96,45
0oi 398 74 82 99
F 4 5 6 7
Ei | 96,45 112,53 115,74 51,44
0oi 101 108 116 63
F 8 9 10 11
Ei | 38,58 41,8 26,36 26,36
0i 43 35 28 31
F 12 13 14 >=15
Ei | 10,93 7,72 5,14 7,87
oi 9 6 4 3
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Die andere Denkweise benutzt einen Chi-Quadrat-Anpassungstest, um die beob-
achteten Daten des aktuellen Experiments den erwarteten Haufigkeiten der theo-
retischen Verteilung aus Tabelle 2 gegeniiberzustellen. Die TestgroBe ist

k

(E - Q%

Chi-Quadrat =Z (-9
=0 E

Tabelle 6 liefert die Ergebnisse, iiber die ein anderer Schiiler berichtet hat. Der
berechnete Chi-Quadrat-Wert ist 14,906 und Chi-Quadrat ¢ (5;16 = 26,296. Wir
lehnen die Nullhypothese auf dem 5%-Niveau nicht ab. '

Die scheinbar widerspriichlichen SchluBfolgerungen dieser zwei Konzepte geben
uns eine Gelegenheit, den Begriff des Fehlers 1.Art beim Testen von Hypothesen
fiir die Schiiler zu kliren. Chi-Quadrat testet, ob alle sechs Wiirfel im Durch-
schnitt ordnungsgemiB sind; es ist weniger michtig als die sechs einzelnen Tests.
Bei den sechs einzelnen Tests auf dem 5%-Niveau gibt es jedoch eine Wahr-
scheinlichkeit von 1-0,956 = 0,265 , daB sich schlieBlich ein Test als signifikant
erweisen wird, auch wenn alle Wiirfel unverfilscht sind.

Anmerkung des Verfassers

Mang Kung-Wiirfel sind in Hong Kong kauflich erhiltlich. Ein Satz aus sechs
Wirfeln kostet etwa 75p (ohne Porto). Der Verfasser ist bereit, jede Einzelper-
son oder Institution darin zu unterstiitzen, die Wiirfel zu bekommen. Interessierte
wenden sich an den Verfasser iiber E-Mail: ecscws@nus.sg oder iiber Fax: (65)
775-2646
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