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Zog PEPYS falsche Schliisse? Und hat NEWTON recht?

von Rudolf Haller, Miinchen

Zusammenfassung: Es handelt sich um Ergianzungen zu Isaac Newton — Der moderne
statistische Berater (Stochastik in der Schule 16(1996)2). Das im Artikel von LESLIE
GLICKMAN behandelte Problem von PEPYS wird in einen allgemeineren Rahmen gestellt und
dabei untersucht, ob die von NEWTON gefundene Monotonie noch zutrifft, wenn man

1. statt der Wiirfel andere Zufallsgerite jeweils gleicher Art zuliBt,

2. diese Zufallsgerate mischt, oder

3. die urspriingliche Anzahl der Wiirfel bestandig erhoht.
Und schlieBBlich ist der Autor iiberzeugt, daB NEWTON das Wartezeitexperiment nicht richtig
gelost hat.

I. Verallgemeinerungen
NEWTON hat festgestellt: Chance von A > Chance von B > Chance von C, d. h.,
P(»Mit 6 Wiirfeln mindestens 1 Sechs«) >
P(»Mit 2-6 Wiirfeln mindestens 2 Sechsen«) >
P(»Mit 3-6 Wiirfeln mindestens 3 Sechsen«),
oder anders ausgedriickt:
Die Werte 1 —~ F(6n; %; n — 1) der kumulativen Binomialverteilungen F(6n; %)
fallen fiir » = 1, 2 und 3 echt monoton.

Die systematische Art und Weise, in der NEWTON seine Berechnungen ausfiihrte,
brachte HERBERT WESTREN TURNBULL (1885-1961) auf die Idee, T. W.
CHAUNDY und J. E. BULLARD anzuregen, das Problem allgemein zu untersuchen.
Statt der von ihnen verwendeten s-flichigen Laplace-Wiirfel sollte man der An-
schaulichkeit halber von Glicksriadern mit s gleich groBen Sektoren sprechen,
von denen genau einer ROT ist. Treffer ist das Aufireten von ROT. Die Zufalls-

. . 1
grofle X = »Anzahl der Treffer« ist binomialverteilt nach B(ns; 5 ), wenn ns

Gliicksrader gedreht werden. (Fir s = 6 erhilt man firr » = 1 die Chance von A,
fiir n = 2 die von B und fiir » = 3 die von C.)

Bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, mit ns Gliicksradern mindestens n Tref-

) ) 1 .
fer zu erzielen, mit P(ns; ;;X 2 n), dann gilt
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1 1
P(ns; 7 X2n)=1-Fns; 7;n-1).

50 >80

Unter Verwendung des zentralen Grenzwertsatzes zeigten T. W. CHAUNDY und J.
E. BULLARD:

1
1) P(ns; X2 n) fillt entweder bei festem s oder bei festem n echt monoton.

1. Fall; s fest, d. h., die Art des Zufallsgerits ist festgelegt, die Anzahl der Ge-
rite und die der Treffer wird ver-n-facht.

Beispiel:

n

s = 2: Gliicksrad = Miinze

s = 4: Glitcksrad = Tetraeder

1

P(»2 Miinzen mind. ! Wappen«) = 0,75

P(»4 Tetraeder mind. 1 ROT«) = 0,68

2

P(»4 Miinzen mind. 2 Wappen«) = 0,69

P(»8 Tetraeder mind. 2 ROT«) = 0,63

3

P(»6 Miinzen mind. 3 Wappen«) = 0,66

P(»12 Tetraeder mind. 3 ROT«) = 0,61

2. Fall; n fest, d. h., das Zufallsgerit wird in Art und Anzahl verindert, aber die
Anzahl der Treffer bleibt konstant.

Beispiel:

s

n=1

n=2

2

P(»2 Miinzen mind. 1 Wappen«) = 0,75

P(»4 Miinzen mind. 2 Wappen«) = 0,69

3 | P(»3 Glicksrader mind. 1 ROT«) = 0,70 | P(»6 Gliicksrader mind. 2 ROT«) = 0,65
4 | P(»4 Tetraeder mind. 1 ROT«) = 0,68 P(»8 Tetraeder mind. 2 ROT«) = 0,63

6 | P(»6 Wirfel mind. 1 Sechs«) = 0,67 P(»12 Wiirfel mind. 2 Sechsen«) = 0,62
10 [ P(»10 Ikosaeder* mind. 1 ROT«) = 0,65 | P(»20 Ikosaeder* mind. 2 ROT«) = 0,61

* Jedes Tkosaeder hat genau 2 rote Flichen.

1
2) Fiir alle n und s gilt: P(ns; 7; X = n) >%.

>80

. 1 1
3) lim P(ns; $Xzn)=5.
h—>0

Fiir festes s lassen sich 2 und 3 plausibel machen. Bekanntlich ist

k—,u+l
o py k)= @ ——2 |,
(¢2
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also gilt
n-1-n+1 -1 1
F(ns; l; n— l) Al —— 2 | = | <.
s l) ns(s-1)) 2
A Bl q

I1. Zog PEPYS falsche Schliisse?

SAMUEL PEPYS (gesprochen pi:ps, 1633-1703) hatte immerhin 10 £ darauf gewet-
tet, daB A und B gleiche Chancen hitten, wie aus seinem Brief vom 14.2.1694 an
GEORGE TOLLET (11719) hervorgeht. Sowohl NEWTON als auch TOLLET bewiesen

ihm, daB P(6, é;X > 1) > P(12; %;X > 2) gilt, was er schlieBlich glaubte, ohne es

aber zu verstehen. FRANKLIN B. EVANS hofft nun, da weder PEPYS noch sonst
jemand in Verallgemeinerung dieser Ungleichung weitere Wetten der Art einge-
gangen ist, dem A immer einen Warfel mehr zu geben und dem B das entspre-
chende Vielfache davon, wie

(1) A muB mit 7 Wiirfeln mindestens 1 Sechs und B mit 14 Wiirfeln mindestens 2
Sechsen werfen.

(2) A muB mit 8 Wiirfeln mindestens 1 Sechs und B mit 16 Wiirfeln mindestens 2
Sechsen werfen.

EvaNs zeigt, daB in (1) A noch die bessere Chance hat, in (2) hingegen B. Die
Ungleichung kippt!

EvaNs’ Feststellungen lieBen mich seine Art der Wiirfelzuteilung auf PEPYS’ ur-
spriingliches Problem anwenden, und siche da: In der Ungleichungskette ist das
Kippen noch verwickelter:

1 1
P(6;%;X2 1)>P(12;¢:X22)> P18 5K 2 3),

namlich 0,6651 > 0,6186 > 0,5974, d. h., die Chance des A ist groBer als die des
B, und diese ist groBer als die des C.
1 1 1
P X2 D) > P14, ¢4 2 2) < P(21; E;XZ 3),
namlich 0,7209 > 0,7040 < 0,7044, d. h., die Chance des A ist immer noch die
groBte, aber die des C ist grofler als die des B.
1

1
PG~ x> 1) < P(16, 5 X22)<PQ4; ¢ X2 3),
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ndmlich 0,7674 < 0,7728 < 0,7882, d. h., die Chance des C ist grofer als die des
B, und diese ist groBer als die des A.

. . L1
Allgemein 1aBt sich damit mit den Wahrscheinlichkeiten P(n(s + i); R X = n)
spielen. Bei festem s wihlt man / und 148t dann # laufen.

Beispiel: Far s = 6 ergibt i = 0 die 1. Zeile, i = 1 die 2. Zeile und i = 2 die
3. Zeile.

1. Binomialtheorem - Binomialverteilung

Wenn MANFRED BOROVCNIK, der Ubersetzer, meint, den Terminus
»Binomialtheorem« durch »Binomialverteilung« ersetzen zu diirfen, so gebe ich
zu bedenken, daB »Verteilung« ein Begriff erst dieses Jahrhunderts zu sein
scheint. Ich fand ihn erstmals bei RICHARD VON MISES (1883-1953). Hingegen ist
der von GLICKMAN beniitzte Terminus »Binomialtheorem richtig. Darunter ver-

" (n
steht man die Formel (a+5)" = Z(k]akb"_k . Ganz klar verwendet sie 1711
k=0

ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754): Bei einem Versuch sei a die Anzahl der
Fille, in denen ein Ereignis eintreten kann, 5 die Anzahl der Fille seines Nicht-
Eintretens. Wenn nun A darauf setzt, daB8 dieses Ereignis bei n [unabhingigen]
Versuchen mindestens einmal eintrifft, und B auf das Gegenteil, dann verhalten
sich die Chancen von A zu denen von B wie (a +5)" —b"zu b". Und wenn A auf
mindestens zweimaliges Eintreffen setzt, dann Verhalten sich die Chancen wie
(a+b)" —b" — nab™ zu b” + nab™" , usw. fiir die tbrigen Fille. Diese Erkenntnis
ist ein Kernsatz seiner Uberlegungen. PIERRE REMOND DE MONTMORT
(1678-1719) beniitzt das Binomiaitheorem 1708 noch nicht, aber in der wesent-
lich erweiterten 2. Auflage von 1713 findet man es, wenn er z. B. sagt, daf} der
Koeffizient von a*6™* in der Entwicklung von (a+ 5)"die Anzahl der Fille an-
gibt, in denen genau k-mal die Seite a und (n — k)-mal die Seite b einer Miinze
fallen. Mit Hilfe des Binomialtheorems werden also die Michtigkeiten von Fr-
eignissen bestimmt.

IV. Hat NEWTON recht?

NEWTON schreibt am 26.11.1693 an PEPYS: »Ich nahm an, daB A mit einem Wiir-
fel und B mit zweien wirft, der erstere, bis er eine Sechs wirft, der letztere genau-
sooft um zwei Sechsen, und ich fand, daB A im Vorteil ist. [...] Denn hier ist A
deswegen im Vorteil, weil er als erster wirft.«
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Ich fand nirgends einen Nachweis fir NEWTONs Behauptung. DAVID (1957) z. B.
schreibt lediglich »which is true«.

Ich interpretiere NEWTONs Text so: A beginnt und wirft so lange (n-mal), bis die
erste Sechs fillt; damit ist # bestimmt. Nun darf B genausooft wie A werfen, muf}
aber bei diesen n »Doppelwiirfen« mindestens zweimal eine Sechs erzielen. A ist
im Vorteil bedeutet fiir mich: Die Wahrscheinlichkeit, da B bei diesen durch A
festgelegten n »Doppelwiirfen« keine zweite Sechs wirft, mul grofer als 50%
sein. Wegen der Unabhingigkeit des Werfens von A und B gilt fir diese Wahr-
scheinlichkeit

Z P (»A wirft die erste Sechs beim #-ten Wurf und B wirft keine zweite Sechs«)

e e

0 n
IR (1,2, 455 g,
5,o8216 5 8281

A ist tatsichlich im Vorteil. — Lassen wir aber nun B mit dem Werfen beginnen.
Dann ist NEWTON zufolge zu erwarten, daB A nicht mehr im Vorteil ist, da er ja
nicht beginnt und B die Wurfzahl n durch seinen Erfolg festlegt. Die Wahrschein-
lichkeit, daB B genau beim n-ten Doppelwurf die zweite Sechs wirft, ist aber et-
was schwieriger zu bestimmen:

P(»B wirft genau beim n-ten Wurf die zweite Sechs«)

= P(»B wirft genau beim n-ten Wurf eine Doppelsechs und vorher hochstens
eine Sechs« oder »B wirft bei den ersten n — 1 Doppelwiirfen genau eine
Sechs und beim n-ten Doppelwurf die zweite Sechs«).

Wegen der Unvereinbarkeit der beiden Ereignisse erhalt man dafiir den Wert

R e

L3 " n-17).

“125\6
Die Wahrscheinlichkeit, daB B gewinnt, wenn er beginnen darf, ist dann

[ve)
Z P(»B hat genau beim n-ten Wurf die zweite Sechs und A hat bei n Wiirfen keine Sechs«)
n=1

« 2n n
zzL(E) (22,,_17).(5) = 3205 _ 3¢ 704,
£~ 125\6 6 8281
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A ist noch stirker im Vorteil, wenn B beginnt! Hat sich NEWTON geirrt, als er
meinte, A sei im Vorteil, weil er beginnen diirfe? Oder habe ich die Aufgabe nicht
richtig angepackt?

. 641 . . . . .
Ubrigens: Die fehlenden 7,7% = Wsmd die Wahrscheinlichkeit fiir ein Unent-

schieden, d. h. fiir den Fall, daB A und B genau beim n-ten Wurf Erfolg haben,
niamlich

o0 2n n-1 © 3n
ZL(E) (22n - 17)-1(3) L (f) (22n-17).
125\6 6\6 625 “\6

n=1

Fiir den Nachweis, daB sich NEWTON nicht geirrt hat, daB also A geWinnt, wenn
er beginnt, aber nicht, wenn B beginnt, dankt schon jetzt der Autor.
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