Bedingte Wahrscheinlichkeit Verstehen

Stephen Tomlinson, Univ. of Alabama, und Robert Quinn, Univ. of Nevada;

Ubersetzung: Manfred Borovcnik, Klagenfurt

Zusammenfassung: Der Artikel bietet einen neuen Zugang, das schwierige Konzept der be-
dingten Wahrscheinlichkeit zu unterrichten. Die Betonung liegt dabei auf Unterrichten und
SchlieBen. Als technische Hilfsmittel werden Venn-Diagramme und Baumdiagramme eingesetzt.

1. Einleitung

Oberstes Ziel von Ausbildung ist die Forderung von Verstehen: ein Beherrschen
von Begriffen und Verfahren, welches die intelligente Losung von Problemen in
neuen und ungewohnlichen Situationen ermdglicht. In der Mathematik ist dieses
Ziel besonders herausfordernd, weil Lernende oft sehr geschickt die Regeln und
Formeln auswendig merken, welche erforderlich sind, um wohldefinierte Priifungs-
und Lehrbuchprobleme zu 16sen, ohne daB3 sie jemals die Bedeutung oder die Logik
der Argumente, die sie verwenden, einsehen. Wie einschldgige Forschung belegt,
konnen auflerhalb der Schule sogar die vertrautesten Operationen zugunsten von
intuitiven Beurteilungen vernachlissigt werden (Gardner 1991, Piattelli-Palmarini
1994). Aber, so zeigt auch die Erfahrung, wahrend der gesunde Menschenverstand
niitzliche Losungen fiir viele Probleme bereit stellt, konnen uns natiirliche Theorien
zu schwerwiegenden Fehlern verleiten. Um ihre intellektuellen Fiahigkeiten zu
verbessern, miissen Studierende die Grenzen ihrer spontanen Problemlosefahigkei-
ten einsehen lernen und sekunddre Intuitionen entwickeln fiir die praziseren und
maichtigen Denkwerkzeuge der Mathematiker (Fischbein 1987).

2. Wahrscheinlichkeit und Bewertung

Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist eines der schwierigsten Gebiete, wenn man die-
se Ziele erreichen will. Auf der einen Seite enthalten die Gesetze der Wahr-
scheinlichkeit viele abstrakte Ausdriicke, komplexe Terme und ineinander ge-
schachtelte Beziehungen, die fiir Lernende schwer zu verstehen sind. Auf der ande-
ren Seite haben Psychologen, aufbauend auf den Pionierarbeiten von Amos
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Tversky und Daniel Kahneman, gezeigt, da3 alle Menschen der Wirklichkeit mit
Erwartungen und Stereotypen entgegentreten, die eine starke und oft verdrehende
Wirkung auf die Beurteilung ausiiben (Tversky und Kahneman 1974).

Betrachten wir etwa als Beispiel, wie das Gedéchtnis folgendem Problem seine
Handschrift aufprégt: Sei unterstellt, dal3 Linda eine 31jéhrige alleinstehende Frau
ist, welche sich offenherzig zu sozialen Fragen wie Entwaffnung oder Gleichbe-
rechtigung dullert; welche der folgenden Behauptungen ist dann eher wahr?

R: Linda ist Kassierin in einer Bank

Q: Linda ist Kassierin in einer Bank und aktiv in der feministischen Bewegung
Laut Kahneman und Tversky wiéhlten mehr als 80% der Befragten - es befanden
sich auch in Statistik Geschulte darunter - die Antwort Q, obwohl die Menge der
weiblichen Bankkassiere, die Feministinnen sind, in der Menge aller Bank-
kassierinnen enthalten ist (d.h. da Q ¥R, gilt P(Q) # P(R) ) (siche Kahneman, Slo-
vic und Tversky 1982). Wir stellten dieselbe Fragen achtzehn Mathematik-
lehrerstudenten und stellten fest, dal3 nur zwei davon R als das wahrscheinlichere
Ereignis bewerteten!

Der verzerrende Einflu3 unserer natiirlichen Denkfahigkeiten kann daher verfolgt
werden in der Art, wie Leute systematisch relevantes Wissen in Entschei-
dungsprozessen auBBer Acht lassen. Um z.B. zu priifen, wie Versuchspersonen Ba-
sishdufigkeiten (i.e. a priori-Haufigkeiten in einem Bayesianischen Denkmodell) in
thre Bewertungen einbauen, konfrontierten Tversky und Kahneman zwei Ver-
suchsgruppen mit 100 Charakterbeschreibungen. Wahrend der Gruppe A gesagt
wurde, daf3 die Dossiers zu 70 Rechtsanwiélten und 30 Ingenieuren gehdrten, wurde
der Gruppe B die Information gegeben, dal3 es sich um 70 Ingenieure und 30
Rechtsanwilte handelt. Dennoch, trotz dieser verschiedenen Grundgesamtheiten,
gruppierte jede Gruppe ihre Zuordnungen in ungefahr gleichem Anteil - obgleich
Gruppe A etwa doppelt so viele Rechtsanwilte als im Vergleich dazu Gruppe B
identifizieren hitte sollen! Interessanterweise ordneten beide Gruppen die Rechts-
anwélte und Ingenieure jeweils 50:50 und nicht 70:30 bzw. 30:70 zu, wenn sie mit

einem Stapel neutraler Personlichkeitsbeschreibungen konfrontiert waren wie etwa
(siehe Tversky und Kahneman 1974):

"Dick ist ein 30jdhriger Mann. Er ist verheiratet, hat keine Kinder. Ein Mann



von hohen Féhigkeiten und hoher Motivation, er verspricht, sehr erfolgreich
in seinem Beruf zu werden. Er ist bei Kollegen sehr beliebt."

Nach Howard Gardner sind die kognitiven Heuristiken, welche unser Schlie3en in
solchen Féllen natiirlich leiten gut vergleichbar mit optischen Tduschungen - Bah-
nen im Denken, welche nach einiger Uberlegung sich als falsch erweisen. Und
dennoch, trotz ihrer intuitiven Unvermeidlichkeit glaubt Gardner, daf3 solche Urtei-
le durch Metakognition, den bewullten Gebrauch von mathematischen Werkzeu-
gen, iiberwunden werden konnen. Ebenso wie wir die Regeln der Logik anwenden
konnen, um zu giiltigen SchluB3folgerungen zu gelangen, so kann uns, so argumen-
tiert er, Wissen um Wahrscheinlichkeit helfen, intakte (Inferenz-)Schliisse zu for-
mulieren. Das Problem besteht darin, da3 die Fahigkeit, solch sekundéres Denken
anzuwenden, gerade nicht gefordert wird durch traditionelle Unterrichtspraktiken,
die ein Auswendiglernen von Formeln stark gewichten.

In jiingeren Jahren haben Didaktiker und Lehrer daraufreagiert durch Ausarbeitung
zahlreicher pddagogischer Strategien, welche den Studenten helfen, die Grenzen
ithrer subjektiven Theorien zu erkennen und zu lernen, wie stochastische Beziehun-
gen objektiv zu untersuchen sind. So etwa betonen viele Artikel der Intern. Confe-
rences on Teaching Statistics (ICOTS) die Notwendigkeit, dal Studenten Experi-
mente selbst durchfiihren, Spiele durchprobieren, Computersimulationen einsetzen
oder graphische Darstellungen nutzen, damit sie ein empirisch gegriindetes MaB fiir
das Auftreten von Ereignissen bekommen (Grey u.a. 1988).

Solche konkreten Aktivitdten sind erforderlich, damit man so etwas schafft, was
man "sokratische Begegnung" mit den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit nennen
konnte; sie verschaffen ein Niveau personlicher Anlage in die Auflésung solch
problematischer Situationen, welches erlaubt, Beurteilungen in Frage zu stellen,
und mathematische Gesetze offen zu betrachten. Wenn jedoch die Studenten nor-
mative Methoden zur Problemlésung verstehen und anwenden sollen, um ihren
Entscheidungsprozel3 besser auszuleuchten, miissen diese praktischen Erkundungen
unterstiitzt werden durch theoretische Modelle von Ereignissen, seien sie frequen-
tistisch oder klassisch (Laplacesch), denn nur durch ein intuitives Verstiandnis ma-
thematischer Argumente kann intelligentes Denken und rationale Beurteilung un-
terstiitzt werden.



Dennoch empfinden Studenten den Begriff unabhéngiger Ereignisse und die Geset-
ze bedingter Wahrscheinlichkeit als extrem schwierig zu verstehen (siehe Shaugh-
nessy 1993). In der folgenden Erorterung bieten wir einen neuen Zugang zu diesen
Konzepten an, welcher Studenten helfen kann, ein funktionierendes Verstandnis
der Wahrscheinlichkeitsgesetze zu entwickeln. Durch bildliche Darstellung von
Ereignissen zeigen wir, wie Venn- und Baumdiagramm zu einem einzigen Prob-
lemlosewerkzeug zusammengefiihrt werden konnen, was einen graphischen Me-
chanismus bereitstellt zur Darstellung bedingter Wahrscheinlichkeiten und zur Be-
antwortung Bayesianischer Fragen, ohne dal} sich die Studenten komplexe Formeln
zu merken hétten. Da bedingte Wahrscheinlichkeitsbeziige und das Bayes-Theorem
im Kern der wissenschaftlichen Methode liegen und in der Tat auch in die alltigli-
che Erfahrung einsickern, ist die Entwicklung solcher Denkwerkzeuge grundlegend
fiir sachkundiges Entscheiden in vielen Situationen.

3. Venn-Diagramme

Betrachten wird die folgenden drei Ereignisse im Zusammenhang mit dem Wurf
eines fairen Wiirfels:

X: "Eine gerade Zahl"
Y: "Eine Zahl groBer als 2"
Z: "Eine Primzahl"
Wihrend Venn-Diagramme hilfreich sind, jene Versuchsausgénge auszusondern,

die verschiedenen Ereignissen gemeinsam sind, zeigen sie nicht klar die zugrunde
liegenden Beziehungen der Abhingigkeit und Unabhingigkeit, welche wesentlich
sind fiir die Losung von Aufgaben mit bedingten Wahrscheinlichkeiten. Ereignisse
mogen logisch oder zufallsbedingt miteinander zusammenhéngen, letzteres in der
Art, dal} ein Auftreten des einen die Wahrscheinlichkeit des anderen Ereignisses
erhoht oder verringert. DemgemaB, wahrend die Wahrscheinlichkeit fiir Regen un-
abhdngig von unseren Wiinschen ist, hdngt die Zahl der Leute, welche den Regen-
schirm zur Arbeit mitnehmen, von der Wettervorhersage ab.
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Im Fall der Ereignisse X, Y und Z jedoch sind solche Beziehungen keineswegs of-
fensichtlich. Erhoht oder verringert die Kenntnis, dal3 eine Primzahl geworfen wor-
den ist, die Wahrscheinlichkeit, dall der Versuchsausgang eine gerade Zahl ist, oder
bleibt diese Information ohne Auswirkung auf die letztere Wahrscheinlichkeit? Wie
kann weiters, unter den gegebenen Bedingungen, die Wahrscheinlichkeit bestimmt
werden, daf3 beide Ereignisse (Primzahl und gerade Zahl) eintreten? Wie die Ge-
schichte von Linda zeigt, konnen solche Fragen, welche zentral fiir viele Wahr-
scheinlichkeitsprobleme sind, nur beantwortet werden, wenn die impliziten Bezie-
hungen zwischen Ereignissen ganz verstanden werden.

Wie Abb. 1 zeigt, ist es moglich, die Wahrscheinlichkeit kombinierter Ereignisse
wie "A und B" zu finden, indem man alle einzelnen Versuchsausgidnge innerhalb
der entsprechenden Regionen im Venn-Diagramm zusammenfal3t. Aber Vorsicht:
Der Wert P( A n B) ist nicht immer gleich dem Produkt P(A)[P(B) (auch

wenn in der Logik, in der Praxis bzw. im englischsprachigen Kontext A n B oft
verkiirzt als "Produkt" AB angeschrieben wird!). So etwa zeigen die "Durch-
schnittstabellen" fiir X Nn'Y und Y n Z, daf}

P(XnY)=P(X)P(Y)und P(YNZ)=P(Y) P(Z);
die Tabelle fiir X n Z zeigt, daB3
P(XNnZ)#P(X)P(Z).

Dies deswegen, weil X und Z abhingige Ereignisse sind - sie beeinflussen wech-
selweise die Wahrscheinlichkeit des anderen Ereignisses - wiahrend X und Y sowie
Y und Z jeweils unabhingige Ereignisse sind.

Eine der haufigsten Annahmen, die Studenten treffen, ist, daB3 die Wahrschein-
lichkeit des kombinierten Und-Ereignisses durch Multiplizieren der Einzelwahr-
scheinlichkeiten berechnet werden kann. Wéhrend nun diese empirische "Produkt-
regel" fiir unabhéngige Ereignisse zutrifft (wie fiir Y und Z), miissen Studenten da-
zu gebracht werden, zu wiirdigen, wie diese Formel zusammenbricht, wenn es um
abhingige Ereignisse geht. Bringt man die Schiiler dazu, all diese Wahrscheinlich-
keiten P(X),P(X n Y),P(X n Y) usw. aus den Tabellen zu berechnen, so

werden sie damit direkt konfrontiert und, so argumentierten wir, dies bringt einen
kriftigen Anreiz, diese Ereignisse mathematisch zu untersuchen.



Studenten die Formel P(A n B)=P(A) P(B | A) auswendig lernen und sie in

Textbuchbeispielen anwenden zu lassen, wird klarerweise nicht ihr Verstandnis
von Wahrscheinlichkeitsgesetzen sicher stellen. Weil der Ausdruck P (B | A), die

Wabhrscheinlichkeit von B gegeben A, einen Vergleich von Versuchsausgingen in
der Menge A bzw. inder Menge A n B erfordert, miissen die zugrundeliegenden
Beziehungen zwischen den Ereignissen liber die Teilmengenrelation aufgefal3t wer-
den. Tatséchlich sind alle Wahrscheinlichkeiten bedingte Wahrscheinlichkeiten und
werden nach derselben fundamentalen Definition berechnet:

P ( Losungsmenge )

P ( Ergebnismenge )

P ( Ereignis ) =

Sogar Ereignis Z, eine Primzahl zu werfen, hiangt davon ab, ob der Wiirfel fair ist.
Folglich
P(Z)=P(Z | Fairer Wirfel) =P (Z | Universalmenge ) =

Summe aller Wahrscheinlichkeiten von Versuchsausgéngen in der Menge Z 3/6

1
Summe aller Wahrscheinlichkeiten von Versuchsausgéngen in der Menge U 6/6 2

Dieses Argument kann bildlich gefalit werden, indem man die Flache jeder Region
innerhalb des Venn-Diagramms gerade der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ent-
sprechen 1a6t, welches sie reprasentiert. Folglich hat die Universalmenge eine Fla-
che von 1 und, im Beispiel oben, die Menge Z hat eine Flidche von 2.

FlichederRegionZ _ 1/2 _ 1

P(Z)= —
(2) Flache der Region U 1 2

Im allgemeinen hat man fiir zwei beliebige Ereignisse, vorausgesetzt P (A )#0:

P(A n B) _ Fliacheder Region A n B
P(A) Fliache der Region A

Folglich erhélt man aus Abb. 1: Wenn A durch das Dreieck und B durch das obere
Rechteck représentiert werden, so gilt:

P(B|A)=

P(A)=1:P(AnB)=1P(B)=1
_P(AnB)_1/8_
P = =5y T2 4
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P(B|A)= P(g(;)g)

Abb.2: Gesetze fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wie aber werden Werte wie P(Z n X)) bestimmt, ohne da3 man alle einander

ausschlieBenden Versuchsausgéinge in einem Venn-Diagramm abzdhlt? Hier miis-
sen wir auf das zweite unserer mathematischen Werkzeuge zuriickgreifen, das
Baumdiagramm.

4. Baumdiagramme

Wabhrscheinlichkeiten von Ereignissen in mehrstufigen Experimenten werden meist
mit Hilfe von Baumdiagrammen bestimmt. Zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit,
zwei Kopfe zu erhalten, wenn man eine Miinze dreimal wirft, oder, die Wahr-
scheinlichkeit, zufdllig zwei griine Kugeln aus einem Krug zu ziehen, der eine
blaue, drei griine und zwei weile Kugeln enthilt. In solchen Féllen ist die Abhén-
gigkeit oder Unabhéngigkeit von Ereignissen klar festgelegt durch die kausale Ab-
folge des Experiments. Es ist leicht einzusehen, daf3 das Resultat des einen Miinz-
wurfes nicht beeinfluft, wie der nichste ausgehen wird; dagegen wird Entfernen
einer blauen Kugel aus dem Krug die Wahrscheinlichkeit zukiinftiger Auswahlen



beeinflussen.

Die Schwierigkeiten beginnen bei Ereignissen wie X, Y und Z, wo bedingte Bezie-
hungen bestimmt werden miissen durch Uberpriifen logischer Beziehungen, die
durch die Struktur ihrer Teilmengen bestimmt werden. Wir schlagen vor, Venn-
Diagramme mit Baumdiagrammen zu kombinieren, indem man festlegt, daf} die
verschiedenen Verzweigungen eine geordnete Teilmengenbeziehung fiir einander
ausschliefende Ereignisse darstellen. (Liest man in der gegenlaufigen Richtung, so
werden Venn-Diagramme auf jeder Stufe zur Vereinigung von Mengen der vorher-
gehenden Stufe.) Die Teilmengen von A sind A n B und A n B , wihrend
umgekehrt gilt: (m B )D (A nB )= A . Der Grundbaustein dieses Programms ,

die Beziehungen zwischen
P(A), P(AnB),und P(A | B)

zu definieren, wird in Abb. 2 gezeigt. Wie das Diagramm weiters zeigt, kann man,
wenn man von einem Einheitsquadrat ausgeht und es in Ereignisregionen unterteilt,
die Flache als Wahrscheinlichkeit aller einfacher oder kombinierter Ereignisse auf-
fassen.

5. Das Bayes-Theorem

Eine wichtige Klasse von Fragen bezieht sich auf bedingte Wahrscheinlichkeiten,
die implizit in einem Experiment oder in entsprechenden Daten gegeben sind und
erst berechnet werden miissen. Z.B. kdnnte man fragen

"Wie hoch ist P(griin beim ersten Zug | blau beim zweiten)?"
Wie bei der Frage nach P(A|B) in Abb. 2 kehrt diese Frage die Richtung des

Baumdiagramms um; wenn die Zweige von A nach B fiihren, wie kann eine Wahr-
scheinlichkeit berechnet werden, welche von einer Kenntnis iiber B abhingt, bevor
man nach A fragt. Wie Falk (1994) zeigt, haben die meisten Studenten, die man mit
solchen diagnostischen Fragen (der Name stammt daher, weil solche Baysianische
Beziehungen oft in der medizinischen Diagnostik auftauchen) konfrontiert, wenig
bis keine Ahnung, wie nicht-kausale Zusammenhénge berechnet werden konnen -
einige glauben sogar, da3 solche Fragen an sich unsinnig sind. Der iibliche Zugang
zu solchen Fragen geht iiber die Anwendung der Baysianischen Formel, welche in
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threr einfachsten Form so lautet:
P(A)IP(BJA)
P(A)IP(B| A)+P(A)P(B|A)

P(A[B) =

Wie niitzlich auch immer diese Formel sein mag, sie bietet dem Studenten keinerlei
Intuition fiir die Denkprozesse, die notwendig sind, um solche Aufgaben zu 16sen.
Doch hiangt der Ausdruck P (B|A) von einer ganz dhnlichen Teilmengenbezie-

hung ab wie in den vorhergehenden Beispielen mit bedingter Wahrscheinlichkeit.
Das bedeutet:
P(A n B) _ Fliacheder Region A n B

P(A|B)=
(A]B) P(B) Flache der Region B

Die Schwierigkeit liegt natiirlich darin, daf3 es kein Venn-Diagramm fiir die Menge
B in einem Baumdiagramm gibt, das mit Ereignis A startet. Wenn es eines gibe, so
konnte P (A | B) gleichleichtwie P (B | A) abgelesen werden. Aber, so haben

wir argumentiert, weil das Baumdiagramm zusammengesetzt ist aus disjunkten Er-
eignissen, deren Vereinigung die Universalmenge ist, enthélt es natiirlich die Bau-
steine, aus denen man neue Venn-Diagramme aufbauen kann. Kurzum, die Menge
B - und die Menge B - konnen sehr einfach erzeugt werden, indem man das Baum-
diagramm durch Vereinigung von Mengen ausdehnt. Das Ergebnis ist, wie das
Diagramm in Abb. 3 fiir X und Z zeigt, ein Baum mit Pfeilen in beiden Richtungen,
der alle Ereignisse enthilt, die erforderlich sind, um jede beliebige bedingte Wahr-
scheinlichkeit zu berechnen.

Natiirlich konnen, sobald die Studenten mit dieser Methode vertraut sind, die Venn-
Diagramme aus dem Baumdiagramm wieder weggelassen und durch die Wahr-
scheinlichkeitswerte ersetzt werden (siche Abb. 4).

Man betrachte das folgende Beispiel, urspriinglich von Kahneman und Tversky
(1974) prasentiert, welches zu einer Art Klassiker in der Literatur iiber bedingte
Wahrscheinlichkeitsurteile geworden ist (Scholz 1987).

Ein alter Mann wird Zeuge eines Autounfalls mit Fahrerflucht und berichtet, daf3
das fliichtende Auto ein blaues Taxi gewesen sei (Behauptung b). Es gibt zwei
Taxiunternehmen in der Stadt, die blaue (B) mit 15 und die griine (G) mit 85
Autos. In der Verhandlung wird die Sehfahigkeit des Mannes gepriift und man
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bekommt heraus, dal3 er in 80% der Félle die richtige Farbe zuordnen kann, d.h.
P(b|B)=P(g|G)=038.

PnX) = /6

%

2 1 4

;
316 &
S |1

1 % 1 Abb. 3: Baum-
Z X diagramm fiir X
und Z
Ya

Nachdem sie diese Information geben, stellen Tversky und Kahneman die folgende

Baysianische Frage:

Q: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da ein blaues Taxi in das Verbrechen
verwickelt war?

Die meisten Versuchspersonen raten, dall der Wert von Q weit tiber 72 liegt. in un-
seren eigenen Versuchen fanden wir heraus, dafl auch Mathematiklehrerstudenten
geneigt sind, die Beurteilung des alten Mannes als zuverlissig einzustufen.

Doch, wie iiberzeugend dieses Argument auch sein mag, Geschworene, die nach
dieser Uberlegung zum Urteil kommen, wiirden wahrscheinlich den falschen Fahrer
ins Gefangnis schicken! Denn, folgt man unserer SchluBweise, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB3 ein blaues Taxi in den Unfall verwickelt war, zufolge der Be-
hauptung des alten Mannes gleich:

P(B nb)

P(BIb)= s

[Hier wird nicht unterschieden, ob es sich um Aussagen handelt, oder um Mengen
von Versuchsergebnissen, die fiir diese Aussagen "glinstig" sind. ]
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P(BAD) = 0,12 e F(BIR) =

Pl[b|E]| . 0,12
0.29
P(B)=0.15 ‘*--|p (BAg) = 0,03 D,Ee>
0,85 DE____..-r|P|[G.rxb]| =017 0.71

ﬁ

0.8
—{P(Grg) = 0,68

Abb. 4: Das Fahrerfluchtbeispiel
Wie Abb. 4 zeigt, gilt
P(b)=P(B n b)+P(G n b)=0,12 + 0,17=0,29
und daher ist

0,12 _
0,29

Wihrend Shaughnessy (1992) sicherlich recht hat, wenn er dafiir pladiert, diese
Héufigkeiten in einer Reihe von Versuchen zu simulieren, ist die einfache Metho-

P(B|b)=

de, die wir zur Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten vorschlagen, sehr
wohl innerhalb der Reichweite der Féhigkeiten der meisten Studenten. In der Tat
fanden wir heraus, dafl Studenten die Bayes-Formel selbst herleiten konnten mit
der einfachen Methode der Erweiterung der Baumdiagramme fiir die Ereignisse A
und B. Ein wiinschenswerter Umstand, sofern man zuerkennt, daf3 auf die Praxis
eben Theorie folgen sollte.

6. Abschlieffende Betrachtungen

Bedingte Wahrscheinlichkeit ist ein schwieriges Thema fiir Studenten. Seine zent-
ralen Gesetze sind, hdufig jeder Intuition widersprechend, zusammengesetzt aus
abstrakten Termen und komplexen Gleichungen, welche sich nicht unmittelbar mit
subjektiven Intuitionen der Erfahrung vernetzen. Wenn Studenten die mathemati-
schen Fertigkeiten erwerben sollen, die fiir rationales Bewerten erforderlich sind,
mulB sich der Unterricht darauf konzentrieren, die personlichen Verzerrungen und
kognitiven Heuristiken, wie sie von Psychologen identifiziert wurden, herauszufor-
dern, und - auf besonders leicht zugidngliche Art - die Stiarke von stochastischem
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Denken demonstrieren.

In unserer Diskussion schlagen wir ein graphisches Werkzeug vor, das bei diesem
Vorhaben helfen kann. Obwohl das Model, das wir vorschlagen, nicht auf alle
Probleme mit bedingten Wahrscheinlichkeiten passen mag, glauben wir, daf es in
Kombination mit empirischen Untersuchungen (Simulationen), wie Shaughnessy
sie vorschlagt, zum Werkzeugkoffer der Lehrerln beitragen kann, mit dem er/sie
Studierenden hilft, mit abhéngigen und unabhingigen Ereignissen, normativen Re-
geln fiir kombinierte Ereignisse und der Logik Bayesianischer Fragen zurande zu
kommen.
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