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Zusammenfassung: Wir analysieren ein derzeit
nicht nur in Casinos, sondern auch bei allen MS-
Windows Benutzern sehr beliebtes Kartenspiel — Pa-
tience — in einer sehr einfachen Version. Es zeigt sich,
dass die optimale Strategie in diesem Spiel zu einem
viel diskutierten Thema der modernen Wahrschein-
lichkeitstheorie fuhrt, der Lénge der langsten wach-
senden Teilfolge einer zufélligen Permutation.

1 Einleitung

Bekanntlich gehen die Anfange der Wahrscheinlich-
keitsrechnung auf die Analyse von Gliicksspielen
zuriick. Laplace und mit ihm viele andere entdeckten
ihre grundlegenden Prinzipien im Bemiihen, Wirfel-
spiele oder Roulette zu verstehen.

Komplizierter gestaltete sich die Analyse von Kar-
tenspielen, da hier neben der Zufallskomponente
auch strategische Elemente eine Rolle spielen. Selbst
Spiele, die eine recht einfache Struktur zu haben
scheinen, an denen beispielsweise wie im Patience-
Spiel nur ein Spieler teilnimmt, bieten eine solche
Fille an Entscheidungsmdglichkeiten, dass sie einer
mathematischen Analyse bislang unzugénglich ge-
wesen sind.

In der vorliegenden Arbeit sollen die auftretenden
Probleme an einer sehr einfachen Version von Pa-
tience beispielhaft beleuchtet werden. Auch erlaubt
die einfache Struktur interessierten Schilern, Simu-
lationen dieses Spiels auf dem Computer, beispiels-
weise im Rahmen einer Facharbeit, eigenstandig
durchzufiihren, um ein Geflihl fiir das Spiel zu ent-
wickeln und Vermutungen tber sein Ergebnis aufzu-
stellen. Die optimale Strategie ist nicht nur fiir jeden
Schiiler nachvollziehbar, sondern kann von ihm bei
intensiver Beschaftigung auch selbststandig hergelei-
tet werden.

Andererseits verkniipft sich die optimale Strategie
mit einer Zufallsvariablen, die zwar von ihrer Defini-
tion her einfach zu verstehen ist, deren Verhalten aber
jahrzehntelang Anlass zu Vermutungen gegeben hat.
So bietet sich den Schiilern die Mdglichkeit, anhand
eines einfachen Beispiels Fragestellungen aktueller
mathematischer Forschung kennenzulernen (und zu
erfahren, dass es so etwas Uberhaupt gibt).

2 Patience

Patience, zu deutsch Geduld, bezeichnet gleich eine
ganze Gruppe von Einpersonen-Kartenspielen, die
Mitte des 18. Jahrhunderts in Frankreich aufkamen
und damals vom Adel mit Karten aus Silber gespielt
wurden. Mit der Einfiihrung der Spielkarten aus Pap-
pe fand das Spiel auch in den weniger betuchten
Schichten der Bevolkerung Verbreitung. Allen Va-
rianten von Patience ist zu eigen, dass Karten von
einem oder mehreren Stapeln aufgenommen werden
und — nach variierenden Spielregeln — in einen oder
mehreren anderen Stapeln wieder abgelegt werden.
Je nach Spielart ist entweder die Anzahl der abgeleg-
ten Karten zu maximieren oder die Anzahl der Stapel
zu optimieren (minimieren oder maximieren). Die
derzeit wohl bekannteste Variante von Patience fin-
det sich unter seinem englischen Namen “Solitaire”
unter dem Computer-Betriebssystem Windows. Eine
ahnliche Version kann auch in vielen amerikanischen
Spielbanken gespielt werden. Man zahlt einen gewis-
sen Betrag, etwa 10 $, fiir ein Deck von 52 Karten
und bekommt einen Gewinn flr jede im Endstapel
abgelegte Karte. Natiirlich haben alle Spielbanken
ein Interesse daran festzustellen, wieviele Karten im
Mittel ihren Weg zum Endstapel finden, um Einsatz
und Gewinn angemessen festlegen zu kénnen. Lei-
der ist eine rigorose mathematische Analyse dieses
Spiels bislang in weiter Ferne.

In diesem Artikel werden wir uns einer bedeutend
einfacheren Variante von Patience zuwenden. Wir
bendtigen ein Kartenspiel von N Karten, die ”line-
ar geordnet” sind, d.h. fiir je zwei Karten ldsst sich
entscheiden, welche die hoher wertige ist. Beispiels-
weise kann man von einem Kartenspiel nur die Herz-
karten entnehmen und diese mit der Ordnung

As<2<3<---<B<D<K

versehen. Die Karten werden gemischt und auf einen
Stapel gelegt. Von diesem Stapel wird nun sukzessi-
ve eine nach der anderen Karte von oben entnommen
und in einem von mehreren Stapeln abgelegt. Die Re-
gel dabei ist, dass eine Karte nicht auf einen Stapel
gelegt werden kann, wenn sie héher als dessen obers-
te Karte ist. Gibt es keinen Stapel, auf den eine neu
gezogene Karte gelegt werden kann, muss ein neuer
Stapel angefangen werden. Ziel ist es, das Spiel mit
so wenig Stapeln wie mdglich zu beenden.
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3 Mathematisches Modellieren und
Mischen

Einer Computersimulation des obigen Patience-
Spiels muss nattirlich ein mathematisches Modell zu-
grunde liegen. Hierbei ist die erste Frage, die es zu
klaren gilt: Was bedeutet es, dass wir das Kartenspiel
zu Beginn gut mischen?

Der Sinn eines solchen Mischens ist es offenbar,
die Karten aus einer moglicherweise bekannten An-
fangssituation so durcheinander zu bringen, dass die
Reihenfolge nicht mehr vorhersagbar ist. In mathe-
matischer Sprechweise erhalten wir durch Mischen
eine Permutation unserer Karten, oder, wenn wir die
Karten mit 1 bis N durchnummerieren, eine Permu-
tation der Zahlen 1,...,N. Die Menge aller Permuta-
tionen von {1,...,N} heilt symmetrische Gruppe und
wird mit Sy bezeichnet.

Ein Kartenspiel kénnen wir als gut gemischt bezeich-
nen, wenn wir nach dem Mischen keine ldee mehr
haben, welche Permutation vorliegt, d.h. wenn al-
le Permutationen o € Sy gleich wahrscheinlich sind.
Nun hat Sy N! viele Elemente, d.h. wir diirfen das
Kartenspiel als gut gemischt bezeichnen, wenn fir
die Situation nach dem Mischen gilt:
. 1
P(o liegt vor ) =: P(0) = NI
Wie ldsst sich nun am praktischsten eine Permuta-
tion o € Sy simulieren? Formal lasst sich eine Per-
mutation o als eine Folge von N Paaren (i,0(i)) auf-
schreiben mit 1 <i <N und 1 < o(i) < N. Hierbei

bezeichnet o(i) den Platz an dem die Ziffer i in der
Permutation o erscheint. Die Permutation

0= {(1,2), (271)7 (3’3>} €33

bedeutet, dass Karte 2 nach dem Mischen auf Platz 1,
Karte 1 auf Platz 2 und Karte 3 auf Platz 3 gelandet
ist. Manchmal schreibt man dafiir kiirzer o = (2 1
3) € S3. Nun ist es offenbar gar nicht wichtig, dass
die o(i) € {1,...,N} sind. Wichtig ist allein, dass
fur i # j auch o(i) # o(j) ist. Dann kann man die
i €{1,...,N} in der auf- oder absteigenden Reihen-
folge der of(i) aufschreiben und erhélt eine zuféllige
Permutation. Dies ist beispielsweise gewahrleistet,
wenn man fur jedes i eine Zufallsvariable o (i) zieht,
die unabhédngig von allen anderen und uniform im In-
tervall [0,1] verteilt ist (eine solche ist leicht auf ei-
nem Computer zu erzeugen). Hierbei bemerke man,
dass flir zwei uniform auf [0, 1] verteilte Zufallsvaria-
blen X,Y mit Wahrscheinlichkeit eins X #£Y gilt. Es

wird also stets fiir i # j entweder o(i) < o(j) oder
umgekehrt o(j) < a(i) gelten. Ein Rezept zum Er-
zeugen einer Zufallspermutation lautet genauer also
so:

e Erzeuge unabhéngige, uniform in [0, 1] verteil-
te Zufallszahlen o (1),...,0(N).

e Ordne {1,...,N} so, dass
O'(il) < O'(iz) <. < O'(iN)

gilt. Hierbei ist {i1,...,in} die neue Anord-
nung der Menge {1,...,N}.

e Dannist (i, iz,...,iN) € Sy eine zufdllige Per-
mutation.

4 Strategien im Patience-Spiel

Wir wollen nun annehmen, das Kartenspiel sei gut
gemischt (wie viele Mischvorgénge dafir notwen-
dig sind, steht auf einem anderen Blatt und kann hier
nicht im Detail erldutert werden).

Wir probieren nun, unser einfaches Patience-Spiel
aus Kapitel 2 zu spielen. Wie kann man erreichen,
dass zum Schluss so wenig Stapel wie mdéglich aus-
gelegt sind? Eine Strategie liegt auf der Hand: Wir
legen jede neue Karte auf den erstmdglichen Stapel.
Diese Strategie wollen wir die gierige Strategie nen-
nen. Schauen wir sie uns anhand eines Beispiels an:

Beispiel 4.1 Der gemischte Kartenstapel von N =
10 Karten sei gegeben durch

53 6 749 1018 2

Spielen wir damit Patience gemaR der gierigen Stra-
tegie, erhalten wir die folgende Abfolge von Stapeln:

5 3 3 3 34
56 567 567

o

1
34 34 34
5679 567910 567910
1 12
34 8 34 8
567910 567910




Wir haben unser Spiel also mit fiinf Stapeln been-
det. Aber wie gut ist das? Der folgende Satz sagt
aus, dass in der Tat dieses Ergebnis das bestmdgliche
ist. Bevor wir ihn formulieren und beweisen kdnnen,
mussen wir noch einen Begriff einfiihren:

Definition 4.2 Es sei o € Sy. Eine steigende Teilfol-
ge der Lange k von o ist eine Folge i; < --- < ik, SO
dass

0'(i1)<---<0'(ik).

Beispiel 4.3 In der obigen Permutation
(5,3,6,7,4,9,10,1,8,2)

ist eine steigende Teilfolge 5,6,7,9,10. Dieses ist
gleichzeitig die langste steigende Teilfolge. Die stei-
gende Teilfolge 3,6,7,9,10, die ebenfalls Lange fiinf
hat, zeigt, dass es offenbar mehrere langste steigende
Teilfolgen einer Permutation geben kann.

Wir sind nun in der Lage zu beweisen, dass die oben
eingefiihrte gierige Strategie in der Tat optimal ist.

Theorem 4.4 In dem oben dargestellten Patience-
Spiel ist die gierige Strategie optimal. Sie benotigt
so viele Stapel wie die Lange der l&angsten steigenden
Teilfolge in dem gemischten Kartenspiel. Jede andere
Strategie bendtigt — selbst bei vorheriger Ansicht des
gemischten Kartenspiels — mindestens ebenso viele
Stapel.

Beweis. Fir die eine Richtung bemerken wir, dass,
falls iy < --- < ik eine steigende Teilfolge in dem
gemischten Kartenspiel ist, die Karten iq,...,ix auf
verschiedenen Stapeln landen mdissen. In der Tat:
Zu dem Zeitpunkt, an dem Karte ij gezogen wird,
missen, laut Spielregel, die Stapel, in denen die Kar-
ten iy,...,1j—1 abgelegt wurden, eine oberste Kar-
te zeigen, die kleiner oder gleich ig,...,ij_1 ist. Da
ij > iy fir alle k € {1,...,j — 1} ist, muss also ij
auf einem anderen Stapel abgelegt werden. Somit
benotigt jede Strategie mindestens so viele Stapel
wie die Lange der langsten steigenden Teilfolge.

Fur die umgekehrte Richtung nehmen wir an, wir
spielen unser Patience-Spiel mit der gierigen Strate-
gie. An jede Karte, die nicht in einem schon errich-
teten Stapel landet, hangen wir einen Pfeil an. Die-
ser zeigt auf die Karte im Stapel links von ihr, die
in diesem oben lag, als die betreffende Karte gespielt
wurde. In Beispiel 4.1 ergibt sich

3 3 3+4
) 5\6 5\6<—7 5\6<—7

1
3+4 3«4 3+4
5 6+7+9 5\6<—7<—9<—1O 5\6<—7<—9<—1O
1 1<2
3.4 8 3.4 8
5 \6<—7Z9<—1O 5 \6<—7Z9<—1O

Folgt man den Pfeilen von einer Karte im dulersten
rechten Stapel riickwarts, ergibt sich eine Zahlenfol-
ge, im Beispiel 10,9,7,6,3. Diese, in umgekehrter
Reihenfolge gelesen (im Beispiel: 3,6,7,9,10) ist ei-
ne steigende Teilfolge i; < --- < ik des gemischten
Kartenspiels. In der Tat: Dass i1 < --- < ik eine Teil-
folge ist, folgt aus der Konstruktion. Ware sie nicht
steigend, dann ware beispielsweise ein ij < ij_ fir
ein j. Aber dann hdtte geméaR der gierigen Strate-
gie die Karte ij auch auf den Stapel gelegt werden
konnen, auf welchem i;_; liegt. Somit kann die Teil-
folge iy < --- < ik nur dann nicht steigend sein, wenn
wir nicht die gierige Strategie gespielt haben, im Ge-
gensatz zur Annahme.

Dabher ist die so konstruierte Teilfolge steigend. Da
sie genau eine Karte aus jedem der Stapel enthalt,
muss es nach der einleitenden Uberlegung eine
langste steigende Teilfolge sein. Dies beweist die Be-
hauptung. m

Eine hiibsche Ubung ist es hier, einen &hnlichen
Algorithmus zur Konstruktion samtlicher langster
wachsender Teilfolgen einer Permutation anzugeben.

Die geschilderte Variante des Patience-Spiels wird
auch Patience-Sortieren genannt, und zwar aus fol-
genden Grinden: Am Ende des Spiels liegt Karte 1
oben im ersten Stapel, wenn man Karte 1 wegnimmt,
liegt Karte 2 oben auf einem der Stapel, wenn man
diese wegnimmt, liegt Karte 3 oben auf einem der
Stapel usw. Mit Hilfe dieses Vorgehens kann man
also die Karten von Hand sortieren.

5 Simulationen

Fur eine Aufgabe, die auch von Schiilern im Rahmen
eines kleineren Projekts geldst werden kann, bietet
sich z. B. die folgende Frage an: ”Stellen Sie sich vor,
Sie sind Besitzer eines Spielcasinos, das die oben
diskutierte Variante des Patience-Spiels anbietet. Ein
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Deck Karten kostet 10 Euro. Fir ein gewonnenes
Spiel zahlen Sie 100 Euro aus. Ab wieviel Stapeln
kann man fiir gegebenes N ein Spiel fiir gewonnen
gelten lassen, wenn Sie im Mittel die Halfte des Ein-
satzes als Gewinn behalten wollen? Simulieren Sie
die Situation fur verschiedene N.”

Da wir in Abschnitt 3 schon besprochen haben, wie
man N Karten mischt, ist die gierige Strategie nun
leicht progammierbar. Eine Simulation durch Aldous
und Diaconis in [1] liefert fir N = 52 Karten (also
ein gewohnliches Kartenspiel) und 10000 Versuche
die folgende Tabelle:

Anzahl der Stapel 8 9 10 11 12
Haufigkeit 54 525 1746 2791 2503

13 14 15 16 17 18
1518 632 186 33 17 1

Anzahl der Stapel
Haufigkeit

Gewohnlich wird man also mit zehn bis dreizehn Sta-
peln das Spiel beenden. Ca. fiinf Prozent aller Spiele
enden mit neun Stapeln und weniger. Mit dem ge-
nannten Ziel, die Halfte des Einsatzes als Gewinn zu
behalten, kann man also bei Gewinnausschittung des
zehnfachen Einsatzes ein Spiel mit N = 52 Karten als
gewonnen gelten lassen, wenn es mit neun Stapeln
oder weniger endet.

6 Rekorde

Man kann sich beim Patience-Spiel, welches wir hier
vorgestellt haben, auch fragen, wieviel Karten in den
verschiedenen Stapeln im Schnitt liegen. Auch hier-
zu kann man Simulationen durchfiihren. Wir greifen
im Rahmen des schulmathematischen Verstandnisses
einen weiteren Aspekt heraus: die Karten des ersten
Stapels sind die Rekord-Karten. Damit meinen wir
diejenigen Karten, deren Nummer (Label) kleiner ist
als die Nummer aller Vorgangerkarten. In unserem
Beispiel aus Abschnitt 4 sind dies die Rekorde 5,3,1.

Wenn man mit A; das Ereignis die i’te Karte ist ein
Rekord bezeichnet, so gilt P(A;) = 1/i und die Er-
eignisse (Aq,...,An) sind stochastisch unabhéngig.
Dies ist keinerwegs elementarer Schulstoff. Die sto-
chastische Unabhangigkeit entspricht auch nicht un-
bedingt unserer Intuition: ist die i’te Karte ein Re-
kord, wirden wir vermuten, dass dies das Eintreten
des Ereignisses, die i+ 1’te Karte ist auch ein Re-
kord, beeinflusst. Wir diskutieren den durchaus auf-
wendigen Beweis der stochastischen Unabhangigkeit
hier nicht. Warum ist P(A;) = 1/i? Dem gut gemisch-
ten Deck wird eine Folge von i Karten als Teilmenge

entnommen. Jede mogliche Teilmenge der Méchtig-
keit i kann laut Voraussetzung (gute Mischung) mit
gleicher Wahrscheinlichkeit gezogen werden. Die
niedrigstwertige unter den gezogenen Karten ist der
Rekordanwarter. Er kann mit gleicher Wahrschein-
lichkeit an jeder Stelle der Folge liegen, also mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit 1/i, so auch an letzter Stel-
le, wodurch der Anwaérter zum Rekord wird. Also
ist P(A;) = 1/i. Diese Uberlegung gilt unabhingig
davon, ob schon zuvor in einer Teilfolge der Lange
i” < i das Rekordereignis beziiglich eines anderen
Anwarters eingetreten ist.

Haufig ist eine Diskussion der Berechnung von Er-
wartungswert und Varianz einfacher, wie eben auch
in diesem Beispiel. Bezeichnet R; die Zufallsgrofie,
die den Wert 1 annimmt, wenn die i’te Karte ein Re-
kord ist, und sonst den Wert 0 annimmt, so ist Rj = 1
mit Wahrscheinlichkeit 1/i, also ist der Erwartungs-
wert E(R;) = 1/i. Die Anzahl Sy(1) = SN, R; der
Rekorde in einer zufalligen Permutation von N Kar-
ten (und somit die Anzahl der Karten im ersten Deck
des Patience-Sortierens) erfillt somit

N

1
ESn(1)=H = ~IlogN.
i;'

DaR2 =R, gilt, istV (R)) =E(R?) —E(R))?2=1/i—
1/(i?). Also gilt fir die Varianz

N1 1
V(Sn(1)) = .Z\T(l_T) ~ logN.

Mit etwas mehr mathematischem Aufwand kann
man sogar zeigen, dass die Verteilung von

Sn(1) —logN
/IogN

gegen die Standardnormalverteilung konvergiert.
Dies gehort aber in der Regel noch nicht einmal
zum Standardstoff einer einflihrenden Vorlesung zur
Wahrscheinlichkeitstheorie. Das Patience-Spiel lie-
fert eine schone Simulationsmdglichkeit der Rekorde
eines gemischen Kartendecks.

7 Ausblick — Ulams Problem

Das hier diskutierte Patience-Spiel flihrt bei weite-
rem Studium in ein bekanntes Thema der moder-
nen Wahrscheinlichkeitstheorie: Ulams Problem, der
Frage nach dem Verhalten der langsten wachsenden
Teilfolge einer Zufallspermutation. Diese Frage wur-
de bereits von Ulam 1961 aufgeworfen [11]. Mit Hil-
fe von Simulationen (die er aufgrund der begrenz-
ten Computermoglichkeiten zu dieser Zeit nur fir
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N = 10 durchfiihren konnte!) vermutete er, dass der
Mittelwert der Lange der langsten steigenden Teilfol-
ge einer Permutation o € Sy sich asymptotisch wie
¢-+/N verhilt, wobei c eine Konstante ist.

Die Frage wurde 1972 von Hammersley beantwor-
tet [7]. Der Wert fiir ¢, ndmlich ¢ = 2, wurde 1977
von Kerov und Vershik gefunden [9]. Ein unabhangi-
ger Beweis fiir ¢ = 2 wurde im selben Jahr von Lo-
gan und Shepp [10] gefunden. Andere Beweismetho-
den fiir dieselbe Tatsache wurden spéter von Aldous
und Diaconis [1], Johansson [8] und Groeneboom
[6] gefunden. Ein vieldiskutiertes Thema seit 1977
war die Frage nach einem zentralen Grenzwertsatz
fur die Lange der langsten steigenden Teilfolge ei-
nes 0 € Sy. Genauer versucht man die Lénge der
langsten steigenden Teilfolge eines o € Sy durch eine
Funktion von N zu dividieren, so dass man asympto-
tisch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung erhalt, die
nicht nur in einem Punkt konzentriert ist. Wie eben
bemerkt, ist beispielsweise /N dafiir nicht die rich-
tige Funktion (Skala), denn die Lange der langsten
steigenden Teilfolge eines o € Sy dividiert durch v/N
konvergiert gegen 2. Anschaulich versucht man eine
Art “de Moivre-Laplace-Gesetz” fiir die Lénge der
langsten steigenden Teilfolge zu finden. Auch wenn
es natirlich keinen Grund gibt, anzunehmen, dass
das bei einer solchen Skalierung auftretende Limes-
gesetz stets die Gaulische Glockenkurve — die Nor-
malverteilung — ist, war die folgende Entdeckung von
Baik, Deift und Johansson 1999 [3] doch eine groRRe
Uberraschung: Die richtige Skala fiir solch ein Li-
mesgesetz ist N¢, und die Fluktuationen sind asym-
ptotisch nicht normal verteilt.

Die Beweise der oben genannten Sétze bieten einen
Querschnitt durch weite Bereiche der Mathematik.
Sehr lesenswerte, weiterfiihrende Ubersichtsarbeiten
findet der interessierte Leser in Deift [4] und Aldous
und Diaconis [2].
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