Uber Wahrscheinlichkeiten beim Doppelkopfspiel*

HEINZ ALTHOFF, BIELEFELD

Zusammenfassung Spielabend aufgrund ihrer Erfahrung aus mehreren
Fur 8 verschiedene Kartenverteilungen beim Dop- Tausend Spielstunden die Wahrscheinlichkeiten ein-
pelkopf hat der Autor seine 5 Doppelkopffreunde gesclatzt haben.

die Haufigkeit ihres Auftretens sétizen lassen und

spater zum Vergleich deren Wahrscheinlichkeit be- Die Sclatzungen solltentir den Fall erfolgen, dass
rechnet. Daiiber hinaus werden Anregungen gege- Wir zu Viert mit 40 Karten (also ohne Neunen) spie-
ben, wie man die Aufgabenstellungen in mehrfacherlen.? Die Schatzwerte sollten des besseren Vénst-
Hinsicht variieren kann. nisses wegen als Antworten auf die Frage “Bei un-
gefahr wieviel korrekten Kartenausteilungen passiert
es nach Deiner Meinung im Durchschnitt, dass die
Karten folgendermal3en verteilt sind: ...” angegeben
werden und wurden dann von mir notiert.

1 Einige mogliche Kartenverteilungen; Schatz-
werte fUr die Haufigkeit ihres Auftretens
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weiterer Ereignisse bei der (als allig angenomme-
nen) Kartenverteilung von 40 Karten auf 4 Spieler zu Tah. 1: Gesckitzte Anzahlen von Kartenausteilun-
berechnen. Es ging um folgende acht Ereignisse:  gen, bei denen die betrachteten Ereignisse eintreten.

Ey: Ich bekomme die 6@chsten Tumpte. Auffallend sind die (auch anderswo beobachteten)

stark differierenden Sétzwerte der einzelnen Spie-
ler. Dies zeigt, dass selbst erfahrene Kartenspieler oft
falsche oder nur sehr vage Vorstellungenimgizh

Es: Ich habe im 1. Stich das Ausspiel, mein blan- des Eintretens von zafligen Ereignissen haben. Wie

kes Herz-As und mein zweifach besetztes die sgateren Berechnungen zeigen werden, wurden
Kreuz-As gehen im 1. und 2. Stich durch, weil daitiber hinaus tendenziell kleine Anzahlen als deut-

alle Mitspieler jeweils “bedienen” iissen. lich gro3er und groRe Anzahlen als deutlich kleiner

_ . . ) eingeschtzt.
E4: Ich ziehe im 1. Stich mein blankes Herz-As

aus, es geht durch, weil jeder Mitspieler eine sje, liebe Leserinnen und Leser, sollten nun den Mut
Herz-Fehlkarte hat. haben, in die Tab. 1 auch Ihre Sthwerte einzutra-

Es: Mein blankes Kreuz-As gehtim 1. Stich durch, gen, um sie sépte_r mit der? berechneten Wahrschein-
weil alle Mitspieler bedienen issen. lichkeiten vergleichen zudanen.

E,: Ich bekomme als einzigen Trumpf ein Karo-As
(einen “Fuchs”).

Ees: Ich bekomme nur Trumpfkarten. 2 Typisierung der Kartenverteilungen; Aufgaben-
variationen

E7: Ich bekomme nur Fehlkarten.

Sieht man sich die oben beschriebenen Ereignisse

genauer an, so kann man zwei unterschiedliche Auf-

gabentypen erkennen:

Bevor ich im Abschnitt 3 auf die Berechnung der

Eg: Ich bekomme beide Kreuz-Damen (habe also
eine “Hochzeit”).

Wabhrscheinlichkeitiir diese Ereignisse genauer ein- - Bei den Ereignissen i Ey, Es, E7 und E
gehe, nbchte ich zuAchst noch in Tab. 1 zusammen- interessiert die Wahrscheinlichkeit daf dass
stellen, wie meine 5 Doppelkopffreunde aéchsten ich einbestimmtes “Blatt” bekomme.

informationerzum Doppelkopfspiel findet man im Internet, z. B. unter
www.bauv.unibw-muenchen.de/institute/inst10/people/bacher/eigene/doko.htm

2Wenn 5 oder 6 Spieler anwesend sind (wie amaBrdbend), spielen bei uns alle gleichzeitig mit (nach besonders festgelegten
Regeln).
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- Bei den Ereignissen £ bis Es interes- Die Uberlegungen beschmnken sich auf den Fall,
siert die Wahrscheinlichkeit if eine be-  dass
stimmte Kartenverteilung bei den Mitspie-
lern unter der Voraussetzung, dashk ein be-
stimmtesBlatt bekommen habe.

- 4 Spieler gleichzeitig mitspielen,

- jeder 10 Karten bekommt (also ohne Neunen
Weitere Aufgabentypen ergeben sich z. B., wenn gespielt wird),

man bei g, Ey, B, E7 und Es jeweils “ich” durch
“der Kartengeber” oder durch “wenigstens einer der
Mitspieler” ersetzt oder wenn man etwa Ersetzt

durch E: Ich bekomme als Ausspieler beim 1. Stich a|s wesentliche Hilfsmittel werden bei der Berech-
ein blankes Herz-As undlie drei anderen Herz- nyng der WahrscheinlichkeitenaBme, die hyper-
Kartensind auf die drei Mitspieler verteilt. geometrische Verteilung und die Pfadregel(n) be-

Im Sinne von Schupp [1] bietet die Besdti-  Nutzt.
gung mit Wahrscheinlichkeiten bei der Verteilung
von Doppelkopfkarten aber auch noch zahlrei-
che Moglichkeiten der Aufgabenvariation. Beispiele
hierfur sind:

- nach “normalen” Regeln gespielt wird (also z.
B. ohne “Schweinchen”).

Der Einfachheit halber ed#it jeder Mitspieler seine

10 Karten auf einmal, ichekomme meine Karten als

Erster (Man kann sich sowohl gedanklich als auch

auf rechnerischem Wege klar machen, dass die Rei-

- Man kann sich andere “Btter” ausdenken (et- henfolge der Verteilung der Karten keinen Einflufl3
wa E: ich bekomme nur Damen und Buben). auf die Wahrscheinlichkeiten haben kann/darf. Mehr

dazu findet der Leser im "Anhang” zu diesem Auf-

- Man kann die Beschreibung der ‘@ter” satz).

starker einengen, also begEtwa “und genau

4 weitere Timpfe” erginzen. Ich habe die Wahrscheinlichkeiten nicht nur als De-

Zzimalzahlen angegeben, sondern auch in der Form

1:x. So kann man leichter vergleichen, wie stark

- Man kann die Aufgabenstellungen umkehren, die Sclatzwerte meiner Doppelkopffreunde von den
also z. B. die Aufgabe stellen: “Geben Sie Er- x;—Werten abweichen. Elterungen zu einigen
eignisse A mit P(A)=P(B an.” Ansatzen habe ich im "Anhang” zu diesem Aufsatz

erganzt.

- Man kann Spielregeln d@mdern.

- Man kann die Wahrscheinlichkeit der betrach-
teten Ereignisse berechnen, wenn man

(6)(2) _ =0,0000547=1:18278

PR ="
— 48 Karten (mit den Neunen) auf 4 Mit- ()Ez )(%)
spieler verteilt, P(Ey) = (%8) = 0,0000270=1:37048
— 40 Karten auf 5 Mitspieler oder 48 Kar- AR O6®
ten auf 6 Mitspieler verteilt. P(Es) = @ =0,0614=1:16,3
- Man kann (exemplarisch) rechneriscier- G@) @

priifen, ob sich die Art der Kartenausgabe (10, P(E4) = ® (ig)g =0,246=1:4,1~1:4
10, 10, 10 oder 3, 3, 3,3, 4,4, 4,4, 3,3, 3,
3) auf die Wahrscheinlichkeit der betrachteten
Ereignisse auswirkt.

- Man kann die Kartenverteilungen bei Skat
oder Schafskopf betrachten. P(Es) — (53) (16)

3 Berechnung der Wahrscheinlichkeit einiger Er-
eignisse P(E;) =

Bei der nun folgenden Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten gehe ich davon aus, dass der Leser die Kar-p(Es) _

= 0,00000945=1:105852

=0,0577=1:173

ten und die grundlegenden Regeln beim Doppelkopf (‘1‘8)
kennt; andernfalls fn3te er sich (z. B. im Internet) . A2 @) O®
kundig machen. P(E;) = ®T® 0,0947
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(10)-(5)

PE) ="

= P(Er).

4 Bitte an die Leserinnen und Leser

Ich wirde gern meine Sammlung von &thwer-
ten wesentlich erweitern und ase Ihnen deshalb
dankbar, wenn Sie in Ihrem Bekanntenkreis (8eh
Studenten, Doppelkopfrunder@hnliche Schtzun-
gen wie ich durchihren und mir die Ergebnisse per
mail mitteilen wilrden. (Auch lhre eigenen Satz-
werte interessieren mich!) Anders als ich (Ereignis-
se vorgelesen, Sélzwerte aufgeschrieben) sollten
Sie aber besser die Ereignisse in schriftlicher Form
vorlegen (einschlieB3lich der Aufgabenstellung) und
die Sclatzwerte von den Testpersonen dazu schrei-
ben lassen. Die Testpersondimken dann einerseits
besseliiberlegen, andererseits aber auch uéabh
voneinander antworten.

Fur viele der Beteiligten drfte dann der Anreiz gro3
sein, durch eigene Adsze und Rechnungen heraus-
zufinden, wie gut (bzw. schlecht) die Sthungen
waren.
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Anhang

Ich gehe jetzt noch auf einen Wunsch eines Gutach-

ters ein und edutere die An&tze fir die Wahrschein-
lichkeit der Ereigniss&j, Ez, E3, Es undEj. In allen
Fallen werden 10 Karten aus den jeweils noch vor-
handenem Karten auf einmal enthommen und ei-
nem der Spieletiberreicht. Die(,p) verschiedenen
Maoglichkeiten, diese 10 Karten auszafilen, haben
alle die gleiche Wahrscheinlichkeit, es liegt also

10,
ein Laplace-Modell vor. Man béigt jetzt noch die
Anzahl der jeweils gnstigenVersuchsélle bei der
Auswahl der 10 Karten.

Um diese Anzahl bek; zu ermitteln, teilt man die
40 Karten in zwei KlasseiM; (mit den 6 fdchs-
ten Tiimpfen) undM, (mit den 34 anderen Karten)
auf. Zieht man nun aull; alle 6 Karten (ddir gibt

es (3) Moglichkeiten), ausvl, 4 Karten (daiir gibt
es (%) Maoglichkeiten) und legt die gezogenen 10
Karten zusammen, so hat man eilr E£; gunstiges
Blatt bekommen. Die Anzahl deiif E; gunstigen
Blatter ergibt sich nach dem Grundlegendeihlz
prinzip als Produk(?) - (3}). Damitist danrP(E;) =

6\ (34
plow-Sd
Bei E; teilt man die 40 Karten in die Klasséuy (mit
den beiden Karo-AssenM, (mit den 22 weiteren
Trumpfen) undMs ( mit den 16 Fehlkarten) auf.
Bei der Berechnung voR(Ez) bezieht sich der ers-
te Bruch auf das Austeilen von 10 aus 30 noch vor-
handenen Karten an den 1. Mitspieler und der zweite
Bruch auf das Austeilen von 10 aus jetzt noch 20 vor-
handenen Karten an den 2. Mitspieler. Welche Karten
der 3. Mitspieler dann bekommt, liegt dadurch ein-
deutig fest, hat also die Wahrscheinlichkeit 1. Da hier
ein zweistufiges Zufallsexperiment betrachtet wird,
ergibt sichP(Ez) nach der Pfadregel als Produkt der
beiden Wahrscheinlichkeiten in den beiden Teilver-
suchen.

Bei der Berechnung voR(Es) muf3 man zwei alter-
native nogliche Rlle unterscheiden:

- ein Mitspieler bekommt 3 Kreuzkarten, die
beiden anderen Mitspieler bekommen je 1
Kreuzkarte;

- zwei Mitspieler bekommen jeder 2 Kreuzkar-
ten, der 3. Mitspieler bekommt 1 Kreuzkarte.

Wie bei P(E3) gibt dann der jeweils 1. Bruch
die Wahrscheinlichkeit daf, dass der 1. Mitspieler
das beschriebene Blatt bekommt, und der 2. Bruch
die Wahrscheinlichkeit daf, dass der 2. Mitspie-
ler das beschriebene Blatt bekommt, an. Der Fak-
tor 3 beficksichtigt, dass jeder der 3 Mitspieler die
3 Kreuzkarten bzw. als Einziger genau 1 Kreuzkar-
te bekommen kann. Pfad- und Summenregel liefern
dann daraus den AnsaltirfP (Es).

Beim Ansatz @r P(E;) gibt der 1. Bruch die Wahr-
scheinlichkeit dair an, dass ich genau eines der bei-
den Herzasse bekomme. Der 2. Bruch gibt die Wahr-
scheinlichkeit dair an, dass der Mitspieler, der nach
mir seine 10 Karten bekommt, genau eine Herzfehl-
karte bekommt. Analog bezieht sich der 3. Faktor auf
den Mitspieler, der als Dritter seine 10 Karten be-
kommt. Der letzte Mitspieler braucht im Ansatz nicht
beticksichtigt zu werden, da die Wahrscheinlichkeit
(1))
(10)
Der Gutachter hat mich auch noch gebeten, auf die
Unablangigkeit der Wahrscheinlichkeiten von der

fur sein Blatt

= 1 betiagt.
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Art des Austeilens der Karten einzugehen. Ich tue _ (2);8304) 6. 63 GG GO(E)

diesjetzt exemplarischifr P(E1) und das Austeilver- ) & G & 6
fahren (5,5,5,5;5,5,5,5). Das VerfahrendBt sich @) ©:3) Q5 ©:F) 6
sowohl auf andere Austeilverfahren als auch auf© (®) &) @ & &
die anderen Erelgn!ssmbertragen, kann_ allerdings +(g)4(324) @ @ O® B¢
wegen der erforderlichen Fallunterscheidungen sehr™ () ® @) ®) ®)
aufwendig werden 0.5 . 0. O O O
Wahrend beim obigen AnsatirfP(E;) nur ein Teil- TmT® O DO
versuch (Auswah! der 10 Karteprfmlch) betrgphtet +<fls)i(344) @ @ O® ©®
werden muf3te, sind jetzt 5 Teilversuche zutiogr ®) ®) ®) ®) @

si_chtigen (jeweils ers_te 5 Karteriirf mich, de_n 1_. — 0,0000547

Mitspieler, den 2. Mitspieler und den 3. Mitspie-

ler und dann noch die restlichen 5 Kartdir fnich

auswahlen). Dabei sind bei den ersten 5 Kartén f  FUrdie Berechnung lohnt es sich, einige Termverein-
mich noch 5 nbgliche Rille zu unterscheiden, an- fachungen vorzunehmen und einen Taschenrechner
schlieBend jedoch keine weiteren Fallunterscheidun-mit der TastenCr fuir die Berechnung von Binomial-
gen erforderlich. Es ergibt sich koeffizienten zu verwenden.

P(E1)
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