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Einleitung  Eine tatsächliche Einführung stochastischer 
Elemente in die tägliche Unterrichtspraxis in 
der Grundschule fand bislang jedoch nicht oder 
nur sporadisch und höchstens auf Eigeninitia-
tive einiger Lehrerinnen und Lehrer statt. Erst 
durch die PISA-Ergebnisse und die Einführung 
der neuen Bildungsstandards wurden diese 
„stochastischen Intentionen“ von Didaktikern 
wie Arthur Engel wiederbelebt. Seit 2003 wur-
den Empfehlungen zur Erarbeitung stochasti-
scher Konzepte Teil der Lehrpläne aller Bun-
desländer. Im Bezug auf die Stochastik im 
Grundschulbereich ist eine einheitliche Hal-
tung der Bundesländer jedoch nicht erkennbar. 
In Sachsen-Anhalt ist die Stochastik im Rah-
menplan der Grundschule im Vergleich mit 
den anderen Bundesländern am stärksten und 
progressivsten vertreten. Sie wird unter „Sach-
rechnen und Größen“ aufgelistet und zwar als 
Zusammensetzung von elementarem, statisti-
schem Hantieren („mit Stichproben“) und ei-
nem ersten, eher heuristischen Zugang zu 
Wahrscheinlichkeit und Zufall („Einfache Zu-
fallsversuche“). Baden Württemberg liegt da-
bei eher am anderen Ende des Spektrums mit 
einer Einschränkung auf „Daten und Sachsi-
tuationen“ und einen Bezug zu Wahrschein-
lichkeiten nur in Randbemerkungen. Unabhän-
gig von den Empfehlungen in den Rahmenplä-
nen bleibt für die Grundschullehrerschaft das 
reelle Problem der Zeiteinteilung. Wie wir in 
einer kleinen informellen Erhebung feststell-
ten, empfinden es dreißig befragte Lehrerinnen 
und Lehrer in Stuttgart, Kornwesteheim und 
Ludwigsburg als „schwierig“, die Zeit für die 
„alten“ Inhalte zu reduzieren, um einige Stun-
den den „neuen“ Inhalten zu widmen. Inzwi-
schen, auch weil die nächsten Vergleichsarbei-
ten voraussichtlich einige stochastische Aufga-
ben enthalten werden,  sind die befragten Leh-
rerinnen und Lehrer der Grundschule im 
Durchschnitt bereit, bis zu 9 Doppelstunden 
während eines Schuljahrs der Stochastik zu 
widmen: 6 Doppelstunden in der 1. und 2. 
Klassenstufe und 9 Doppelstunden in der 3. 
und 4. Klassenstufe. 

Stochastik in der Grundschule? 
30 Jahre Diskussion in Deutschland 
Dass der Umgang mit elementaren Konzepten 
der beschreibenden Statistik wie einfachen 
Säulendiagrammen, Stichproben und Mittel-
werten in der Grundschule erlernt werden soll 
und kann, scheint inzwischen in Deutschland 
etabliert zu sein. Was aber die Einführung von 
Grundelementen der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie in der Grundschule anbelangt, hat sich im 
Laufe der Jahre eine gewisse Skepsis entwi-
ckelt. Dabei hatten bereits in den siebziger 
Jahren nicht nur statistische, sondern auch 
probabilistische Ideen Eingang in die Didaktik 
der Primarstufe (Grundschule) gefunden, wie 
z.B. aus Richtlinien für Mathematik von Nord-
rhein-Westfalen aus dem Jahre 1975 hervor-
geht. Dort wurden Aktivitäten zu Begriffen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung vorgeschlagen 
(Koßwig, 1975) wie z.B. das Anordnen und 
Klassifizieren von Stichproben (Kinder der 
Klasse nach Alter, Gewicht, Körpergröße, 
Schuhgröße etc.), das Bestimmen der mögli-
chen Ausgänge einfacher Zufallsversuche 
(Werfen mit zwei Würfeln und Beachten der 
Augensumme) und das Vergleichen von zufäl-
ligen Ereignissen nach ihrer Wahrscheinlich-
keit. Auch Spiele, die man im Hinblick auf 
Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung gut einsetzen kann, wurden in den Richt-
linien positiv bewertet: „Ihre Bedeutung für die 
Motivation, die Förderung des kreativen Ver-
haltens und des sozialen Lernens sind un-
bestritten“. Bereits vor dreißig Jahren hatte 
Arthur Engel faszinierende Bücher zu einem 
„vertikalen“ Programm für Stochastik in der 
Primar- und Sekundarstufe (siehe z.B. Zufall 
und Strategie, 1974) geschrieben und bunte, 
handliche Materialien für stochastische Spiele 
in der Grundschule konzipiert. Seine bunten 
Steckwürfel waren für kombinatorische Zwe-
cke bestimmt und seine kleinen Glücksräder 
stellten Verteilungen dar, die beim Thema 
‚Wetten’ zum Einsatz kommen sollten.  
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Eine Einschränkung auf heuristische 
Aspekte der Stochastik für die Grund-
schule 
Die Vorbehalte, Schülern Konzepte der Wahr-
scheinlichkeit in der Grundschule nahe zu 
bringen, scheinen dann weniger begründet, 
wenn man sich das bescheidene Ziel setzt, 
Kindern einen guten Umgang mit den Relatio-
nen „wahrscheinlicher als“ und „gleichwahr-
scheinlich zu“ zu vermitteln, ohne den Begriff 
„Wahrscheinlichkeit“ explizit zu thematisieren 
(siehe auch Neubert, dieses Heft). Selbstver-
ständlich kann der Umgang mit diesen Relati-
onen in der Grundschule zunächst nur ein heu-
ristischer sein. Mit „heuristisch“ meinen wir 
aber keineswegs Regeln im Sinne „pi mal 
Daumen“, sondern noch zu verfestigende Intui-
tionen, die später, graduell und modellhaft ein 
solides Fundament bekommen und somit Teil 
des „kognitiven Rucksacks des Kindes“ werden 
können. Eine solche Vorgehensweise ist auch 
in der Grundschularithmetik übliche Praxis: In 
der Grundschule arbeiten Kinder mit den „4 
Rechenarten“, die, mathematisch betrachtet, 
eigentlich nur 2 sind. Es wäre zu früh, Kinder 
im Alter von 6 bzw. 7 Jahren mit dem Begriff 
eines inversen Elementes für die Addition und 
für die Multiplikation zu konfrontieren, ge-
schweige denn mit dem Gruppenbegriff. Die 
algebraischen Strukturen, welche den 4 Re-
chenarten zugrunde liegen, bleiben den Schüle-
rinnen und Schülern zunächst vorenthalten, bis 
sie die kognitive Reife erlangen, sie als natür-
lich zu empfinden. Wichtig ist, dass Kinder das 
Rechnen lernen und sich ihre Intuitionen zum 
Begriff „Operation“ festigen.  

Wir möchten (auch innerhalb des Arbeits-
kreises Stochastik in der Schule) für eine ele-
mentare Stochastik in der Grundschule werben 
und im vorliegenden Artikel Elemente eines 
möglichen Programms zur Diskussion stellen. 
Dieses Programm besteht im Wesentlichen aus 
der Kombination einer Materialiensammlung 
mit einer dafür konzipierten Methodologie. 
Unsere Materialiensammlung unterscheidet 
sich stark von der berühmten Holzschachtel 
von Arthur Engel, obschon sie von ihr inspi-
riert wurde. Unsere Sammlung wurde an eini-
gen Schulen in Stuttgart und Umgebung über 
einen Zeitraum von 3 Jahren - auch im Sinne 
einer Nachhaltigkeit der Lerneffekte -  bereits 
erfolgreich erprobt. Sie ist jedoch weit davon 
entfernt vollständig zu sein und wir erheben 
keineswegs den Anspruch, diese Sammlung als 
die einzig mögliche zu präsentieren, die Erfol-
ge verspricht. Sie enthält beispielsweise keine 

Glücksräder, unter anderem weil viele andere 
Autoren Forschungen zu dem Einsatz von 
Glücksrädern realisiert haben (Wollring, 1992; 
Neubert, 2007).  Wir hoffen, unsere Erkennt-
nisse mittelfristig mit denen anderer Autoren 
vereinigen zu können, um schließlich zu einer 
Art gemeinsamen, großen  „Materialienschach-
tel“ zu gelangen, wobei zu den jeweiligen Ma-
terialien auch geeignete Unterrichtsmethoden 
vorgeschlagen werden sollen. Diese Materia-
lien und Methoden können dann (und das ist 
das das Fernziel dieses Artikels) programma-
tisch zu einem Curriculum für Stochastik in 
der Grundschule erweitert werden..  
Überblick über den Artikel 
Wie bereits angedeutet, soll unser Plädoyer für 
die Vermittlung stochastischer Inhalte in der 
Grundschule nicht rein theoretisch bleiben, 
sondern wir wollen dabei auf erste bereits ge-
wonnene Erfahrungen in der Grundschule zu-
rückgreifen. Wir haben eine gezielte Auswahl 
einiger Materialien mit einer spezifischen Me-
thodologie in den Jahrgangsstufen 1-4 bereits 
zur Vermittlung einiger stochastischer Inhalte 
einsetzen können. Im Folgenden fassen wir 
kurz die (1) Materialien, (2) die Methodologie 
und die verwendeten Inhalte (siehe Tabelle 1) 
zusammen, bevor wir deren Umsetzung dann 
dezidiert darlegen. 
 (1) Materialien (einfach, zugänglich und fle-
xibel) 
- gezinkte und ungezinkte Spielwürfel in gro-
ßen Mengen  
- enaktive, diskrete Repräsentanten mit mo-
dellhaftem Charakter1 wie: 
a) Magnet- und Plastikplättchen und bunte, 
bzw., beschriftete Kärtchen als Repräsentanten 
von Individuen in Haufen/Populationen. 
b) Steckwürfel als Repräsentanten von Indivi-
duen/Objekten sowie Türmchen von Steckwür-
feln als Repräsentanten von Codewörtern für 
Merkmalprofile (Tinker-cubes und Tinker-
towers) 
c) durchsichtige Urnen in der doppelten Funk-
tion von Haufen- oder Populationsträger einer-
seits und Zufallsgeneratoren (wenn „geschüt-
telt“) andererseits. 
(2) Die Methodologie basiert im Wesentlichen 
auf dem Konzept der natürlichen Häufigkeiten 
(Gigerenzer & Hoffrage, 1995), gekoppelt mit 

                                                 
1 Diese Materialiensammlung wurde bei der EcSite 
2007 in Lissabon im Workshop zu „Risk Commu-
nication“ vorgestellt.  
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der Empfehlung von Stern (Stern, Hardy & 
Koerber, 2002; Koerber, 2003), dass proporti-
onales Denken sehr früh von Kindern trainiert 
werden sollte.  

In der folgenden Tabelle 1 werden die 
Materialien aufgelistet, die wir bei Interventio-
nen an Grundschulen in Stuttgart und Umge-
bung erfolgreich implementieren konnten. 
Diese Tabelle gibt auch einen Überblick über 
die von uns verwendeten stochastischen Inhal-
te. 
 
Klasse St.* Inhalte Materialien 
1. 12 Wetten 

Sortieren  
Klassifizieren 
Relationen: 
“wahrscheinlicher 
als” 
“gleichwahrscheinlich 
zu” 
 

Würfel 
Steckwürfel 
 

2. 12 Säulendiagramme 
Strichlisten 
Proportionen 
Vierfeldertafeln 
Relationen: 
“wahrscheinlicher 
als” 
“gleichwahrscheinlich 
zu” 
 

Würfelpaare 
Magnetplättchen 
Steckwürfel 
Urnen 

3. 18 Durchschnitte 
Median 
Proportionen 
“wahrscheinlicher 
als” 
“gleichwahrscheinlich 
zu” 
 

Magnetplättchen 
Steckwürfel 
Urnen 

4. 18 Proportionen 
Urnenarithmetik 
Bäume 
Von sicherem zu 
unsicherem Schließen 

Magnetplättchen 
Steckwürfel 
Urnen 
Wason-
Kärtchen** 

Tabelle 1: Stochastische Materialien für Klassen 1 
bis 4 (St* = Stunden im Jahr; Wason Kärtchen ** = 
Karten für logisches und probabilistisches Schlie-
ßen) 

Bevor wir den Einsatz einiger unserer Materia-
lien ausführlich beschreiben (Punkt 1-6) wol-
len wir einleitend auf das Konzept der natürli-
chen Häufigkeiten eingehen und dabei einige 
Missverständnisse ausräumen, die zuweilen bei 
der Diskussion um dieses Konzept zu beobach-
ten sind (Punkt 0). Die natürlichen Häufigkei-
ten sind einerseits die Theorie, die im Hinter-
grund unserer Implementationen steht. Ande-
rerseits sehen wir natürliche Häufigkeiten – da 

sie sogar jungen Schülerinnen und Schülern 
den Umgang mit stochastischen Inhalten er-
möglichen – als die kognitiven Grundbausteine 
der kindlichen stochastischen Intuition.  

0. Natürliche Häufigkeiten 
Die Verwendung von natürlichen Häufigkeiten 
ist an Kategorisierungsaufgaben gekoppelt, bei 
denen ein Objekt oder ein Individuum anhand 
von einer oder mehr Merkmalausprägungen  
kategorisiert werden soll und zwar „unter Un-
sicherheit“. Die einfachste Erläuterung des 
Begriffs „natürliche Häufigkeiten“ liefert die 
Gegenüberstellung von natürlichen und nor-
mierten Häufigkeiten anhand eines konkreten 
Beispiels. Betrachten wir zwei mögliche Be-
schreibungen einer diagnostischen Kategorisie-
rung (ein Patient wird anhand des Resultats 
eines Tests als infiziert oder nicht infiziert ka-
tegorisiert), die in der medizinischen Diagnos-
tik vorkommen können: 
Natürliche Häufigkeiten: Aus jeweils 100 Pati-
enten sind 4 infiziert. Aus jeweils 4 infizierten 
Patienten werden 3 positiv getestet. Aus 96 
nicht infizierten Patienten werden 12 ebenfalls 
positiv getestet. 
Normierte Häufigkeiten: Aus jeweils 100 Pati-
enten sind 4 infiziert. Aus jeweils 100 infizier-
ten Patienten werden 75 positiv getestet. Aus 
jeweils 100 nicht infizierten Patienten werden 
12,5 positiv getestet.  
Die Schlussfolgerung, dass die meisten positiv 
Getesteten falsch-positiv sind, ist direkt aus der 
Beschreibung mit natürlichen Häufigkeiten 
herauszulesen, während sie nur mittels einer 
Rechnung aus der Formulierung mit normier-
ten Häufigkeiten entnommen werden kann.   
Wir haben absichtlich die Prozente der ersten 
Aussage als Proportionen ausgedrückt, um zu 
betonen, dass nicht etwa das Zeichen % oder 
das Wort „Prozent“ per se die erschwerende 
Komponente sind. Es handelt sich bei dem 
Begriff der „natürlichen Häufigkeiten“ nicht 
um eine andere Bezeichnung für „absolute 
Häufigkeiten“, wie manchmal angenommen 
wird. Der Begriff „natürliche Häufigkeiten“ 
beinhaltet die Berücksichtigung eines Prozes-
ses.  Es geht um die Ermittlung der Proportio-
nen von ineinander geschachtelten endlichen 
Teilpopulationen einer Gesamtpopulation, 
ohne zwischendurch – wie es bei Wahrschein-
lichkeiten und Prozenten getan wird – immer 
wieder erneut zu normieren (Abb.1). Diese 
„natürliche“ Ermittlung entspricht auch der 
konkreten Zählung bei der konkreten Ermitt-
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lung der Güte eines medizinischen Tests 
(Krauss & Fiedler, 2007) 
 
                                                100 
                                         4                 96 
                                               -          

100 100 
                                   75      25    12,5      87,5 
         Abb. 1 Der Normierungschritt 
Es ist die  Umnormierung, die das Verständnis 
erschwert. Die Schlüsse  die wir anhand von 
normierten bzw. natürlichen Häufigkeiten zie-
hen, sind oft diagnostischen Typs und werden, 
in der formalisierten Wahrscheinlichkeitstheo-
rie, anhand der Formel von Bayes beantwortet. 
Diese Formel ist zwar mathematisch leicht 
ableitbar, bleibt aber für die menschliche In-
formationsverarbeitung eher mühsam und ent-
wickelt sich kaum zu einer automatischen Ver-
arbeitung hin (Atmaca, 2002; Atmaca & Mar-
tignon 2004). Eine fundamentale Erkenntnis 
von Gigerenzer und Hoffrage (1995) kann so 
zusammengefasst werden: Situationen, die seit 
der Einführung der Prozentrechnung und der 
Wahrscheinlichkeitstheorie anhand von nor-
mierten Häufigkeiten oder von Wahrschein-
lichkeiten beschrieben werden, sind  - in be-
stimmter Weise -  auch mit natürlichen Häu-
figkeiten repräsentierbar.  Diese Übersetzung 
verwandelt die zu der Beantwortung der ent-
stehenden Fragen gehörende Mathematik in 
elementare Arithmetik.  Dabei wird die menta-
le Vorstellung der „schrittweisen Verschachte-
lung“ und Proportionsbildung als „natürlich“ 
erlebt. Gigerenzers und Hoffrages (1995) Ein-
sichten mündeten in einer Empfehlung: Bei 
Abschätzungen, die formal betrachtet eine 
Inversion von bedingten Wahrscheinlichkeiten 
erfordern, verwende man eine Heuristik und 
zwar eine Heuristik der Übersetzung. Alle 
vorhandenen Wahrscheinlichkeiten werden in 
natürliche Häufigkeiten „übersetzt“. Die rich-
tige Antwort wird mittels einfachster Arithme-
tik berechnet und, falls nötig, in Prozente oder 
in Wahrscheinlichkeiten zurückübersetzt. Das 
„Bauchgrimmen“, das manche (frequentisti-
schen) DidaktikerInnen der Stochastik bei 
dieser Heuristik empfinden, wurde mittels 
einer sorgfältigen Analyse ihrer Legitimierung 
in Wassner, Biehler & Martignon (2007) wenn 
nicht beseitigt, so doch reduziert. Das Konzept 
der natürlichen Häufigkeiten wurde im Rah-
men eines DFG-Forschungsprojekts („Ent-
scheidungsfindung unter Unsicherheit als fä-

cherübergreifende Kompetenz – Alltagsorien-
tierter Stochastikunterricht am Gymnasium“) 
für den Unterricht didaktisch aufbereitet. Die 
Schülerinnen und Schüler, die mittels der Ü-
bersetzungsheuristik typische Bayesianische 
Aufgaben zu lösen lernten, waren sehr erfolg-
reich auch bei speziellen, später durchgeführ-
ten Tests, was auf die Nachhaltigkeit der 
Lernerfolge hindeutete (Wassner, Martignon & 
Biehler, 2004; Wassner, Biehler & Martignon, 
2007). Dieser Erfolg hatte unter anderem eine 
Reihe von Experimenten mit jüngeren Kindern 
als Konsequenz, die wiederum eine radikalere 
und viel frühere Einführung des Hantierens mit 
„natürlichen Proportionen“ motivierte, nämlich 
in den Klassenstufen, in denen Normierungen 
–  implementiert durch das Rechnen mit Brü-
chen oder Prozenten – noch nicht eingeführt 
worden sind, aber das elementare Rechnen mit 
natürlichen Zahlen bereits beherrscht wird. 
Neunjährigen, wie eine Reihe von Experimen-
ten zeigen (Zhu & Gigerenzer, 2006; Lücking, 
2005; Kurz-Milcke & Martignon, 2006; Mar-
tignon, Laskey & Kurz-Milcke, 2007) kann das 
Bayesianische Schlussfolgern anhand von na-
türlichen Häufigkeiten erfolgreich vermittelt 
werden. 

Von natürli-
chen zu nor-
mierten 
Häufigkeiten Norm.

 

 Im Folgenden beschreiben wir nun auf 
narrative Weise unsere Implementationen, die 
auf dem Konzept der natürlichen Häufigkeiten 
basieren. 

1. Natürliche Proportionen in 
der zweiten Klasse 

Siebenjährige Kinder können erfolgreich in 
Proportionen denken: sie können Verhältnisse 
wie „6 von 36“ und „1 von 36“ früh erfassen 
und sogar vergleichen (Weustenfeld, dieses 
Heft). Eine frühe Einführung von Inhalten, die 
solche Verhältnisse zur Beschreibung von 
modellhaften Situationen verwenden, ist des-
halb ratsam, weil sie den Boden für ein solides 
Verständnis von Proportionalität, von Brüchen 
und schließlich auch von Wahrscheinlichkeiten 
bereitet. 
Die folgenden Fragestellungen haben wir mit 
Kindern der zweiten Klasse an verschiedenen 
Grundschulen in Stuttgart, Kornwestheim und 
Ludwigsburg enaktiv bearbeiten lassen und 
zwar anhand der Modellierung mit Steckwür-
feln und Türmchen von Steckwürfeln, die wir 
im  2 ausführlich beschreiben: 

• Wie viele Kinder in dieser Klasse sind 
Mädchen?  
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• Wie viele der Mädchen mögen Mathe 
lieber als Deutsch?  

• Wie viele der Jungen mögen Mathe 
lieber als Deutsch?  

• Wie viele der Kinder, die Mathe lieber 
als Deutsch mögen, sind Jungen?  

Ein großer Teil der Kinder (über 80% von N = 
156) in den besuchten Klassen konnten nach 
einer zweistündigen Einführung diese Fragen 
erfolgreich modellieren (enaktiv anhand von 
Steckwürfeln und Türmchen von Steckwür-
feln) und  beantworten. 
Eine Lehre der verschachtelten Zahlenverhält-
nisse, die schon bei jüngeren Kindern ansetzt 
und sie schrittweise in die Welt von Brüchen 
und Wahrscheinlichkeiten einführt, macht 
einmal mehr deutlich, wie eng das Bild von 
Mathematik und  das Verständnis von mensch-
licher Kognition miteinander verschränkt sind. 
 

2. Gezinkte und ungezinkte 
Spielwürfel in der ersten 
Klasse 

Nichts kann Kinder der ersten Klasse mehr 
faszinieren als die Spielwürfel von „Mensch 
Ärgere Dich nicht“.  Würfel sind allen Deut-
schen Kindern bekannt; nicht aber allen Kin-
dern der Welt. In einer ersten Klasse der Al-
tenburgerschule in Stuttgart (im Winter 2005-
2006) machten wir die Erfahrung, dass manche 
ausländische Kinder noch nie einen Würfel 
gesehen hatten und nicht genau wussten, wie 
man damit spielt. Dies war aber bald erklärt: 
die obere Seite zeigt „das Resultat“ eines Ex-
perimentes, nämlich des Wurfs. Wir hatten die 
Möglichkeit in 6 ersten Klassen in verschiede-
nen Schulen in Stuttgart und der Umgebung 
eine Doppelstunde zu Würfeln erproben zu 
können. Eine Doppelstunde bietet Zeit für 
einen spielerischen Anfang: die Kinder wür-
feln, zunächst mit den großen, inzwischen in 
allen Schulen vorhandenen Schaumgummi-
würfeln. Danach würfeln die Kinder an Ti-
schen und protokollieren die Resultate mit 
Hilfe von sehr einfachen Strichlisten. An ei-
nem der Tische – ohne dass die Kinder es wis-
sen – wird aber mit dem gezinkten Würfel 
gewürfelt. Er sieht genau wie die anderen aus, 
aber sein Resultat ist immer wieder „6“.  Die 
Lehrperson deutet darauf hin, dass etwas an 
dem Würfel besonders ist. Die Kinder dürfen 
alle mit dem „etwas anderem Würfel“ würfeln. 
Es wird diskutiert und die Lehrerin führt 4 

Begriffe ein, die am Ende der Doppelstunde an 
die Tafel geschrieben werden. Diese Begriffe  
sind: 1. „gezinkt“, 2. „gleichwahrscheinlich“ 3. 
„fair“ und 4. „wahrscheinlicher als„. Die Leh-
rerin leitet die Diskussion über die ungezinkten 
Würfel und führt die Kinder zu der Erkenntnis, 
dass „ungezinkt“, „gerecht“ und „fair“ sehr 
verwandte Begriffe sind. Es werden dann Wür-
fel konstruiert und zwar aus Pappe mit Hilfe 
von Schere und Klebstoff anhand von Netzen 
(die auf der Pappe vorgezeichnet sind). Sind 
die resultierenden  Würfel ganz „ungezinkt“? 
Und wie würde man Würfel zinken? Die Kin-
der hatten zum Teil sehr interessante Ideen: 
man kann beispielsweise von innen einen Kau-
gummi an eine Seite des Würfels kleben. In 
allen Klassen wurde schließlich die Geschichte 
von Girolamo Cardano erzählt, der tatsächlich 
glaubte, ein ungezinkter Würfel sollte in 6 
Würfen alle Zahlen 1 bis 6 als Resultat erzeu-
gen. Die Kinder entwickelten Theorien, die 
erklären sollen, warum Cardano Unrecht hatte, 
was sie sehr leicht „experimentell“ herausfin-
den konnten.  

Ein Ziel der Unterrichtseinheit war, dass 
die Kinder die Begriffe „ungezinkt“ und 
„gleichwahrscheinlich“ in Verbindung bringen. 
Der Vergleich zwischen dem gezinkten und 
einem gleich aussehenden aber ungezinkten 
Würfel fördert die stochastischen Intuitionen 
von Kindern. Die Aktivitäten „Daten Sam-
meln“ (Strichlisten für die 6 Resultate), „Pro-
tokoll führen“, „Sequenzen beobachten“ gehö-
ren zum Training in Statistik, das offensicht-
lich sehr früh beginnen kann. Es wurde weiter-
hin deutlich, dass sich Kinder gerne als empiri-
sche Forscher betätigen. 

3. Bunte Steckwürfel (Tinker-
Cubes) als stochastische 
Materialien 

Wie können Populationen, Dörfer und Klassen 
enaktiv, also konkret simuliert werden?  Dazu 
braucht man Objekte, die klein, handlich, fle-
xibel und komponierbar sind, wie beispiels-
weise Steckwürfel. Wir arbeiten mit bunten 
Steckwürfeln aus flexiblem Material für die 
enaktive Repräsentation und Simulation erster 
probabilistischer Situationen. Unsere Steck-
würfel können in durchsichtige Plastik-Urnen 
platziert werden, die als Abgrenzungen der 
Haufen, dass heißt als Populationsträger, die-
nen. Dazu benötigen wir gelegentlich auch 
Kärtchen, auf deren Seiten Wörter oder Sym-
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bole aufgezeichnet sind. Mit diesen Elementen 
gestalteten wir die Einführung in eine natürli-
che Stochastik in der Grundschule, wobei das 
stochastische Element erst durch das Schütteln 
der Urne für die blinden Ziehungen entsteht. 
Repräsentiert eine Urne eine Klasse mit 8 Jun-
gen und 12 Mädchen (8 blaue und 12 rote 
Würfel) und eine weitere Urne eine andere 
Klasse mit 10 Jungen und 10 Mädchen (10 
blaue und 10 rote Würfel), so kann man bei-
spielsweise bereits in der 3. Klasse fragen, aus 
welcher Urne es wahrscheinlicher ist, einen 
„Jungen“ zu ziehen? Wir ließen die Kinder 
tatsächlich „blind“ ziehen und ermutigten die-
jenigen, die die Urnen hielten, gut zu „schüt-
teln“, bevor der Freund oder die Freundin 
zieht. Diese Kombination der Konstruktion der 
Urnen mit der Aktion des Schüttelns und der 
Ziehung verwandelt den Vergleich der Propor-
tionen in den Urnen in einen Vergleich von 
Wahrscheinlichkeiten. Hier muss wieder be-
tont werden, dass der Begriff „Wahrschein-
lichkeit“ nicht thematisiert wurde. Es geht nur 
um einen zunächst „intuitiven“ Umgang mit 
den Relationen „gleichwahrscheinlich“ und 
„wahrscheinlicher als“.  
Unsere empirischen Interventionen in ver-
schiedenen Grundschulklassen bestätigten 
unsere Vermutung, dass eine solche elementare 
Stochastik nicht nur von den Kindern nahezu 
spielerisch und sogar mit Freude aufgenom-
men wird, sondern es wurde auch deutlich, 
dass dadurch wichtige stochastische Kernkom-
petenzen vermittelt werden konnten.  
 

4. Kategorisierungen, Kodie-
rungen und Säulendia-
gramme 

Kategorisierungen (beispielsweise in „Jungen 
und Mädchen“ mit der zusätzlichen Betrach-
tung eines weiteren Merkmals) können bereits 
in der ersten Klasse erfolgreich praktiziert 
werden. Kinder der ersten Klasse erstellen 
gerne Strichlisten, die aber in einem sehr engen 
Zahlenraum einzubetten sind. Die zweite Klas-
senstufe bietet weit größere Möglichkeiten. 
In sechs zweiten Klassen in Stuttgart, Korn-
westheim und Ludwigsburg wurden zwei Auf-
gaben mit Steckwürfeln implementiert: einer-
seits wurden Säulendiagramme anhand von 
Steckwürfeln konstruiert, andererseits wurden 
Türmchen von  Steckwürfeln zur Kodierung 
von Merkmalen und Merkmalkonjunktionen 

konstruiert und als Modellierungsmaterial 
verwendet.  

 
Abb. 2 Obstpräferenzen in Klassen 2a und 2b 
Bei der Unterrichtseinheit mit dem Titel 
„Obstpräferenzen“ mussten die Kinder der 
zweiten Klasse der Altenburgerschule in Stutt-
gart (2a, 2b) zunächst Daten erheben und 
Strichlisten erstellen. Die Frage, die sie sich 
gegenseitig stellten, war „Welches ist deine 
Lieblingsobstsorte?“ Jedes Kind durfte sich für 
eine einzige Obstsorte  entscheiden. Ein Säu-
lendiagramm sollte das Resultat der Erhebung 
darstellen und jedes Kind musste dieses Dia-
gramm aus Steckwürfeln auf seinem eigenen 
Tisch konstruieren. Anschließend wurde das 
Säulendiagramm ins Heft übertragen. Auch das 
Wort „Säulendiagramm“ wurde von den Kin-
dern gelernt und verwendet. Die Farben für die 
jeweiligen Obstsorten wurden von den Kindern 
durch Konsensbildung bestimmt: „blau“ wurde 
beispielsweise für Banane gewählt, „rot“ für 
Erdbeere. Als alle Kinder die Säulendiagram-
me in ihr Heft eingetragen hatten, wurden die 
Säulen auseinander genommen und die Steck-
würfel eines Säulendiagramms jeweils in eine 
Urne gesteckt. Die neue Frage war: Wenn Jens 
blind aus dieser Urne zieht, die unsere Klasse 
repräsentiert, welche Farbe ist wahrscheinli-
cher? Jens hat tatsächlich blind gezogen und 
Denise musste davor die Urne „schütteln“ um 
die Steckwürfel zu durchmischen. Die Resulta-
te der Ziehungen wurden aufgeschrieben. Die 
Verbindung zwischen der rein statistischen 
Beschreibung der Obstpräferenzen mit der 
Ziehung aus der Urne, deren Komposition aus 
den auseinander genommenen Säulen bestand, 
fanden wir in diesem Kontext sehr wichtig.  
Die Kinder der sechs zweiten Klassen haben 
während der nächsten Doppelstunde auch mit 
„binären“ Türmchen gearbeitet. Die Klassen 2a 
und 2b der Altenburgerschule Stuttgart haben 
beispielsweise die Frage bearbeitet „Wer mag 
Mathematik, wer mag Deutsch?“. Wieder durf-
te jedes Kind sich für nur eins der zwei Fächer 
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entscheiden. Die Frage „Mögen eher Mädchen 
oder Jungen Mathematik?“ wurde mittels der 
Konstruktion von Türmchen, wie in Abb. 2 
dargestellt, beantwortet. 

 
Abb. 3 Binäre Türmchen 
Die Kodierungsvorschrift wurde an die Tafel 
geschrieben:  
1. „Mädchen“ = „rot“,  
2. „Junge“ =„blau“;  
3. „Mathematik“ = „schwarz“,  
4. „Deutsch“ = „weiß“.  
Nun sollte die Klasse, als Gesamtheit von Jun-
gen und Mädchen und somit als Population 
von roten und blauen Würfeln, „konstruiert“ 
werden. Die Umfrage („wer mag was“) wurde 
von einer aus 3 Kindern bestehenden For-
schergruppe realisiert. Sie haben eine 4-
Feldertafel hergestellt (Mädchen-Jungen × 
Schwarz-Weiß). Der Name jedes Kindes wur-
de an die entsprechende „Stelle“ geschrieben. 
Dann mussten alle einen Repräsentanten für 
jedes Kind (sich selbst inklusive) auf ihren 
Tischen enaktiv konstruieren: ein Junge, der 
Mathe lieber als Deutsch mag, ist beispielswei-
se ein blau-schwarzes Türmchen (Steckwürfel 
und somit Türmchen haben eine Richtung, sie 
sind sozusagen geordnet). Dann wurde z.B. die 
folgende Forschungsfrage beantwortet: „Neh-
men wir an, ein Kind dieser Klasse bevorzugt 
das Fach Mathematik. Was meinst Du, ist es 
eher ein Mädchen oder ein Junge?“ 
Die Kinder beantworteten diese und andere 
Fragen durch Zählen ihrer Türmchen. Die kon-
sequente Verwendung des Wortes „Anteil“ 
wurde von den Kindern auch erfolgreich prak-
tiziert: „5 von 20“ oder „3 von 9“.  

Bei Interventionen in der dritten Klas-
se wurden viele Säulendiagramme konstruiert. 
Begriffe wie Median und Durchschnitt wurden 
geübt. Urnen wurden auch systematisch kon-
struiert. Die Erfahrung hat uns gezeigt, dass 
die dritte Klasse sich zur Festigung der statisti-
schen Begriffe und auch zu den ersten Elemen-

ten einer Urnenarithmetik eignet (siehe 4).  Bei 
den neunjährigen Schülerinnen der vierten 
Klasse konnten wir viel freier mit der Einfüh-
rung neuer Begriffe umgehen (siehe 5). 

Die Unterrichtseinheiten in einer vier-
ten Klasse in Stuttgart, die von Kurz-Milcke 
durchgeführt wurden (Kurz-Milcke & Mar-
tignon, 2006), belegten, dass Neunjährige sehr 
gut  mit der Inversion quantifizierter Kategori-
sierungen und somit mit ersten Elementen 
Bayesianischen Schließens umgehen können. 
Kurz-Milcke entwickelte eine enaktive Reali-
sierung Bayesianischen Schließens  „auf dem 
Boden“ anhand von Bäumen für die enaktive 
Konstruktion anhand von natürlichen Häufig-
keiten.  

5. Urnenarithmetik als Vorstu-
fe der Normierung und von 
Brüchen 

Die Einführung von Brüchen wird meistens 
(siehe beispielsweise Padberg,  2002) über die 
gerechte Einteilung von bereits existierenden 
Einheiten wie Kuchen, Pizzas und Tafeln 
Schokolade realisiert. Die Normierung wird 
nicht thematisiert; die Einheiten sind bereits 
vorhanden. Der Weg, den wir hier vorschla-
gen, ist eine Vorbereitung zu dem Schritt der 
Normierung bei Proportionen, bevor Brüche 
behandelt werden.   
Die Repräsentationen von Brüchen, die in der 
Schule eingeführt werden, sind, von einem 
kognitionspsychologischen Standpunkt, nicht 
alle äquivalent. Betrachten wir beispielsweise 
einen Auszug aus den Arbeitsmaterialien für 
die Behandlung von Brüchen in der sechsten 
Klasse: 

 
Abb. 4: Aus www.4Teachers.de 

Die natürliche Frage, die sich hier stellt ist: 
 
Sind die Repräsentationen in den acht 
Zellen dieser Tabelle äquivalent? 
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Wenn 1 von 4 von Hänschens Murmeln rot ist, 
dann ist in der Tat ein Viertel seiner Murmeln 
rot. Dennoch liegen die zwei Feststellungen 
 
„1 von 4 Murmeln ist rot“ 
 
und 

 „
4
1

 der Murmeln ist rot“ 

 
kognitiv weit auseinander. Die erste ist der 
ursprünglichen natürlichen, also unnormierten 
Arithmetik des Kindes angepasst. Die zweite 
ist die Konsequenz einer Normierung deren 
Notwendigkeit aus der Kommunikation über 
Verhältnisse (in den jeweiligen individuellen 
Welten) entsprang. Unser Vorschlag (siehe 
auch Winter, 1985) besteht darin, Repräsenta-

tionsformate wie „1 von 4“ und  „
4
1

“, die in 

der üblichen Behandlung von Brüchen oft ver-
schränkt sind, zeitlich zu entkoppeln. Bereits in 
der Grundschule kann die Arithmetik der Ver-
gleiche von Verhältnissen wie „1 von 4“ er-
folgreich ermittelt werden, und zwar nicht nur 
als Basis für die Wahrscheinlichkeiten, son-
dern auch als Motivation und Vorbereitung für 
Brüche. In der dritten und in der vierten Klas-
senstufe kann man Urnenvergleiche als Übung 
für das proportionale Denken einführen. Der 
Vergleich zwischen Urnen ist ein Vergleich 
zwischen Proportionen. Wenn dann auch aus 
den zu vergleichenden Urnen blind gezogen 
wird, und die „günstigere“ Urne bestimmt 
wird, d.h., diejenige, aus der eine spezifische 
Ziehung wahrscheinlicher ist, hat man den 
Schritt vom proportionalen zum stochastischen 
Denken vollbracht.   
Die 3. und 4. Klassen bieten die Möglichkeit, 
erste Ansätze des proportionalen Denkens 
einzuführen und zwar mittels einer Urnen-
arithmetik. Man kann mit ganz einfachen Ur-
nenvergleichen beginnen. Enthält eine Urne 
einen blauen und zwei gelbe Steckwürfel, wäh-
rend eine weitere Urne zwei blaue und fünf 
gelbe Würfel enthält, so stellt sich die Frage, 
wie man die Urnen vergleicht: Wo sind „mehr“ 
blaue Würfel? Es ist wichtig zu beobachten, 
dass die natürlichen Häufigkeiten beim Hantie-
ren mit Proportionen dann verlassen werden 
müssen, wenn wir Vergleiche, aber auch Addi-
tionen von Proportionen einführen. Natürliche 
Häufigkeiten repräsentieren die Welt eines 

Individuums, bevor diese Welt in Berührung 
mit einer anderen Welt kommt. Die üblichen 
Schwierigkeiten bei der Addition von Brüchen, 
wie der klassische Fehler 

10
3

7
2

3
1

=+  , entspricht dem Denken in natür-

lichen Häufigkeiten (was diesen Fehler somit 
auch auf „natürliche„ Weise erklären kann).   
Diese Form der Addition entspricht auch dem 
bloßen „Zusammenschmeißen“ zweier Urnen, 
deren Inhalte in Abb. 5 dargestellt sind: 
 
 
 

 

 +

=

Abb. 5. Die Addition von natürlichen Häufigkeiten 
entspricht nicht der Addition von Proportionen! 
Bekanntlich ist proportionales Denken für 
Kinder zunächst sehr   „schwierig“. Eine Reihe 
von Experimenten von Piaget belegte, dass 
Kinder oft beim proportionalen Denken „Feh-
ler“ machen. Sie betrachten beispielsweise die 
Verhältnisse 1 : 2 und 2 : 3 als äquivalent (für 
eine ausführliche Beschreibung dieser Täu-
schungen siehe auch Koerber, 2003). Die ers-
ten Einschätzungen von Piaget wurden später 
von zwei Generationen von Entwicklungspsy-
chologen relativiert: Susanne Koerber hat in 
ihrem Buch zum proportionalem Denken von 
Kindern nicht nur die historisch relevanten 
Entdeckungen der Entwicklungspsychologen 
zusammengefasst und beschrieben, sondern 
über eine Reihe eigener neuer Experimente 
berichtet (Koerber, 2003). Das Fazit aus ihrem 
Buch ist, dass gute Repräsentationen, in ihrem 
Fall graphische Darstellungen von Proporti-
onsgeraden, und enaktives Hantieren mit (und 
„Schmecken“ von) Mischungen aus Getränken 
(Orangensaft und Zitronensaft) das Verständ-
nis für Proportionsvergleiche schärft und mög-
liche Verzerrungen (die zum Teil von Piaget 
postuliert wurden) ausräumen kann. 
Für uns ist der Vergleich von Urnen der erste 
Schritt in Richtung Normierung und Brüche. 
Wichtig scheint uns vor allem, Kindern die 
Notwendigkeit von Urnen-Vergleichen deut-
lich zu machen. Können Grundschulkinder die 
Nützlichkeit der Antwort auf die Frage verste-
hen, ob „1 von 3“ mehr als „2 von 7“ ist? Wel-
che Motivation für das gute Hantieren mit 
Proportionen kann die Grundschule vermit-
teln? 
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Beim Vergleich der Urnen 1|2 und 2|5 ist die 
Konstruktion der Urne 2|4 (unten links), die zu 
1|2 (oben links) ähnlich (äquivalent) ist, von 
großem Nutzen. Weil die Proportion unten 
links die gleiche „Form“ der Proportion oben 
rechts hat, wird sie von den Kindern tatsäch-
lich als äquivalent gesehen.  Eine Aufgabe, die 
Drittklässler erfolgreich lösen, ist die der Kon-
struktion von ganz vielen äquivalenten Urnen.  

In einer 3. Klasse in Kornwestheim haben wir 
Klassenvergleiche eingeführt. Die Lehrerin hat 
von den drei 4. Klassen der Schule erzählt: In 
einer, sagen wir A,  gibt es 11 Mädchen und 12 
Jungen, in einer anderen, sagen wir B, 11 
Mädchen und 11 Jungen und in einer weiteren, 
sagen wir C, 11 Mädchen und 9 Jungen. 
Sie ließ Urnen für diese drei Klassen kon-
struieren anhand von roten (Mädchen) und 
blauen (Jungen) Würfeln. Als die Urnen fertig 
waren, stellte sie die Frage: Wo sind mehr 
Mädchen? Die Schülerinnen und Schüler ant-
worteten, wie erwartet, dass die Zahl der Mäd-
chen immer gleich war, aber in Klasse C die 
Mädchen wirklich „mehr“ sind. Die Lehrerin 
führte die Begriffe „absolut“ und „relativ oder 
vergleichsweise“ ein. Absolut gesehen haben 
alle drei Klassen gleich viele Mädchen. Klasse 
B hat aber vergleichsweise (relativ gesehen) 
mehr Mädchen. 

In den zwei darauf folgenden Unterrichtsstun-
den ging es um die Konstruktion von ähnlichen 
oder äquivalenten Urnen. Die Notation 2|3 (die 
im Wesentlichen von Wollring (1994) stammt, 
der die Notation U(2|3) verwendete) wurde 
eingeführt, um die Urne zu bezeichnen, die 2 
rote und 3 blaue Würfel enthält. Die Lehrerin 
schrieb auf die Tafel: „Die Urne 2|3 und 4|6 
sind ähnlich; die Urnen 4|6 und 6|9 sind auch 
ähnlich.“ Es wurden Teams aus je drei Kindern 
gebildet und diese hatten die Aufgabe, die 
entsprechenden Urnen herzustellen. Die Inhal-
te der Urnen wurden auf die Tische gestellt 
und die Würfel der jeweiligen Farbe für jede 
Urne so zusammengesetzt, dass die Ähnlich-
keit offensichtlich wurde. Die Lehrerin bat die 
Kinder, weitere zu diesen Urnen ähnliche Ur-
nen zu konstruieren. Während der darauf fol-
genden Stunden konstruierten die Teams ähn-
liche Urnen zu verschiedenen Urnenkomposi-
tionen. Die Schülerinnen und Schüler kon-
struierten „Pyramiden“ aus zusammengesteck-
ten Würfeln: die erste Schicht mit 2 roten und 
3 blauen Würfeln, die zweite mit 4 roten und 6 
blauen Würfeln, und so weiter. Ähnlichkeit 
hatte in diesem Zusammenhang auch ein Po-
tential zur natürlichen Vernetzung mit der 
Ähnlichkeit in der Geometrie, wie sie in der 
Sekundarstufe eingeführt wird. Proportion 
wurde, wegen der enaktiven Modellierung 
anhand der Steckwürfel, sowohl geometrisch 
als auch strikt arithmetisch begriffen. An die-
ser Stelle muss die bedeutende Arbeit von 
Dehaene und seiner Gruppe genannt werden, 
die unsere inspirierte. Dehaene et al. (2006) 
haben nachgewiesen, dass die Intuition für 
geometrische Proportion eine anthropologische 
Konstante ist. Dies testeten sie bei Völkern, die 
bis heute keinerlei schulische Bildung genie-
ßen dürfen, wie die Munduruku im Amazonas 
Gebiet. Bei der Untersuchung mussten die 
Versuchspersonen das Bild, das anders ist, aus 
einer Menge von jeweils sechs Bildern, wie in 
Abb. 7, bestimmen: 

Eine Urnenarithmetik für binäre Urnen wurde 
anschließend eingeführt, die aus drei Themen 
bestand: 

1. Äquivalente oder ähnliche Urnen 
2. Vergleichbare Urnen 
3. Günstigere Urnen 

Es handelte sich um 6 Unterrichtsstunden. 
Während der ersten Stunde wurde im Wesent-
lichen thematisiert, dass beispielsweise eine 
Urne mit 1 blauen und 2 gelben Würfeln, sym-
bolisch repräsentiert durch 1|2,  und eine mit 2 
blauen und 5 gelben Würfeln, symbolisch rep-
räsentiert durch 2|5, zunächst nicht leicht ver-
gleichbar sind. Was kann man aber tun, indem 
man die Möglichkeiten der Steckwürfel ge-
schickt ausnutzt, um diese Urnen so zu ver-
wandeln, dass sie vergleichbar werden? Die 
Steckwürfel bieten hier Möglichkeiten, die 
Fischbein, Pampu und Minzat (1970) bei ihrem 
bekannten Experiment zum Vergleich von 
Proportionen nicht hatten. Der enorme Vorteil 
der Steckwürfel ist, dass sie in neue Einheiten 
zusammengesteckt werden können, wie in 
Abb. 4, die zeigt, wie die Proportionen 1|2 und 
2|5 verglichen werden können: 

 

 

 
   Abb. 6: Vergleich der Urnen 1|2 und 2|5.  
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Abb. 7: Welche  Figur ist „anders“? (aus dem Test 
von Dehaene et al., 2006, für die Munduruku im 
Amazonas Gebiet) 
 
Der Test bestand aus mehr als 80 solcher Fra-
gestellungen. Einige davon waren der Ähn-
lichkeit gewidmet. Dehaenes Resultate haben 
uns motiviert, die Urnenarithmetik mit der 
Unterstützung der geometrischen Intuition von 
Ähnlichkeit zu implementieren. Die Steckwür-
fel erlauben diesen Zugang.  
Der nächste Begriff, der Begriff „vergleich-
bar“, musste in Schritten eingeführt werden. 
Eine Urne mit 11 roten und 12 blauen Würfeln 
ist mit einer Urne vergleichbar, die 11 rote und 
6 blaue enthält, aber nicht mit einer, die 5 rote 
und 3 blaue enthält. Als vergleichbar wurden 
Paare von Urnen bezeichnet, die für eine der 
zwei vorhandenen Farben die gleiche Anzahl 
von Würfeln enthalten aber auch Urnen, wel-
che die gleiche Anzahl von Würfeln insgesamt 
enthalten.  
Es ging also zunächst darum, vergleichbare 
binäre Urnen kennen zu lernen um später Fra-
gen vom Typ „wo sind vergleichsweise mehr 
rote Würfel?“ beantworten zu können. Für die 
Einführung des Begriffes der „vergleichbaren 
Urnen“ waren die zwei Stunden notwendig. 
Die zwei darauf folgenden Unterrichtsstunden 
wurden der Erweiterung und Konstruktion von 
vergleichbaren Urnen gewidmet. Die leitende 
Frage war vom Typ 

„Ist 1 zu 2 mehr als 2 zu 5“? 
Die Schülerinnen und Schüler, wie auch Raas-
feld in seinen Experimenten herausfindet (Ar-
beiten dazu in Vorbereitung) arbeiten lieber 
mit diesen Ausdrücken als mit Ausdrücken 
vom Typ „1 von 3“. 
Die Lehrerin zeigte an der Tafel die Schritte, 
die zur Lösung einer solchen Aufgabe nötig 
sind. Sie ließ dennoch alle notwendigen Urnen 
von den Kinderteams konstruieren. Die Urne 
1|2 und die Urne 2|5, die den erwähnten Zah-
lenverhältnissen entsprechen, wurden kon-

struiert aus blauen und gelben Würfeln. Den 
Kindern war es bewusst, dass diese Urnen 
zunächst nicht vergleichbar sind. Die Lehrerin 
sagte, sie wolle nun die zwei Urnen vergleich-
bar machen. Welche Urne ist zu 1|2 ähnlich 
und mit 2|5 vergleichbar, wenn man „blau 
gegen gelb“ vergleichen will? Die Kinder 
wussten die Antwort: 1|2 ist zu 2|4 ähnlich und 
2|4 ist mit 2|5 vergleichbar. Die Urne 2|4 wur-
de konstruiert. Die Frage war nun, welche 
Urne für blau günstiger war, oder: wo gab es 
„in Proportion“ mehr blaue Würfel? Die Kin-
der fanden die Frage leicht zu beantworten. 
Die Lehrerin schrieb: 2|4 ist günstiger als 2|5, 
wenn wir blau wollen“. 
Viele Beispiele wurden von der Lehrerin als 
Aufgabe gestellt, die von den Teams zu bear-
beiten waren. Die Lehrerin ließ in der dritten 
Unterrichtstunde ein Kind folgenden Text auf 
die Tafel schreiben: 
„Beschreibe die Schritte des Urnenvergleichs 

zwischen 3|7 und 5|9.“ 
Die Lehrerin ließ die Kinder Teams bilden. Die 
Aufgabe war jetzt durch das Hantieren mit 
Würfeln und Urnen, die Schritte für diesen 
Urnenvergleich zu bestimmen. Will man 
„blau“ vergleichen, so entdeckten nacheinan-
der alle Teams, braucht man zwei Urnen, eine 
die zu 3|7 ähnlich ist, und eine, die zu 5|9 ähn-
lich ist, so dass beide gleich viele blaue Würfel 
enthalten. Wie geht das? Ein Mädchen aus der 
Klasse kam auf die Idee, 15 blaue Würfel zu 
nehmen. Aber welche Urne hat 15 blaue Wür-
fel und ist ähnlich zu 3|7? Die Lehrerin ließ die 
Teams Vorschläge machen. Die richtige Ant-
wort ließ nicht lange auf sich warten: 7 mal 3, 
also 21. Die zwei Türme aus 15 blaue Würfeln 
und 21 gelben Würfeln wurden konstruiert und 
in eine Urne gesteckt, ohne sie auseinander zu 
nehmen. Nun kam die Endphase, nämlich die 
Konstruktion einer Urne, die zu 5|9 ähnlich ist 
und 15 blaue Würfel enthält. Klar war, dass 
diese Urne einen Turm aus 15 blauen Würfeln 
enthalten musste. Aber wie hoch musste der 
blaue Turm sein? Die Kinder hatten nun doch 
Schwierigkeiten, eine so große Zahl wie 27 zu 
bewältigen. Ein Kind hatte die Aufgabe die 
ganze „Geschichte“ allen anderen zu erzählen: 
Am Anfang waren zwei Urnen, 3|7 und 5|9. 
Wir konstruierten eine Urne 15|21, die zu 3|7 
ähnlich ist, und dann 15|27, die zu 5|9 ähnlich 
ist. Dann konnten wir endlich 15|21 mit 15|27 
vergleichen. Die Urne 15|21 ist günstiger als 
15|27. Das Wort „Erweiterung“ wurde von der 
Lehrerin anschließend an die Tafel geschrie-
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Literatur ben. Viele Beispiele von Erweiterungen und 
Vergleichen wurden behandelt. Bei der nächs-
ten Klassenarbeit wurden das Verständnis der 
Kinder und ihre Fertigkeiten bei der Erweite-
rung von Urnen und ihren Vergleichen getes-
tet. Die Aufgaben waren zum Teil als Verglei-
che von Schulklassen und von Fußball-Teams 
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