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Einleitung

In vielen Bereichen der modernen Mathematik, wie etwa der Algebra oder der Topolo-
gie, hat es sich als sehr fruchtbar herausgestellt, mit dem Konzept von Kategorien und
einer universellen, kategoriellen Betrachtungsweise zu arbeiten. Als eine relativ einfach
zugangliche Klasse von Kategorien stellen sich hierbei die so genannten einreihigen Ka-
tegorien heraus. Diese sind dadurch charakterisiert, dass sich die Unterobjekte jedes ih-
rer unzerlegbaren Objekte durch Inklusion total ordnen lassen. In dieser Arbeit werden
wir uns mit den Eigenschaften einreihiger Kategorien beschéftigen, welche in der Dar-
stellungstheorie beim Studium einer bestimmten Klasse von Algebren, und zwar den so
genannten zahm-erblichen Algebren, auftreten. Es stellt sich heraus, dass eine wesentli-
che Komponente der Modulkategorie mod A einer endlichdimensionalen, zahm-erblichen
k-Algebra A in ein Produkt von einreihigen Kategorien zerfillt, welche in diesem Kontext
auch ,Rohren“ genannt werden. Jede Rohre ist wiederum als eine Erweiterungskategorie
einer bestimmten Familie einfacher Objekte darstellbar.

Es gibt viele Resultate, welche Rohren mit anderen mathematischen Objekten in Ver-
bindung setzen. So konnte Crawley-Boevey in [3] zeigen, dass sich die Gesamtheit aller
Rohren einer vorgegebenen zahm-erblichen Algebra durch eine projektive Kurve parame-
trisieren ldsst. Ein weiterer Zusammenhang ist in [19] zu finden. In diesem Paper zeigt
Ringel, dass fiir eine spezielle Klasse von Algebren ein gewisser Schief-Potenzreihenring
mit Ableitung bereits die Gesamtheit aller Rohren mit einer Ausnahme charakterisiert.
Ein fiir die vorliegende Arbeit wesentliches Resultat wurde von Ringel in [20] angege-
ben. Es ist in der Tat so, dass eine Rohre aus der Modulkategorie einer zahm-erblichen
k-Algebra dquivalent ist zur Modulkategorie eines gewissen Rings, der sich wiederum aus
den Endomorphismenringen der Objekte in der Rohre selbst konstruieren lésst.

Am Beginn dieser Arbeit stand die Frage danach, ob sich fiir eine konkret gegebene
Rohre die genaue Struktur dieses von Ringel konstruierten Ringes bestimmen lasst. Hier-
bei werden wir uns auf so genannte homogene Rohren einschrinken. Dies sind Rohren,
welche sich als Erweiterungskategorie eines einzigen einfachen Objektes ergeben. Im Fall,
dass der zugrunde liegende Skalarkorper k algebraisch abgeschlossen ist, ist eine Antwort
auf die Frage bereits bekannt gewesen. Es ist dann so, dass der Ring, welcher eine homo-
gene Rohre beschreibt, der Ring k[[T]] der formalen Potenzreihen iiber k ist. Es lag die
Vermutung nahe, dass auch im allgemeinen Fall ein gewisser modifizierter Potenzreihen-
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ring auftritt. Hierfiir kamen insbesondere so genannte Schief-Potenzreihenringe in Frage,
welche als formale Potenzreihenringe gesehen werden koénnen, fiir die es eine zusétzliche
Vorschrift dafiir gibt, wie die Koeffizienten mit den Variablen vertauschen (vgl. Defini-
tion 4.1). Da eine homogene Rohre wie oben erwéhnt als Erweiterungskategorie eines
einzelnen einfachen Objektes entsteht, ging der Ansatz in die Richtung, dass sich der
Schief-Potenzreihenring allein aus Informationen gewinnen lassen sollte, die aus diesem
einfachen Objekt abgeleitet werden konnen. Es hat sich im Laufe der Arbeit herausge-
stellt, dass sich die Endomorphismenalgebra des einfachen Objekts und die Wirkung der
Auslander-Reiten-Translation 7 auf diese als die geeigneten Groflen herausstellen. Unter
der Zusatzannahme, dass der Korper k ein vollkommener Korper ist, konnte folgendes
Resultat bewiesen werden:

Hauptresultat. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra iiber einem wvollkommenen
Koérper k und T eine homogene Rohre in I'(mod A). Seien weiter S[1] der einfach re-
guldre Modul aus T, D seine Endomorphismenalgebra, und T wie in (4.5). Ist H der
inverse Limes des Systems (3.11), so gibt es einen Isomorphismus

= DI[T: 7]
von k-Algebren.

Hierbei ist H gerade der von Ringel in [20] konstruierte Ring, welcher die homogene
Rohre T charakterisiert, und 7 ist die Auslander-Reiten-Translation unter der Identifi-
kation von S[1] mit 7S[1]. Dieses Ergebnis weitet das bekannte Resultat fiir algebraisch
abgeschlossene Korper k auf die wesentlich grofiere Klasse der vollkommenen Korper aus.

Wir werden im ersten Kapitel einen kurzen Abriss zu den zahm-erblichen Algebren lie-
fern. Insbesondere werden wir den Begriff der Darstellung einfiihren, welcher im letzten
Kapitel noch einmal eine wichtige Rolle einnehmen wird. Weiterhin sammeln wir einige
wichtige Definitionen und Standardresultate. Wir werden eine kombinatorische Invarian-
te einer k-Algebra kennen lernen, welche uns die Charaktierisierung der Algebren vom
zahm-erblichen Typ ermdoglicht.

Das zweite Kapitel soll eine kurze Einfithrung in die Auslander-Reiten-Theorie darstel-
len, wobei wir die wesentlichen Notationen einfithren werden und auch die Auslander-
Reiten-Formeln (Theorem 2.8) wiederholen, welche fiir die Arbeit von zentraler Bedeutung
sind. Im Abschnitt 2.2 werden wir eine wichtige Formel ableiten, welche die Auslander-
Reiten-Translation in Verbindung bringt mit dem Ext'-Raum gewisser unzerlegbarer Mo-
duln. Diese Formel wird sich als wichtig erweisen fiir die Berechnungen, welche wir in
Abschnitt 4.2 des letzten Kapitels tatigen werden. Abgeschlossen wird das zweite Kapitel
von einem kurzem Abriss zum Begriff des Auslander-Reiten-Kochers einer k-Algebra.

Im dritten Kapitel werden wir zunéchst den Begriff der Rohre einfithren und einige we-
sentliche Eigenschaften dieser Objekte kennen lernen. Es wird ein bekanntes Theorem
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folgen, welches die Struktur des regulidren Teils des Auslander-Reiten-Kochers einer zahm-
erblichen k-Algebra als ein Produkt von Rohren charakterisiert. Dem folgend werden wir
uns eine homogene Rohre herausgreifen und die Eigenschaften der Endomorphismenal-
gebren der unzerlegbaren Moduln dieser Rohre herausarbeiten. AnschlieBend wird die
Konstruktion von Ringel erldautert, und wir werden die wesentlichen Eigenschaften der
Algebra H, welche im Hauptresultat auftritt, untersuchen. Zum Abschluss dieses Kapi-
tels gehen wir kurz auf so genannte Torsionsmoduln ein.

Im finalen vierten Kapitel werden wir schliefSlich das Hauptresultat beweisen. Dazu werden
wir die Algebra H mit einer konkreten Tensoralgebra vergleichen und einen Isomorphis-
mus konstruieren, welcher das angegebene Resultat liefert. Als eine konkrete Darstellung
der Moduln der Algebra H werden wir im Anschluss die so genannten kleinen Darstellun-
gen kennen lernen und studieren. Hierbei wird sich auf natiirliche Weise die Algebra H
aus deren Endomorphismenalgebren zuriickgewinnen lassen.
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Kapitel 1

Erbliche Algebren und Gattungen

Im ersten Kapitel werden wir einen kurzen Uberblick iiber erbliche Algebren und Gattun-
gen liefern. Die erblichen Algebren bilden in einem gewissen Sinne nach den halbeinfachen
Algebren die nachstkomplizierte Klasse von Algebren und sie wurden und werden umfang-
reich studiert. Von besonderem Interesse werden im Laufe der Arbeit die sogenannten
zahm-erblichen Algebren sein, die unendlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer Mo-
duln besitzen, welche sich aber durch eindimensionale Kurven parametrisieren lassen.

Wir beginnen damit, grundlegende Bezeichnungen zu vereinbaren und einige wichti-
ge Resultate der Darstellungstheorie endlichdimensionaler Algebren zu wiederholen. Diese
kénnen in Standardwerken wie [1] nachgeschlagen werden. Im folgenden bezeichnet & stets
einen (nicht notwendigerweise algebraisch abgeschlossenen) Korper und A bezeichnet eine
assoziative, endlichdimensionale k-Algebra mit 1. Wenn wir im Folgenden von Moduln re-
den, wird es sich (wenn nicht explizit anders formuliert) stets um rechte Moduln handeln.
Mit Mod A bezeichnen wir die Kategorie der A-Moduln und mit mod A bezeichnen wir die
Kategorie der endlich erzeugten A-Moduln. Nach einem Standardresultat ist ein Modul
einer endlichdimensionalen k-Algebra A genau dann endlich erzeugt, wenn er als Vektor-
raum iiber k endlichdimensional ist (vgl. [1, 1.2]), weshalb wir mod A auch als Kategorie
der iiber k endlichdimensionalen A-Moduln verstehen kénnen.

Sind weiter M und N zwei A-Moduln, so bezeichnen wir mit Hom 4 (M, N) den Raum
der A-Modulhomomorphismen f : M —— N . Weiter sei End (M) := Homa (M, M).
Mit diesen Bezeichnungen wird Homy (M, N) mit der iiblichen Verkettung von Abbil-
dungen auf natiirliche Weise zu einem End,(N)-Ends(M)-Bimodul. Mit Ext! (M, N)
bezeichnen wir den Raum aller Erweiterungen zwischen den A-Moduln M und N. Auch
dieser kann durch Pushout- bzw. Pullbackkonstruktionen auf natiirlich Weise zu einem
End4(N)-End4(M)-Bimodul gemacht werden. Mit rad A bezeichnen wir das Jacobson-
Radikal der Algebra A. Dieses wird sich als wichtiges Hilfsmittel dazu erweisen, einer
erblichen Algebra A einen Graphen zuzuordnen, welcher gewisse Invarianten der Algebra
sofort ablesbar macht und welcher fast die gesamte Darstellungstheorie dieser Algebra
beschreibt.
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Eine entscheidende Rolle in der Darstellungstheorie endlichdimensionaler Algebren
spielen die unzerlegharen Moduln. Wir erinnern daran, dass ein von Null verschiedener
A-Modul M unzerlegbar heifit, wenn aus M = M; & M; schon M; = 0 oder My = 0
folgt. In diesem Zusammenhang steht folgendes zentrale Resultat:

Theorem 1.1. (Krull-Remak-Schmidt). Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Dann
besitzt jeder von Null verschiedene Modul M aus mod A eine Zerlegung M = My @ - - - & M,

wobei My, - -, M, unzerlegbare Moduln mit lokalen Endomorphismenringen sind. Ist fer-
ner M = M| & ---@® M/ eine weitere Zerleqgung von M in Unzerlegbare, so gilt m = n
und es gibt eine Permutation m € S,,, sodass M; = MT’F(Z.) firi=1,---,n gilt.

Dieses Theorem wirft sofort die Frage danach auf, ob es fiir eine gegebene k-Algebra
A nur endlich viele oder unendlich viele Isomorphieklassen unzerleghbarer A-Moduln gibt.
Im ersten Fall nennen wir die Algebra A darstellungsendlich, im zweiten Fall darstel-
lungsunendlich. Wir werden uns in dieser Arbeit ausschlieflich mit darstellungsunend-
lichen Algebren beschéiftigen.

Eine k-Algebra A heiit basisch, wenn A/ rad A das direkt Produkt von Schiefkérpern
ist. Ist A/rad A selbst ein Schiefkorper, so nennen wie die Algebra A lokal.

Weiterhin wird eine Algebra A zusammenhingend genannt, wenn aus A = A; x A,
mit k-Algebren A; und A, folgt, dass A; = 0 oder Ay = 0 ist. Wir werden bis zum Schluss
der Arbeit unter einer k-Algebra stets eine basische und zusammenhéngende Algebra
verstehen.

Abschlieflend wollen wir noch festhalten, dass mit D := Homy(—, k) die Standard-
dualitét bezeichnet sei. Diese iiberfiihrt rechte A-Moduln in linke (und umgekehrt) und
der Funktor D : mod A —mod A% liefert sogar eine Aquivalenz von Kategorien (vgl.
1, 1, 2.9]).

1.1 Erbliche Algebren

Im folgenden Abschnitt werden wir einen kurzen (und unvollstéindigen) Uberblick iiber
erbliche Algebren liefern. Diese bilden nach der Klasse der halbeinfachen Algebren in
gewissem Sinne die ,néachstkomplizierte Klasse von Algebren“ und wir werden uns im
Verlauf dieser Arbeit ausschliefilich mit diesen befassen. Am Anfang steht folgendes be-
kannte Resultat:

Theorem 1.2. Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Dann sind folgende Bedingun-
gen dquivalent:

e Jeder Untermodul von Aya ist projektiv.

e Jeder Untermodul eines projektiven A-Moduls ist projektiv.

e Jeder Untermodul eines endlich erzeugten, projektiven A-Moduls ist projektiv.



1.1. Erbliche Algebren 7

e Das Radikal jedes unzerlegbaren, endlich erzeugten, projektiven A-Moduls ist pro-
jektiv.
e Jeder Quotient eines injektiven A-Moduls ist injektiv.

o Jeder Quotient eines endlich erzeugten, injektiven A-Moduls ist injektiv.

e Der Quotient jedes unzerlegbaren, endlich erzeugten, injektiven A-Moduls durch sei-
nen einfachen Sockel ist injektiv.

o Fiir jeden A-Modul M gibt es eine exakte Sequenz 0 P = M 0
mit Py und Py projektiv.

o Fir jeden A-Modul M gibt es eine exakte Sequenz 0 M I I 0
mit Iy und Iy injektiv.

e ogl.dimA <1.

o Der Funktor Ext?(—,—): (Mod A)®* x Mod A——= Mod k wverschwindet.

Fiir den Beweis dieses Resultats sei der Leser verwiesen auf [1, VII.1. und A.4].

Eine endlichdimensionale k-Algebra A, welche die in Theorem 1.2 genannten Bedingungen
erfiillt, heift erbliche Algebra. Im nachfolgenden Abschnitt werden wir eine kombinato-
rische Struktur kennen lernen, die den erblichen Algebren zugrunde liegt, und mit deren
Hilfe wir einen Zugang zu den sogenannten zahm-erblichen Algebren finden koénnen, wel-
che uns dann im weiteren Verlauf der Arbeit beschéftigen werden.

Nachfolgend wollen wir zwei niitzliche Folgerungen aus Theorem 1.2 ableiten.

Folgerung 1.3. Sei A cine erbliche Algebra und Py sowie Py seien zwei unzerlegbare,
projektive A-Moduln. Dann ist jedes von Null verschiedene f € Homa(Py, P2) ein Mono-
morphismus.

Beweis. Sei f : P,——= P, ein von Null verschiedener Homomorphismus. Nach
Theorem 1.2 ist Im(f) C P, ebenfalls projektiv, und wir erhalten eine kurze exakte Se-
quenz der Gestalt 0 —— Ker f P Im f 0, welche wegen der Projektivitét
von Im f spaltet. Da nun aber P; unzerlegbar und f nicht Null ist, folgt P; = Ker f&Im f
nebst Im f # 0, woraus wir Ker f = 0 folgern. Das bedeutet, dass f ein Monomorphismus
ist. O

Hiermit erhalten wir unmittelbar:

Folgerung 1.4. Sei A eine erbliche Algebra und P ein unzerlegbarer, projektiver A-Modul.
Dann ist Enda(P) ein Schiefkorper.

Beweis. Da der unzerlegbare, projektive Modul P isomorph zu einem direkten Summan-
den der reguldren Darstellung A4 ist, und die Algebra A iiber k endlichdimensional ist,
folgt sofort, dass auch dimy(P) < oo ist. Sei nun f € Enda(P) von Null verschieden.
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Da f nach Folgerung 1.3 ein Monomorphismus ist, und P endlichdimensional iiber k
ist, ist f sofort auch ein Epimorphismus und damit ein Isomorphismus. Dies liefert die
Behauptung. O]

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Beispiel abschlieflen:

Beispiel 1.5. Seien F' und G endlichdimensionale k-Divisionsalgebren und sei ferner Mg
ein F-G-Bimodul, welcher ebenfalls endlichdimensional iiber £ sein soll. Dann kénnen wir

die k-Algebra
F M
A (O G)

betrachten. Dabei werden Addition und Multiplikation induziert durch die gew6hnliche
Addition bzw. Multiplikation von Matrizen. Da sowohl F', GG, als auch M endlichdimen-
sional iiber k sind, wird A zu einer endlichdimensionalen k-Algebra. Weiter sehen wir
unschwer, dass A auch eine erbliche Algebra ist, und zwar wie folgt:

Wir haben folgende Zerlegung der Eins aus A:

C(1r O\ (1p 0 0 0
1A'_(0 1G)_<0 o>+<o 1G)

Danun aber F' und G k-Divisionsalgebren sind, bilden <16w 8) und <8 10 ) ein vollstandiges
a

System primitiver, orthogonaler Idempotenten fiir A und wir erhalten somit folgende Zer-
legung von A in eine direkte Summe unzerlegbarer Projektiver:

a= (o 4)e () )

0 0

FM und P = (0 G) erhalten wir damit ein vollstdndiges System von

0 0
Repréasentanten der unzerlegbaren, projektiven, rechten A-Moduln. Wir zeigen nun, dass
die Untermoduln von A4 gerade von der Gestalt

(1; ]‘g) (1.1)

sind. Dabei sind F’ € {0, F'} und G’ € {0, G}, sowie M’ ein rechter G-Untermodul von
M, welcher im Falle F/ = F' mit M zusammenfallt.
Einerseits ist klar, dass jede Menge dieser Gestalt ein Untermodul von A, ist. Sei

f
0

Mit P1 =

umgekehrt J ein beliebiger Untermodul von A4, und ( m) sei ein Element aus J.

Dann gehoren auch
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fmlFO_demeO_Om
0 g/\o 0o/ \o o/ "™ \o ¢/\0 1) " \0 ¢
. . . . F 0
zu J. Dies liefert uns eine Zerlegung J = J; & Jo, wobei J; = J N (0 O) und
0 M
0 G

impliziert, dass J; € { (0 0) , (F 0) } gilt, da wir F' als k-Divisionsalgebra vorausge-

0 0 0 0
setzt haben.
. . 0 0 MY .
Wir sehen auflerdem, dass .J, ein rechter -Untermodul von e ist.

Jo=JnN sind. Damit ist J; ein Rechtsideal in dem Ring (g 8) und dies

0
0 G
Da ferner die Inklusionskette

1o 0) (D)6 0)ernl B)ern(o @)=

gilt, muss im Falle J; = (lg 8) die Inklusion (8 ]\()4) C J, gelten.

Dies liefert uns, zusammen mit der Tatsache, dass auch G eine k-Divisionsalgebra ist,
dass J gerade von der behaupteten Gestalt (1.1) ist.

Um nun nachzuweisen, dass A eine erbliche Algebra ist, sei J ein beliebiger Untermodul
von A,. Nach vorigen Uberlegungen ist J von einer Gestalt wie in (1.1), d. h.:

FM
(0 )

mit den entsprechenden Bedingungen an F’; G’ und M’. Wir unterscheiden 2 Fille:

1. Fall: F’'=F

In diesem Fall haben wir sogar J = FM

0 &
unzerlegbaren Projektiven P;, und fiir G’ = G gleich der regulidren Darstellung A4, d. h.,
in beiden Féllen projektiv.

). Damit ist J fiir G’ = 0 gleich dem

2.Fall: F’=0

. . . . 0 M
Beim Vorliegen dieses Falles haben wir J =

0 G
M’ von M. Da G eine k-Divisionsalgebra ist, ist M’ isomorph zu einer direkten Summe von

t
Kopien von Moduln Gg, sagen wir M/, = @ G¢. Da ferner die A-Moduln (8 (0;) und
i=1

mit einem rechten G-Untermodul

(8 g) isomorph sind, zerféllt J in eine direkte Summe von Kopien des unzerlegbaren
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Projektiven P,, und ist somit selbst projektiv.

Wir haben hiermit gezeigt, dass jeder Untermodul von A4 projektiv ist, wonach aus der
Bemerkung nach Theorem 1.2 die Erblichkeit der Algebra A folgt.

1.2 Bewertete Graphen und k-Gattungen

Wir werden nachfolgend ein wichtiges kombinatorisches Hilfsmittel zum Studium erblicher
Algebren und gewisser Kategorien einfithren, und zwar so genannte bewertete Graphen
und k-Gattungen. Es wird sich herausstellen, dass diese bereits wesentliche Invarianten
der zugehorigen erblichen Algebra in sich speichern. So lassen sich beispielsweise sofort
alle darstellungsendlichen, erblichen Algebren vollstindig iiber ihre k-Gattung klassifizie-
ren. Am Ende dieses Abschnittes werden wir auf den Begriff der Zahmbheit von erblichen
Algebren eingehen und eine Charakterisierung dessen mithilfe der zu der Algebra assozi-
ierten k-Gattung angeben. Fiir eine detailliertere Beschreibung all dieser Begriffe sei der
Leser beispielsweise verwiesen auf [5].

Wir starten damit, zu definieren, was wir unter einem bewerteten Graphen verstehen
wollen und werden diesen Begriff dann in Beziehung zu erblichen Algebren setzen.

Definition 1.6. Unter einem bewerteten Graphen (Q,d) verstehen wir eine endliche
Menge (), die Menge der Ecken, zusammen mit einer Familie {d;;};jeq nichtnegativer
ganzer Zahlen, wobei folgende Bedingungen gelten sollen:

1. dm’ — O, VZ S Q
2. Es gibt natiirliche Zahlen {f;};cq, sodass f;d;; = f;d;;, Vi,j € Q, gilt.

Der bewertete Graph (@, d) heifit zusammenhingend, wenn es fiir beliebige i,7 € Q
eine Folge von Ecken i = lo, ly,--- , 1, = j gibt, sodass d;, , ;. # 0, Vk € {1,--- ,m}, gilt.
Wir werden Paare {7, j}, fiir welche d; ; # 0 gilt, im Folgenden als Kanten des Graphen

d;j,djqi . . . . .
(@, d) bezeichnen, und diese kurz in der Form oi( T )oj schreiben. Gilt hierbei zusétzlich

d;j = dj; = 1, so schreiben wir einfach e, o, fiir diese Kante.
Wir erhalten eine Orientierung () des bewerteten Graphen (@, d), indem wir fiir jede

d; j,dj
Kante {7, j} eine Richtung vorgeben. Diese deuten wir durch einen Pfeil, etwa oi(# )oj

an. Unter einem gerichteten Kreis eines orientierten, bewerteten Graphen verstehen
wir eine Folge von Ecken (iy,--- ;) aus @, sodass i; = i; gilt, und die Kanten die
Orientierung e; ——e;  fiir k € {1,---,¢ — 1} besitzen. Einen gerichteten Kreis der
Gestalt ioj nennen wir Schlaufe. Schliellich heifit ein orientierter, bewerteter Graph
zykelfrei, wenn er keine gerichteten Kreise besitzt. Die zugehorige Orientierung €2 heifit

in diesem Fall zuléssig.
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Wir bemerken abschlieend zu dieser Definition noch, dass aufgrund der zweiten Be-
dingung an einen bewerteten Graphen fiir ein Paar von Ecken {4, j} genau dann d;; # 0
ist, wenn d;; # 0 gilt. Damit ist es bei obiger Definition einer Kante ausreichend, nur
d; j # 0 zu fordern, da diese Bedingung symmetrisch beziiglich ¢ und j ist.

Bevor wir nun konkret auf die Bedeutung der bewerteten Graphen fiir erbliche Alge-
bren eingehen, werden wir in einer weiteren Definition die Begriffe der Modulation und
der Realisierung eines bewerteten Graphen (@, d) eingehen. Diese stellen eine Verbindung
her zwischen der kombinatorischen Struktur der Graphen und der algebraischen Struktur
gewisser Schiefkérper und Bimoduln.

Definition 1.7. Unter einer Modulation M eines bewerteten Graphen (Q, d) verstehen
wir eine Familie {D; };cq von Schiefkérpern zusammen mit einem D;-D,;-Bimodul ;M; und
einem D;-D;-Bimodul ;M; fir jede Kante {7, j} von (Q, d), sodass folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. dlsz(zMj> = d@j.
2. Es gibt Dj;-D;-Bimodulisomorphismen ;M; = Homp, (;M;, D;) = Homp, (;M;, D;).

Eine Gattung (M, Q) eines bewerteten Graphen (Q, d) ist eine Modulation M zusammen
mit einer zuldssigen Orientierung 2 dieses Graphen.

Wir bemerken noch, dass mit den Bezeichnungen aus Definition 1.7 fiir eine Modula-
tion M eines bewerteten Graphen (Q, d) folgende Gleichheit gilt:

djﬂ' = diij (]MZ) 2: dimD]. (HOIHD]. (iMja D]))

dim(; M;)p,

= diij @ HOIIle (Dj7 DJ)
k=1
= dim(iMj>Da‘

Hierbei haben wir die Additivitdt des Homp,(—, D;)-Funktors und die Tatsache, dass ; M
als rechter D;-Modul in eine direkte Summe von Kopien von D; zerféllt, genutzt.

Wir definieren noch zwei letzte Begriffe, die in den folgenden Kapiteln von zentralem
Interesse sein werden. Hierbei geht es um die Begriffe der Darstellung einer Gattung eines
bewerteten Graphen und des Morphismus zwischen zwei Darstellungen einer Gattung.

Definition 1.8. Eine Darstellung V' = (V},,;¢,) einer Gattung (M, (2) eines bewerteten
Graphen (Q, d) ist eine Familie {V; },c¢ von endlichdimensionalen rechten D;-Vektorrdumen
Vi zusammen mit Dj-linearen Abbildungen ;¢; : V; ®p, ;M; —V; fiir jede orientierte

Kante o, ——e; .

Unter einem Morphismus « : V ——=1V"' von einer Darstellung V = (V;,;¢;) in eine
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Darstellung V' = (V/,;¢}) versteht man eine Familie @ = {a;}icq von D;-linearen Ab-

bildungen «; : V;——=1V/ , sodass fiir jede orientierte Kante o, —— e, die Gleichheit

Es léasst sich zeigen, dass die Darstellungen einer Gattung (M, €2) stets eine abelsche
Kategorie bilden.

Jetzt werden wir eine Konstruktion angeben, die es uns erlaubt, einer zusammen-
héngenden, basischen, erblichen k-Algebra A eine Gattung eines bewerteten Graphen
zuzuordnen. Diese wird auch k-Gattung der Algebra A genannt. Wir werden ein Resul-
tat angeben, mit dessen Hilfe wir anhand der k-Gattung einer erblichen Algebra sofort
ihren Darstellungstyp ablesen kénnen. Dies wird uns auch unmittelbar auf den Begriff
der Zahmbheit fithren, in deren Kontext wir uns im weiteren Verlauf der Arbeit bewegen
werden.

Sei uns also eine zusammenhéngende, basische, erbliche k-Algebra A gegeben und
sei {Py, -, P,} ein vollstdndiges System von Reprisentanten der Isomorphieklassen der
unzerlegbaren, projektiven A-Moduln. Da A basisch ist, sind die unzerlegbaren direkten
Summanden von A4 paarweise nicht isomorph und wir haben A4 = @ P;. Nach einem

k=1
klassischen Resultat der Darstellungstheorie ist fiir dimkA < oo die Algebra A/rad A

halbeinfach. Dies liefert uns eine Zerlegung A/rad A = H Dy, in ein direktes Produkt
k=
von k-Divisionsalgebren Dy = Ends(P;/rad P;) = End A(Pk) Die letzte Isomorphie ist

hierbei eine Konsequenz aus Folgerung 1.4. Weiterhin wird der A-Modul rad A/(rad A)?
durch rad A von beiden Seiten annuliert, sodass rad A/(rad A)? eine natiirliche (A/ rad A)-
(A/rad A)-Bimodulstruktur besitzt. Damit erhalten wir eine Zerlegung

rad A/(rad A)? @ M (1.2)
i,7=1
mit D;-D;-Bimoduln ;M;. Man beachte, dass A/rad A = [][ Dj auf ;M; von links {iber
k=1

D; und von rechts iiber D; operiert.

Wir definieren die k-Gattung von A als die Familie (D;, Z-Mj)?jzl. Den zugehorigen
bewerteten Graphen (@, d), seine Modulation M und seine Orientierung erhalten wir wie
folgt:

1. Setze @ :={1,--- ,n}.
2. Setze eine orientierte Kante e, ——e; zwischen ¢ und j, falls ;M; # 0 gilt.

3. Ordne der Ecke i € @) den Schiefkérper D; zu.

i

Setze di,j = dlmFZ(zMj> und dj,i = dlm(zMj)Fj
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Wir werden diese Gattung im Folgenden mit G4, und den zugrunde liegenden bewerteten
Graphen mit (Q4,d4) bezeichnen. Auf den Nachweis, dass dies tatséchlich eine Gattung
im Sinne von Definition 1.7 ist, wollen wir an dieser Stelle aus Platzgriinden verzichten.
Eine besonders wichtige Rolle beim Studium erblicher Algebren spielen bestimmte, zu
der k-Gattung der jeweiligen Algebra assoziierte, quadratische Formen. Sei dazu A eine
erbliche k-Algebra wie oben. Dann sind sdmtliche zuvor definierten k-Divisionsalgebren
{D;}iz, sowie die D;-D;-Bimoduln {;M;}7;_, endlichdimensionale k-Vektorraume. Wir

erhalten aus diesen eine quadratische Form ¢4 : R” ——= R durch die Vorschrift

n n

qa(xy, - x,) = Z(dimk Dy)x? — Z (dimg(; M;))zx; - (1.3)

i=1 ij=1

Es stellt sich heraus, dass eine gegebene erbliche k-Algebra A genau dann darstellungsend-
lich ist, wenn ihre so definierte quadratische Form positiv definit ist. Ist die quadratische
Form positiv semidefinit, aber nicht positiv definit, so ist A darstellungsunendlich und
von so genanntem zahmen Darstellungstyp. Ist hingegen ¢ indefinit, so sagen wir,
dass A von wildem Darstellungstyp ist. Diese Begriffe leiten sich daraus ab, dass ei-
ne erbliche Algebra von zahmem Darstellungstyp (wir werden diese im Folgenden kurz
zahm-erbliche Algebra nennen) zwar unendlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer
Moduln besitzt, sich diese aber durch eindimensionale Kurzen parametrisieren lassen (vgl.
dazu [3]). Fiir eine Algebra A vom wilden Darstellungstyp existiert hingegen eine volle und
treue Einbettung der Kategorie mod(X,Y") der endlichdimensionalen Moduln der freien
Algebra in zwei nichtkommutierenden Verdnderlichen in die Kategorie mod A. Wahrend
man prinzipiell die unzerlegbaren Moduln einer zahm-erblichen Algebra vollstandig klassi-
fizieren kann, entziehen sich die Algebren vom wilden Typ bis heute einer systematischen
Untersuchung. Es wird sogar angenommen, dass es unmoglich ist, die Modulkategorie ei-
ner Algebra vom wilden Typ vollstindig zu beschreiben. Wir werden uns im Weiteren
Verlauf der Arbeit daher auf Algebren vom zahm-erblichen Typ einschrénken.

Bemerkung 1.9. Liegt ein algebraisch abgeschlossener Korper £ zugrunde, so erhalten
wir fiir eine erbliche Algebra A sogar, dass sémtliche oben definierten k-Divisionsalgebren
D; isomorph zu k selbst sind. Wir kénnen dann die zu A assoziierte Gattung G, als einen
Koécher verstehen, wobei wir die Zahlen d;; = d;; als Vielfachheiten der zugehorigen
Pfeile interpretieren. Man kann dann zeigen, dass A isomorph ist zur Wegealgebra des so

erhaltenen Kochers (vgl [1, I1.3. und VIL.1.)).

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch eine Charakterisierung der darstel-
lungsendlichen und der zahm-erblichen Algebren durch ihre bewerteten Graphen angeben.
Hierzu sei bemerkt, dass sich diese aus dem Studium ihrer quadratischen Form ¢ ergibt.
Man sieht insbesondere, dass in der Formel (1.3) die konkrete Orientierung der Gattung
G4 keine Rolle spielt, und dass wegen der Bedingung 2. aus Definition 1.6 auch die k-
Dimensionen der k-Divisionsalgebren auf ¢ (bis auf die Multiplikation mit einem Skalar)
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keinen Einfluss haben. Aus diesem Grund miissen wir lediglich den zugrunde liegenden
bewerteten Graphen (Q4,da) betrachten und erhalten folgendes Theorem (vgl. [4]):

Theorem 1.10. Sei A eine erbliche k-Algebra mit der Gattung G4 und deren zugrunde
liegendem bewerteten Graphen (Q4,da).

A ist darstellungsendlich genau dann, wenn (Qa,da) einer der folgenden bewerteten Gra-
phen ist:

A, e—e—e---0—eo B, : e _a..co—e

(2,1)

C,: e—e—e---0—e D,: e

N

e— 9o --0o—o

~

.
Eg : ° E;: °

o—o—l—o—o o—o—l—o—o—o

Eg : ° Fy: o—e%e_o

GQ . O(E).

A st darstellungsunendlich vom zahmen Typ genau dann, wenn (Qa,da) einer der fol-
genden bewerteten Graphen ist:

121111 .(1—A). Algi .(E)O
Anpq: *o—©0:-- 00— 0 Bn: .(E).—....._.(E).
e ™~
° °
™~ e
o—eo---0—o
én: 0(2)0—0---0—0(2)0 B~Cn; .(E)._....._.(E).
BD,: e CD,: e
™~ (2,1) . (1,2)
o—o---0—0—o oe—o---0o—0—o
e e



1.2. Bewertete Graphen und k-Gattungen 15

Dn: [ ] ° Eﬁ: o
N s |
eo—o---0—o o
e O |
® L4 o—eo—0—0—o
E7: d Egi °
o—o—o—l—o—o—o o—o—o—o—o—l—o—o
EH: ._._.(E)._° F42: 0—0—0(2;1)0—.
ém: ._.(E). égg: .—.(ﬂ).

Es ist nun weiterhin so, dass sich die unzerlegbaren Moduln einer zahm-erblichen
Algebra A aus ihrer quadratischen Form und einer Gattung vom Typ 12111 oder 12112 ableiten
lassen (vgl. ebenfalls [4]). Dies legt es nahe, die zahm-erblichen Algebren, deren bewerteter
Graph von der Gestalt 12111 bzw. 12112 ist, ndher zu untersuchen. Wir werden im néchsten
Kapitel auf ein wesentliches Hilfsmittel der Darstellungstheorie eingehen. Bevor wir dazu
iibergehen, betrachten wir noch einmal die Algebra aus Beispiel 1.5:

F M
0 G
k-Gattung und den zugehorigen bewerteten Graphen fiir den Fall M # 0 bestimmen.
Dazu bendtigen wir das Radikal rad A von A. Aus der Beschreibung (1.1) der rechten
Untermoduln von A4 entnehmen wir sofort, dass A4 genau zwei maximale Untermoduln

hat, und zwar:
F M d 0 M
o o)™ \o @)

Somit erhalten wir, dass das Radikal als Schnitt dieser beiden maximalen Untermoduln die

Gestalt rad A = (8 ]\04) besitzt. Wir erhalten damit insbesondere (rad A)? = (8 8)

Somit ergibt sich A/rad A & F x G und rad A/(rad A)? = M. Damit besitzt A die
k-Gattung ({F,G}, pMg) und (Q4,d4) hat gerade zwei Ecken und ist von der Gestalt

Beispiel 1.11. Wir wollen fiir die erbliche Algebra A = aus Beispiel 1.5 die

(d1,d2)
e— e

Y

wobei d; = dimp(pMg) und dy = dim(pMg)g gelten. Insbesondere ist die Algebra A nach
Theorem 1.10 von zahmem Darstellungstyp genau dann, wenn
(dimp(pMe)) - (dim(pMg)e) = 4 gilt.
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1.3 Duale Formulierung des Begriffs der Darstellung

Wir haben in Definition 1.8 den Begriff einer Darstellung einer Gattung eingefiihrt und
wollen nun eine duale Variante angeben. Fiir einige weitere Ausfithrungen hierzu sei der
Leser auf [7] verwiesen.

Sei (M, Q) die Gattung eines bewerteten Graphen (Q,d). Wir kénnen eine Dar-
stellung V' = (V;,;1;) dieser Gattung nun definieren als eine Familie {V;};co von end-
lichdimensionalen rechten D;-Vektorrdumen V; zusammen mit D;-linearen Abbildungen
Wy Vi——=V; ®p, ;M; fiir jede orientierte Kante ¢; ——we; .

In diesem Kontext ist ein Morphismus o : V' ——= V" von einer Darstellung V' = (V;, ;1)
in eine Darstellung V' = (V/,9}) eine Familie & = {a;}icq von D;-linearen Abbildungen
a; : Vi—=1V/  sodass fiir jede orientierte Kante e; —— e; gilt, dass ;)% ;; = (a;®1) 4;
ist.

Um zu zeigen, dass es tatséchlich egal ist, welche der beiden Varianten man zur De-
finition einer Darstellung verwendet, werden wir nun angeben, wie man von der einen
Variante zur anderen und wieder zuriick gelangt. Wir werden hierbei wesentlich den in
Definition 1.7 geforderten Bimodulisomorphismus ;M; = Homp, (;M;, D;) benutzen, wel-
cher besagt, dass ;M; einfach als Dualraum zum rechten D;-Vektorraum ;M; aufgefasst
werden kann. Wir werden diese Bimoduln im Folgenden miteinander identifizieren.

Seien V; ein rechter D;-Vektorraum, V; ein rechter D;-Vektorraum, ;M; ein
D;-D;-Bimodul und f : V,;®p, ;M; ——=V,; eine Dj-lincare Abbildung. Sei ferner
d := dim(;M;)p,. Wir wéhlen uns nun eine (rechte) D;-Basis {m,mq,- -, mq} von ;M;
und bezeichnen die zugehorige (linke) Dualbasis in ;(M)} = ;M; mit {®1, Py, -, Py}

Wir definieren die zu f duale Abbildung f: V; — V; ®@p, ;M; durch

d

flx)=> " fle@m) @ . (1.4)

k=1

Ist uns umgekehrt eine Abbildung g : V; ——V; ®p, ;M; gegeben und seien die Basen

{mi,mq,- -, mq} und {®y, Py, - , P4} wie oben. Da ;M; ein linker D;-Vektorraum ist,
und Vj ein rechter D;-Vektorraum ist, lidsst sich jedes Element 2z € V; ®p, jM; schreiben

d
als z = ) z;, ® ®; mit eindeutigen z;, € V;.
k=1

d
Seien nun x € V; und m € ;M;. Dann haben wir g(z) = yr ® P mit eindeutigen
k=1
d
Yy, € V; und m = > myay mit eindeutigen a; € D;. Wir definieren nun die zu g duale
k=1
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Abbildung g : V; ®p, ;M; —V, durch

d

gl @m) =y (1.5)

k=1

Wir zeigen nun noch, dass diese Abbildungsvorschriften tatséichlich zueinander inverse
Bijektionen zwischen den beiden Darstellungsbegriffen etablieren:
Sei zundchst mit denselben Bezeichnungen wie oben f : V,®p, ;M; —=V; eine

Dj-lineare Abbildung. Dann ist nach (1.4) die Abbildung f : V; —=V; ® p; jM; gegeben

_ d
durch f(z) = ) f(r ® my) @ ®;. Seien nun x € V; und m € ;M; gegeben. Dann haben
k=1

_ _ d
wir trivialerweise schon eine Zerlegung von f(x) in f(x) = > f(x ® my) ® @, und es sei
k=1
d
m =Y myay mit a; € D;. Es ergibt sich damit
k=1

d

? ®m:Zf T ® my)a ®kaak (x ®@m),

k=1

sodass tatsdchlich f = ? gilt.
Sei umgekehrt g : V; —V; ® p, jM; eine D;-lineare Abbildung und seien x € V; und

d d
m € ;M; mit g(x) = ) yp @ @ sowie m = ) myag. Dann ist nach (1.5) die Abbildung
k=1 k=1
d
g: Vi ®p, iM;—=V; gegeben durch gz @ m) := >_ yray. Wir erhalten fiir g somit
k=1

d
glx) =) gl @m) @ o = Zyk@)@k—g)

k=1
sodass auch in dieser Richtung g = g gilt und die Behauptung somit gezeigt ist.

Bemerkung 1.12. Wir haben im vorangegangenen Abschnitt den Begriff ,dual® be-
nutzt. Streng genommen muss jetzt noch gezeigt werden, dass die oben angegebenen
Konstruktionen auch vertréglich sind mit Homomorphismen zwischen Darstellungen. Da
hier allerdings nur die Idee der Dualkonstruktion aufgezeigt werden sollte, wollen wir an
der Stelle darauf verzichten.
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Kapitel 2

Auslander-Reiten-Theorie

In der Darstellungstheorie endlichdimensionaler Algebren liegt besonderes Interesse auf
dem Studium unzerlegbarer Moduln, da sich nach Theorem 1.1 jeder endlichdimensionale
Modul eindeutig in eine direkte Summe solcher zerlegen ldsst. Dabei sind insbesondere
auch die Homomorphismen zwischen den unzerlegbaren Moduln ein zentraler Gegenstand
der Untersuchung. In diesem Zusammenhang sind ein wichtiges Hilfsmittel die so ge-
nannten fast spaltenden Sequenzen, welche auch Auslander-Reiten-Sequenzen'
genannt werden. Diese enthalten in einem gewissen Sinne Informationen iiber Homomor-
phismen, welche in einem unzerlegbaren Modul starten bzw. enden.

Es werden uns fiir unsere Arbeit relevante Bezeichnungen sammeln und einige wichtige
Resultate auflisten. Fiir eine umfassende Einfithrung in die Auslander-Reiten-Theorie sei
der Leser verwiesen auf [1, IV].

2.1 Fast spaltende Sequenzen

Wir werden nachfolgend einen kurzen Abriss iiber die wichtigsten Formeln geben und
starten mit der Definition von irreduziblen Morphismen:

Definition 2.1. Ein Homomorphismus f: M ——= N in mod A heifit irreduzibel, falls
folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. f ist kein spaltender Monomorphismus.
2. f ist kein spaltender Epimorphismus.

3. Sind f; € Homus (M, L) und fs € Homa(L, N), sodass f = fof1 gilt, dann ist f; ein
spaltender Monomorphismus oder fs ein spaltender Epimorphismus.

Ihbenannt nach Maurice Auslander und Idun Reiten

19



20 Kapitel 2. Auslander-Reiten-Theorie

Die irreduziblen Morphismen sind genau diejenigen Homomorphismen, welche keine
nichttriviale Faktorisierung zulassen. Dies legt es nahe, den irreduziblen Morphismen -
analog den unzerlegharen Moduln - eine besondere Wichtigkeit einzurdumen. Folgende
Charakterisierung irreduzibler Morphismen stellt sich als besonders wichtig heraus:

Lemma 2.2. Seien M wund N unzerlegbare A-Moduln. Ein Homomorphismus
f € Homu (M, N) ist irreduzibel genau dann, wenn f € rads(M, N)\rad3(M,N) gilt.

Beweis. Nachzulesen in [1, IV, 1.6]. O

Hierbei bezeichnen rad 4 (M, N) die Menge der Nichtisomorphismen f € Hom4 (M, N)
und rad3(M, N) die Menge der Morphismen f € Hom(M, N), fiir die ein A-Modul L
und Homomorphismen ¢g € rads(M, L) und h € rada(L, N) existieren, sodass f = hg
gilt.

Irreduzible Morphismen héngen eng mit den fast spaltenden Sequenzen zusammen,
welche wir im Folgenden definieren.

Definition 2.3. Eine kurze exakte Sequenz

f

0 N E—2-M 0 (2.1)

heifit fast spaltend, wenn M und N unzerlegbar sind und wenn f und g irreduzibel sind.

Es gibt fiir fast spaltende Sequenzen eine Reihe dquivalenter Formulierungen, wie sie
etwa [1, IV, 1.13] entnommen werden konnen. Man kann zeigen, dass eine fast spalten-
de Sequenz bereits durch ihren Startterm (bzw. Endterm) in folgendem Sinne eindeutig
bestimmt ist:

Lemma 2.4. Seien

E, -2~ M 0 und
Ey—L5 M 0

f2

0 N,

zwer fast spaltende Sequenzen. Dann existiert ein kommutatives Diagramm

0 A Iy V' 0
.
0 Ny £, M 0

mit Isomorphismen u und v.
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Lemma 2.5. Seien

I g 2 M, 0 und

Ey —25 M, 0

0 NP

zwer fast spaltende Sequenzen. Dann existiert ein kommutatives Diagramm

0—=N-Lu B 2 M ——0
k]
0 N Ey My 0
mit Isomorphismen v und w.
Beweis. Nachzulesen in [21, 11.4 und 11.9)]. O

Die Frage danach, ob fast spaltende Sequenzen existieren, ist nicht trivial. Es lasst sich
jedoch zeigen, dass fiir jeden unzerlegbaren, nichtprojektiven Modul M eine fast spaltende
Sequenz der Form (2.1) mit Endterm M existiert. Dual existiert zu jedem unzerlegbaren,
nichtinjektiven Modul N eine fast spaltende Sequenz der Form (2.1) mit Startterm N. Sei
nun A eine erbliche k-Algebra. Die iibliche Konstruktion einer fast spaltenden Sequenz
benutzt die Funktoren 7 := DExt4(—, A) und 77! := Ext!(D(-), A), welche jeweils
von mod A zuriick nach mod A operieren. Diese Funktoren werden auch Auslander-
Reiten-Translationen genannt. Diese Schreibweise suggeriert zunéchst, dass die beiden
Funktoren zueinander quasi-invers sind, was aber im Allgemeinen nicht der Fall ist. Es
gilt folgende Aussage:

Theorem 2.6. Sei A eine erbliche k-Algebra. Dann sind 7 und 7% ein Paar zueinan-

. . . .o . . T —
der quasi-inverser Funktoren, welche eine Aquivalenz von Kategorien modA — modA
—1
-

liefern.

Hierbei bezeichnet modA die projektiv stabile und modA die injektiv stabile Modulka-
tegorie. Diese erhélt man aus mod A dadurch, dass man das Ideal aller Morphismen, wel-
che iiber einen projektiven bzw. injektiven Modul faktorisieren, aus der Kategorie mod A
herausteilt. Durch diesen Prozess werden gewissermaflen alle projektiven bzw. injektiven
Moduln zu Nullobjekten gemacht.

Mithilfe der beiden Funktoren 7 und 7~ ! lassen sich die fast spaltenden Sequenzen
zu einem gegebenen Start- bzw. Endterm konstruieren. Es ist in der Tat so, dass ei-
ne fast spaltende Sequenz der Form (2.1) korrespondiert zu einem von Null verschie-
denen Représentanten eines Elements des einfachen Sockels des Ends(M)-End4(M)-
Bimoduls Ext}, (M, 7M) (bzw. analog zu einem nicht-Null-Element des einfachen Sockels
des End 4 (N)-End4(N)-Bimoduls Ext!,(7=*N, N)). Dies fithrt unmittelbar auf
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Theorem 2.7. (1) Sei M ein unzerlegbarer, nichtprojektiver A-Modul. Dann existiert
eine fast spaltende Sequenz 0 ™™™ E M 0.
(2) Sei N ein unzerlegbarer, nichtinjektiver A-Modul. Dann ezistiert eine fast spaltende

Sequenz 0 N E T7IN —0.

Beweis. Nachzulesen in [1, IV, 3.1]. O

Beim Beweis werden insbesondere die so genannten Auslander-Reiten-Formeln ge-
nutzt, welche eine herausragende Rolle spielen, da sie eine funktorielle [somorphie zwischen
einem Ext-Funktor und zwei modifizierten Hom-Funktoren etablieren. Wir betrachten
wieder nur den erblichen Fall:

Theorem 2.8. Sei A eine erbliche k-Algebra und seien M und N zwei Moduln aus mod A.
Dann existieren in beiden Variablen funktorielle Isomorphismen

Ext, (M, N) = DHomu(r'N, M) = DHomu(N,7M). (2.2)
Beweis. Nachzulesen in [1, IV, 2.13 und 2.14]. O

Wir wollen diese kurze Einfiihrung mit einer Folgerung abschlieflen, die uns im Fall
einer erblichen k-Algebra A liefert, dass die Auslander-Reiten-Translationen eine funkto-
rielle Isomorphie auf den Morphismenrdumen induziert.

Folgerung 2.9. Seien A eine erbliche k-Algebra und M und N zwei Moduln aus mod A.
Dann gelten:

(1) Besitzt M keinen projektiven direkten Summanden, so gibt es einen in beiden Variablen
funktoriellen Isomorphismus Hom (M, N) = Homy(7M,TN).

(2) Besitzt N keinen injektiven direkten Summanden, so gibt es einen in beiden Variablen
funktoriellen Isomorphismus Homa(M, N) = Homu (7'M, 77!N).

Es sei angemerkt, dass es ein Analogon zu Theorem 2.8 fiir beliebige (nicht notwendi-
gerweise erbliche) k-Algebren gibt. Bei diesem miissen dann allerdings wieder die projektiv
bzw. injektiv stabilen Morphismenrdume betrachtet werden. Diese Unterscheidung entfallt
im erblichen Fall wegen gl.dim A < 1.

2.2 Ein Resultat fiir unzerlegbare, nichtprojektive Mo-
duln

Wenn wir noch einmal Folgerung 2.9 betrachten, so féllt auf, dass der Funktor 7 einen
Isomorphismus Ends(X) —— Ends(7X) induziert, falls X ein unzerlegbarer, nicht-
projektiver Modul ist. Dies wirft unmittelbar die Frage danach auf, ob man eine Beziehung
zwischen einem Endomorphismus f € End4(X) und seinem Bild 7(f) € End4(7X) finden
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kann. Es stellt sich heraus, dass dies tatséchlich der Fall ist, wenn wir die Wirkung von f
bzw. 7(f) auf eine in X endende fast spaltende Sequenz betrachten.

Wir werden uns in diesem Abschnitt an den Bezeichnungen aus [16, 3.] halten. Sei A
eine erbliche k-Algebra und sei fiir jeden unzerlegbaren, nichtprojektiven A-Modul X aus
mod A

px o 0 TX E X 0

eine fixierte, fast spaltende Sequenz. Ferner sei kx : Ext!(X,7X) ——k eine k-lineare
Abbildung mit kx (uy) # 0. Fiir zwei k-Vektorrdume V und W heifit eine k-Bilinearform
(=, =) : VxW——=Fk ein perfektes Paar, falls fiir jedes z € V\{0} ein y € W
existiert mit (x,y) # 0, und falls analog fiir jedes y € W\{0} ein € V existiert mit
(z,y) # 0.

Seien nun X und Y zwei Moduln aus mod A, wobei X unzerlegbar, nichtprojektiv
sein soll. Setzen wir V := Homu(Y,7X) und W := Ext!(X,Y), so erhalten wir nach
[16, 3.1 f.] ein perfektes Paar

<_’ _> : HOHlA(K TX) X EXt,lél(Xa Y) —k ) (fv 77) = '%X(fn) (23)
Das Element fn € Extz(X ,7X) wird hierbei durch Pushout der Folge n durch f erzeugt,

d.h., fn ist auffassbar als die untere Zeile in folgendem kommutativen Diagramm mit
exakten Zeilen:

n:0 Y Ey X 0
b
fmn:0 TX Ey X 0.

Durch das perfekte Paar (2.3) wird ein in X und Y natiirlicher Isomorphismus
Yxy 1 Homa(Y,7X) —=DExth(X,Y), f+ (f,—) (2.4)

induziert. Es sei angemerkt, dass man bei der Wahl der zu fixierenden fast spaltenden
Sequenz px und der k-linearen Abbildung rx freie Wahl hat, solange rx(px) # 0 gilt.

Wir schlieBen nun zwei bekannte Resultate an, die sich bei den folgenden Betrachtun-
gen als sehr wichtig herausstellen werden. Das erste geht bereits auf Wedderburn (vgl.
23, Theorem 1]) zuriick. Da der Beweis in der Orginalreferenz allerdings stellenweise sehr
vage ist, verwenden wir folgende Version dieses Satzes (vgl. [17, Proposition 4.6]):

Lemma 2.10. Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra. Sei ferner B C A ein multipli-
kativ abgeschlossener Untervektorraum von A, welcher von nilpotenten Elementen aufge-
spannt wird. Dann existiert ein n € N mit B™ = 0.
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Dieses Resultat gilt trivialerweise im Fall, dass A eine kommutative Algebra ist. Al-
lerdings ist bemerkenswert, dass es zumindest fiir endlichdimensionale k-Algebren A auch
im nichtkommutativen Fall giiltig ist. Sei nun D eine k-Divisionsalgebra. Wir definieren
den (additiven) Kommutatorunterraum

K (D) := spang{ab—ba | a,b € D}
von D. Dann gilt (vgl. [11, Corollary]):

Lemma 2.11. Sei D eine k-Divisionsalgebra mit D = K (D). Dann ist jedes Element der
Matrizalgebra D**? eine Summe nilpotenter Elemente.

Es ist anzumerken, dass dieses Resultat sogar fiir beliebige Schiefkérper D giiltig
ist. Mit Lemma 2.10, Lemma 2.11 und den anderen Vorbemerkungen koénnen wir nun
folgendes beweisen:

Theorem 2.12. Sei A eine erbliche k-Algebra und sei X aus mod A unzerlegbar und
nichtprojektiv, sodass Enda(X) eine k-Divisionsalgebra ist. Sei weiter

px o 0 TX E X 0

eine fast spaltende Sequenz mit Endterm X . Dann gilt fir alle f € End4(X) die Beziehung

T(f) ux = px - f.

Beweis. Sei 1xy der zuvor angegebene, in X und Y natiirliche, Isomorphismus. Dieser ist
insbesondere ein Isomorphismus von End4(X)-Enda(Y)-Bimoduln. Damit erhalten wir
aus der End,(Y')-Linearitéat sowie aus der End4(X)-Linearitéit zundchst folgende Bezie-
hungen fiir n € Ext!(X,Y), g € Hom4(Y,7X), f € Enda(X) und h € End(Y):

(g, h-m) = (gh,n), (g,n-f)=A(7(f)g,n).

Sei nun im speziellen Y = 7X und pux € Ext(X,7X) sei eine fast spaltende Sequenz.
Da nach Folgerung 2.9 und der Voraussetzung nun D = End(X) = Enda(7X) eine
(endlichdimensionale) k-Divisionsalgebra ist, ist £ := Ext!(X,7X) ein 1-dimensionaler
D-D-Bimodul und damit ist insbesondere D - ux = E = ux - D. Damit existiert fiir jedes
f € D =FEnds(X) ein eindeutiges f' € D = Enda(7X) mit f - ux = px - f. Wir kénnen
damit die Abbildung

c: D——=D , f~ o(f), definieren, wobei o(f) das eindeutig bestimmte Element aus
D ist mit o(f) - ux = px - f. Man beachte weiter, dass wegen £ = D - ux und der
Tatsache, dass jedes von Null verschiedene Element aus D invertierbar ist, jedes von Null
verschiedene Element aus E eine fast spaltende Sequenz ist. Wir behaupten nun, dass mit
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den Bezeichnungen von zuvor D # K(D) gilt. Nehmen wir an, dass D = K(D) wiére.
Nach Lemma 2.11 ist jedes Element der Matrixalgebra

(3 5)

eine Summe nilpotenter Elemente. Da mit D aber auch B endlichdimensional {iber k
ist und da B, wie eben bemerkt, von nilpotenten Elementen aufgespannt wird, erhal-
ten wir aus Lemma 2.10 die Existenz eines n € N mit B™ = 0. Insbesondere ist also
das Einselement von B nilpotent, was natiirlich ein Widerspruch ist. Daher muss also
D # K(D) gelten. Da die Abbildung D——F , d — d - pux, ein Isomorphismus von
k-Vektorraumen ist, erhalten wir unmittelbar, dass auch £ = D - ux # K(D) - px gilt.
Sei nun v € (E\K(D)) - ux eine beliebige fast-spaltende Sequenz. Dann existiert ein
Untervektorraum R von F, sodass E = span,{v} @ (K(D) - ux) @ R (als Zerlegung
in k-Vektorrdume) ist. Fiir ein beliebiges Element n € E schreiben wir im Folgenden
n=oa v+rmitaeckundr € (K(D)- ux)® R und definieren damit die k-lineare
Abbildung kx : F——k,n = a-v+r+— a. Fir das durch diese Abbildung xy indu-
zierte perfekte Paar (—.—) gilt dann insbesondere (d, ux) = 0 fiir jedes d € K (D). Seien
nun f € D und n € E beliebig. Dann existiert ein d € D, sodass n = d - ux gilt und wir
erhalten folgende Gleichungskette:

(r(f)m ={Ln-f)={0(d px)- ) =1,d-(o(f) px)) = (do(f), px)
= (do(f), px) + (o (f)d — do(f), px) = (o(f)d, px)
= <U(f>7d'UX> = <0(f),77>.

Aus der k-Bilinearitét von (—, —) folgt damit (7(f) —o(f),n) =0.Da f€ Dundn € E
beliebig waren und da (—, —) ein perfektes Paar ist, folgt 7(f) = o(f) fiir jedes f € D.
Nach Definition von o ist letztlich px - f = o(f) - ux = 7(f) - px fiir jedes f € D und
somit ist die Behauptung gezeigt. O

Das vorangegangene Theorem hat einige interessante Konsequenzen. So lasst sich bei-
spielsweise zeigen, dass unter denselben Voraussetzungen wie in Theorem 2.12 aus der
Existenz eines kommutativen Diagramms mit exakten Zeilen der Gestalt

px 0 X *=F——=X 0

N

px 0 X - F—"+=X 0

bereits f’ = 7(f) folgt. Dies impliziert insbesondere, dass fiir jedes o € k die Beziehung
T(Oz . 1EndA(X)> =qQ- 1EndA(X) gilt.
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2.3 Der Auslander-Reiten-Ko6cher einer Algebra A

In der Darstellungstheorie endlichdimensionaler Algebren wird besonderes Augenmerk auf
das Studium der unzerlegharen Moduln und der irreduziblen Morphismen zwischen diesen
gelegt. Man kann diese Informationen in einem gerichteten Graphen, dem so genannten
Auslander-Reiten-Kocher kombinatorisch speichern. Ist A eine k-Algebra und M ein
A-Modul, so bezeichnen wir mit [M] die Klasse aller zu M isomorphen A-Moduln. Damit
erhalten wir den zu A gehorigen Auslander-Reiten-Kocher T'(mod A) durch folgende zwei
Schritte:

1. Assoziiere zu jeder Isomorphieklasse [M] eines unzerlegbaren A-Moduls M aus
mod A eine Ecke in I'(mod A).

2. Seien [M] und [N] Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln aus mod A. Seien ferner

a := dim(rad (M, N)/radf,(M, N))End (M), rad Enda (M) Und
b := diMpud , (V) rad Bnds (V) (tada (M, N)/rad 3 (M, N)).

Ist eine der Zahlen a oder b von Null verschieden, so fiigen wir einen Pfeil
[M] e, [N] hinzu. Gilt hierbei a = b = 1, so schreiben wir einfach [M]——[N].
Der zweite Punkt motiviert sich dadurch, dass nach Lemma 2.2 die irreduziblen Morphis-
men gerade die Homomorphismen aus rad4 (M, N)\ rad3(M, N) sind und die Dimensionen
des Faktorraums rad (M, N)/rad3(M, N) in gewisser Weise die Anzahl der wesentlich
voneinander verschiedenen, irreduziblen Abbildungen von M nach N messen. Wir werden

im Folgenden die eckigen Klammern weglassen, sofern dies nicht zu Missverstédndnissen
fiihrt.

Bemerkung 2.13. Falls k algebraisch abgeschlossen ist, sind mit den vorhergehenden Be-
zeichnungen die k-Divisionsalgebren End 4 (M )/ rad End (M) und Ends(N)/rad End4(N)
schon isomorph zu k und wir erhalten damit a = b. In diesem Fall wird die Beschriftung
der Pfeile weggelassen und man setzt stattdessen a = b Pfeile von [M] nach [V].

Der Auslander-Reiten-Kocher einer darstellungsunendlichen Algebra wird in der Regel
mehrere Zusammenhangskomponenten besitzen. Man unterscheidet im Wesentlichen drei
verschiedene Typen von Komponenten des Auslander-Reiten-Kochers einer Algebra A,
die wir im Folgenden definieren werden.

Definition 2.14. Sei A eine k-Algebra und I'(mod A) ihr Auslander-Reiten-Kécher.
Ein unzerlegbarer Modul M heifit postprojektiv, wenn ein unzerlegbarer, projektiver
A-Modul P und eine ganze Zahl n > 0 existieren, sodass 7"(M) = P ist. M heifit
priinjektiv, wenn ein unzerlegbarer, injektiver A-Modul I und eine ganze Zahl m > 0
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existieren, sodass 77" (M) = I ist. SchlieBlich heifit M regulir, wenn M weder postpro-
jektiv noch prainjektiv ist. Ferner werden wir einen beliebigen Modul N aus Mod A regular
nennen, wenn er weder postprojektive noch préinjektive direkte Summanden besitzt.

Eine Zusammenhangskomponente des Auslander-Reiten-Kéchers I'(mod A) heift post-
projektiv/préinjektiv/regulir, wenn alle in ihr liegenden Moduln entsprechend postpro-
jektiv /priinjektiv /regulédr sind.

Wihrend im Falle von zahm-erblichen Algebren die postprojektiven und préinjektiven
Komponenten des Auslander-Reiten-Kochers einfach zugénglich und bestens verstanden
sind, stellt sich das Studium der reguldren Komponenten als ungleich schwieriger heraus.
Wir werden uns in den folgenden Kapiteln diesem reguldren Teil des Auslander-Reiten-
Kochers einer zahm-erblichen Algebra A widmen und im Speziellen die einzelnen Zusam-
menhangskomponenten, welche auch R6hren genannt werden, néher studieren.

Ist A eine zahm-erbliche k-Algebra, so gibt es jeweils genau eine postprojektive und
eine préinjektive Komponente. Bezeichnen wir die postprojektive Komponente mit P(A),
die priinjektive Komponente mit Q(A) und die Gesamtheit der reguldren Komponenten
mit R(A), so kann man sich den Auslander-Reiten-Koécher von A schematisch wie folgt
vorstellen (vgl. [22]):

P(A) Q(4)

Abbildung 2.1: Auslander-Reiten-Kocher einer zahm-erblichen Algebra

Es ist bemerkenswerter Weise so, dass es keine Homomorphismen von Objekten in Q(A)
zu Objekten in R(A) oder P(A) und keine Homomorphismen von Objekten in R(A) zu
Objekten in P(A) gibt (vgl. [1, VIII, 2.13]). Alle nicht-Null-Homomorphismen laufen also
gewissermaflen stets ,,von links nach rechts.

Sind nun Ry, Ry regulire Moduln, so sind auch 7R, 7Ry, 7 'R und 77! R, reguliire
Moduln wund nach voriger Bemerkung kann kein nicht-Null-Homomorphismus
f: Ry —— Ry iiber einen projektiven oder injektiven Modul faktorisieren. Damit gilt

Hom4(Ry, Ry) = Homu(Ry, Ry) = Hom 4 (Ry, Rs)
und wir erhalten unmittelbar:

Folgerung 2.15. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra. Dann induzieren die Auslander-
Reiten-Translationen T und 7~ zueinander quasi-inverse Aquivalenzen

add R(A) == add R(A) (2.5)

auf der Unterkategorie add R(A) der reguldren A-Moduln.



28

Kapitel 2. Auslander-Reiten-Theorie



Kapitel 3

Die Struktur des reguliaren Teils von

['(mod A)

Wir werden in diesem Kapitel die Struktur der reguldren Teils des Auslander-Reiten-
Kochers einer zahm-erblichen Algebra A néher untersuchen. Die Untersuchung wird sogar
noch ausgeweitet auf eine Klasse von Moduln aus Mod A, und zwar sogenannte regulére
Torsionsmoduln. Es stellt sich heraus, dass die Klasse der reguldren Torsionsmoduln iiber
einer zahm-erblichen Algebra eine exakte abelsche Unterkategorie von Mod(A) ist, und
dass sie zerfallt in ein Produkt von Kategorien, von denen jede dquivalent zur Kategorie
der Torsionsmoduln iiber einer gewissen Matrixalgebra ist (vgl. [20, 4.4]).

Zunéchst werden wieder einige wichtige Definitionen und Standardresultate vorange-
stellt. Ein wesentliches Hilfsmittel zum Beweis dieser Resultate ist die in (1.3) definierte
quadratische Form ¢4 der Algebra A und deren so genannter Defekt § 4. Wir werden hier
nicht nidher auf diese eingehen, da sie keine vordergriindige Relevanz fiir diese Arbeit
haben. Die wichtigsten Eigenschaften der quadratischen Form und des Defekts und ihre
Bedeutung fiir das Studium regulidrer Moduln sind etwa [4] zu entnehmen.

Im ersten Abschnitt werden wir so genannte Rohren einfithren und einige ihrer we-
sentlichen Eigenschaften auflisten, um dann in den folgenden Abschnitten ein zentrales
Strukturtheorem anzugeben und konkreter auf die Eigenschaften der Moduln in den so
genannten homogenen Rohren einzugehen. Am Ende des Kapitels wird eine Charakterisie-
rung der Zusammenhangskomponenten von R(A), welche die Struktur einer homogenen
Rohre besitzen, stehen.

3.1 Rohren

Unter einer Réhre werden wir eine spezielle Familie von Kochern verstehen, die man sich
so vorstellen kann, dass sie auf einem einseitig unendlichen langen Zylinder liegen (daher
auch der Begriff ,Rohre”). Wir betrachten dazu zunéchst einen Kocher B, den wir durch

29
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folgende Vorschrift erhalten:
1. Assorziiere eine Ecke zu jedem Element aus Z x N.

2. Es gibt jeweils genau einen Pfeil von (n,m) nach (n,m+ 1) und von (n, m—+ 1) nach
(n—1,m) fur alle n € Z und m € N.

Wir kénnen diesen Kocher wie folgt visualisieren:

B : (3.1)
N / \ / \ / \ e
(273) (1?3) (073) (_173)
.
/ \(172)/ \(072)/ (_172)/ \
N N7 N 7 . el
(1,1) (0,1) (-1,1) (=2,1)

Wir definieren nun auf B eine Translation 7. Diese soll auf den Ecken durch
7(n,m) := (n + 1,m) wirken und einen Pfeil « : (ny,m;) —— (n2, my) auf den Pfeil

Ta: (ng+1,m;) — (n2 + 1,mz) abbilden. Die so definierte Abbildung 7 ist, genau
wie jede ihrer Potenzen 7" (r € Z), ein Automorphismus des Kochers B.

Bezeichnen wir mit (7") die zyklische Gruppe der Automorphismen, welche durch 7"
erzeugt wird, so operiert diese auf natiirliche Weise auf dem Kocher B. Wir bezeichnen
mit B/(7") die Menge der Orbits, die unter der Operation von (7") auf B entstehen. Diese
Menge entsteht also dadurch, dass in B jeweils die Punkte 7% (n,m) (k € Z) und die
Pfeile 7*"«v (k € Z) miteinander identifiziert werden. In einem gewissen Sinne ,rollt“ man
also den Kocher B auf einen einseitig unendlichen Zylinder auf.

Dies bringt uns unmittelbar zu folgender Definition:

Definition 3.1. Sei (I', 7) ein Kocher mit einer Translation. Dann heifit (I', 7) eine R6hre
vom Rang r, wenn es einen Isomorphismus von Translationskochern I' = B/(77) gibt,
wobei B der Kocher aus (3.1) ist. Ist hierbei » = 1, so nennen wir die R6hre homogen.
Ferner heifit die Menge aller Punkte von I', welche genau einen direkten Vorgénger (bzw.
Nachfolger) besitzen, der Mund der Rohre.

Wir werden uns im Weiteren fiir Zusammenhangskomponenten von Auslander-Reiten-
Kochern zahm-erblicher Algebren interessieren, welche gerade die Struktur einer Roéhre
besitzen. Dabei werden die Ecken mit Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln belegt
sein und die Pfeile entsprechend zu den irreduziblen Morphismen zwischen diesen korre-
spondieren. Hat eine Komponente C des Auslander-Reiten-Kochers einer Algebra A die
Struktur einer Rohre vom Rang r und ist M ein Objekt aus € C, so gilt 7"M = M und
TEM2ZM fiir 1 < k < r.
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Bezeichnen wir mit {Si[1], S2[1],---,S.[1]} eine Familie von Moduln auf dem Mund
der Rohre C, sodass 751[1] = S,[1] und 75;[1] = S;_4[1] fiir i = 2,--- ,r gilt, so gibt
es fiir jedes i € {1,---,r} und jedes n € N einen Modul S;[n| in C. Fiir diese gel-
ten wieder die Beziehungen 7.51[n] = S,[n] und 7S5;[n] = S;_1[n] fir i = 2,--- ,r und
n € N. Weiterhin existieren irreduzible Morphismen ¢;,, : S;[n] — S;[n + 1] und

Din: Si—1[n+ 1] — Si[n] , sodass folgende kurze exakte Sequenzen fast spaltend sind:

Lin
Pi+1,n—1 [pi+1,n Li+1,n71}

(3.2)

Hierbei ist S,41[n] = Si[n] und S;[0] = 0 zu setzen fiir alle i € {1,--- ,7} und n € N.
Im Falle einer homogenen Rohre lassen wir die Indizes ,,i“ einfach weg. Wir kénnen
Rohren im Auslander-Reiten-Kocher einer Algebra A also wie folgt visualisieren:

(a) Rohre vom Rang 3 (b)
Homogene Rohre

Abbildung 3.1: Rohren im Auslander-Reiten-Kécher

Betrachten wir in der fast spaltenden Sequenz (3.2) die k-Dimensionen der Moduln, so
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erhalten wir die Gleichung
dimg (S;[n + 1]) + dimg (S;11[n — 1)) = dimg(S;[n]) + dimg(S;1[n])

Hieraus folgen induktiv die Beziehungen dimg(S;[n + 1]) > dimg(S;[n]) und
dimy(S;[n + 1]) > dimg(S;41[n]) fir alle ¢ € {1,---r} und n € N. Da weiterhin jeder
irreduzible Morphismus ein echter Mono- oder Epimorphismus ist, erhalten wir, dass die
tin allesamt Monomorphismen und die p; ,, allesamt Epimorphismen sind.

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass uns eine Rohre im Auslander-Reiten-Kocher
einer Algebra A gegeben war und haben gesehen, dass wir damit unmittelbar alle fast
spaltenden Sequenzen angeben koénnen, welche in Objekten dieser Rohre starten (bzw.
enden) und wir konnten auch von den irreduziblen Morphismen sofort angeben, ob es
sich bei diesen um Mono- oder Epimorphismen handelt. Nun wollen wir uns auf den
Standpunkt stellen, dass wir eine Familie von Moduln mit bestimmten Eigenschaften
gegeben haben und Kriterien angeben, wann diese eine Rohre erzeugen.

3.2 Das Strukturtheorem fiir R(A)

Es sei auch in diesem Abschnitt A wieder eine zahm-erblichen Algebra. Es werden zunéchst
wieder einige Definitionen und Notationen entwickelt und wir werden das Theorem an-
geben, welches eine (fast) vollstdndige Beschreibung der Zusammenhangskomponenten
des reguléren Teils von I'(mod A) liefert. Den Beweis und die dafiir nétigen Einzelheiten
werden wir nicht in voller Tiefe wiedergeben konnen, da dies den Rahmen der Arbeit
sprengen wiirde. Wir werden aber auf die wesentlichen Schritte des Beweises eingehen.
Fiir eine vollstéandige Darstellung des Falles, in dem k algebraisch abgeschlossen ist, wel-
cher sich im iibrigen mit einigen Abwandlungen auch auf den allgemeinen Fall iibertragen
lasst, sei auf [22, X-XI| verwiesen.
Wir starten mit einigen grundlegenden Definitionen.

Definition 3.2. Ein Modul £ aus mod A heiit Ziegel', wenn die Endomorphismenal-
gebra Enda(FE) ein Schiefkorper ist. Zwei Ziegel E; und Fs heiflen orthogonal, wenn
Hom 4 (F1, E3) = 0 und Homa(Es, E7) = 0 gelten.

Sei uns jetzt eine Familie {F1, Es,--- , FE,} paarweise orthogonaler Ziegel gegeben.
Dann bezeichnen wir mit € = EXT 4(E,- - , E,) die volle Unterkategorie von mod A,
deren Objektklasse aus dem Nullmodul und allen Moduln M besteht, fiir die eine Kette
von Untermoduln

0=MyCMC--CM=M (3.3)

lengl.: brick
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existiert, sodass | € N und M;/M; 1 = E' mit E* € {E},--- , E,} fiir alle 1 <14 <[ ist.

Es ist unschwer zu sehen, dass die so definierte Unterkategorie £ additiv und abge-
schlossen unter Erweiterungen ist. Seien hierzu M; und M; zwei Moduln aus £ und M’ eine
Erweiterung von M; nach M, d.h., es gebe eine kurze exakte Sequenz
0 M, M My 0. Dann konnen wir M; mit einem Untermodul von
M’ und M5 mit einem Faktormodul von M’ identifizieren. Die zu M’ gehorige Folge von
Untermoduln (3.3) ldsst sich dann unmittelbar aus den zu M; und M, gehorigen Fol-
gen zusammensetzen, sodass M’ in & liegt. Umgekehrt kann man jeden Modul M aus
€ aus einem M; € {E,---, E,} durch eine Folge von Erweiterungen mit Moduln aus
{Ey,- -, E.} erzeugen. Deshalb spricht man bei £ auch von einer Erweiterungskatego-
rie. Wir haben damit gezeigt, dass £ die kleinste, additive, volle Unterkategorie von mod A
ist, welche abgeschlossen unter Erweiterungen ist und welche die Moduln {E}, -, E,.}
enthélt.

Wir nennen in Analogie zu den einfachen Objekten aus mod A ein Objekt S aus £
einfach, wenn S in £ nur 0 und sich selbst als Untermoduln besitzt. Schlieflich nennen wir
eine volle Unterkategorie ¢ von mod A exakt, wenn der Inklusionsfunktor & — mod A
ein exakter Funktor ist, d. h., wenn jede kurze exakte Sequenz

0 Uy U’ Us 0

in U als Sequenz von mod A betrachtet ebenfalls exakt ist.

Eine entscheidende Rolle beim Studium der Eigenschaften der Kategorien
EXTA(EL,- -, E,) spielt das Konzept der Einreihigkeit, welches wir nun allgemein defi-
nieren werden.

Definition 3.3. Sei U eine abelsche Unterkategorie von mod A und C' ein Objekt aus U.
Das Objekt C heifit einreihig, wenn fiir beliebige Unterobjekte C; und Cy von C' in U
stets eine der Inklusionen C; C C5 oder Cy C (] gilt. Die Kategorie U heiflt einreihig,
wenn jedes ihrer unzerlegbaren Objekte einreihig ist.

Fiir ein einreihiges Objekt bilden also seine Unterobjekte eine durch Inklusion to-
tal geordnete Kette. Wir haben nun alle Begriffe beisammen, um folgendes Theorem zu
formulieren:

Theorem 3.4. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra und seien {Ey,--- , E.} eine Men-
ge paarweise orthogonaler Ziegel aus mod A, sodass TE, = E, und TE, = E; fir
i=1,---,r—1 gilt. Dann ist die Kategorie & = EXT 4(Ey,--- , E,) eine exakte, abel-
sche Unterkategorie von mod A. Weiterhin ist jedes unzerlegbare Objekt M aus & einrei-
hig und & bildet eine Réhre vom Rang v in I'(mod A). Die Moduln Ey,--- | E, bilden eine
vollstindige Menge von Moduln, welche auf dem Mund dieser Rohre liegen.

Beweis. Es sei verwiesen auf [22, X, 2.2 und 2.6]. O
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Um nun zur eigentlichen Aussage iiber die Struktur des reguléren Teils von I'(mod A)
zu kommen, miissen wir noch eine Aussage zitieren, welche sich mithilfe des bereits
erwahnten Defekts 04 der zahm-erblichen Algebra A herleiten lésst, und zwar:

Lemma 3.5. Sei A eine zahm-erbliche Algebra. Dann ist die volle Unterkategorie add R(A)
von mod A abelsch und abgeschlossen unter Erweiterungen.

Beweis. Vergleiche [22, XI, 2.4]. O

Wir nennen in Analogie zur Orthogonalitédt von Moduln zwei Komponenten U, und Uy
von I'(mod A) orthogonal, wenn Hom4(X,Y) = 0 und Homy(Y, X) = 0 fiir alle Moduln
X aus U; und alle Moduln Y aus Us gelten.

Bevor wir nun zum angestrebten Theorem kommen kénnen, brauchen wir noch eine
Definition.

Definition 3.6. Sei A eine zahm-erbliche Algebra. Ein von Null verschiedener, regulérer
A-Modul, welcher bis auf den Nullmodul und sich selbst keine weiteren reguldren Unter-
moduln besitzt, heiflt einfach regulér.

Wir kommen nun zum zentralen Theorem iiber die Struktur des reguldren Teils von
I'(mod A).

Theorem 3.7. Sei A eine zahm-erbliche Algebra. Dann bilden die Komponenten von
R(A) eine Familie T4 = {T, }xea von paarweise orthogonalen Réhren T, idiber einer
gewissen Indexmenge A. Ferner ist die Kategorie add R(A) einreihig.

Beweis. (Beweisskizze) Der Beweis kann ebenfalls in [22, XI, 2.8] gefunden werden. Wir
werden kurz die wesentlichen Schritte auflisten.

Nach Folgerung 2.15 induzieren die Funktoren 7 und 77! zueinander quasi-inverse
Aquivalenzen auf add R(A). Damit bilden sie insbesondere einfach regulire Moduln wie-
der in solche ab. Sei nun S ein einfach reguldrer Modul. Dann kénnen wir die Familie
{7%S | k € Z} aller T-Verschiebungen von S betrachten. Man kann nun indirekt zeigen,
dass diese Familie endlich ist. Da dies bereits aus S = 7S fiir ein m # 0 folgen wiirde,
nehmen wir an, dass alle 7%S, k € Z, paarweise nicht isomorph sind. Dann folgt fiir s # ¢
sofort Homy (755, 7S) = 0, da die Moduln 755 und 7S nicht isomorphe einfache Objekte
von add R(A) sind. Wir definieren den Modul M := S®T2S®1iS®- - -®72"S. Hierbei sei
n der Rang der Grothendieck-Gruppe von A, oder gleichbedeutend die Anzahl der Ecken
der k-Gattung von A. Dann ist M die Summe von n + 1 unzerlegbaren Moduln und es
gilt Hom (M, 7M) = 0. Dies widerspricht allerdings einem Resultat aus der Kipptheorie,
welches besagt, dass es einen solchen Modul nicht geben kann (vgl. [1, VIII, 5.3]). Somit
ist unsere Annahme falsch, und die Familie {7*S | k € Z} ist tatséchlich endlich. Man
sieht unmittelbar, dass diese die Voraussetzungen von Theorem 3.4 erfiillt und damit eine
Roéhre in R(A) erzeugt. Ist nun N ein beliebiger unzerlegbarer reguldrer Modul, so gibt
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es einen einfach reguldren Modul Sy, welcher sich in N einbetten lédsst. Damit gehort NV
zur Rohre, welche Sy auf ihrem Mund enthélt. Somit liegt jeder unzerlegbare regulére
Modul in einer Rohre. Nach Theorem 3.4 folgt hiermit auch die Einreihigkeit der Ka-
tegorie add R(A). Die paarweise Orthogonalitdt der Rohren folgt daraus, dass zwischen
den einfach reguldren Moduln aus verschiedenen Rohren keine von Null verschiedenen
Homomorphismen existieren. O

Wir kénnen aus dem vorangegangenen Theorem eine wichtige Invariante ableiten,
welche in Analogie zum Begriff der Linge eines Moduls aus mod A steht. Sei uns ein
unzerlegbar reguldrer Modul M gegeben. Dann gibt es eine eindeutige Kette von Unter-
moduln

0=MyGM G CM=M

mit einem [ € N, sodass die Faktoren M;/M; i fiir i = 1,--- ,[ einfach regulér sind. Die
Zahl [ ist also eine Invariante fiir den Modul M. Dies gilt offenbar auch noch, wenn wir
M nicht als unzerlegbar annehmen. Dann geht lediglich die Eindeutigkeit der Kette von
Untermoduln verloren, nicht aber die ihrer Lange.

Definition 3.8. Sei A eine zahm-erbliche Algebra und M ein regulérer Modul. Sei weiter
O0=MyC M, C---CM=M

mit [ € N und mit einfach reguldren Faktoren M;/M;_; firi=1,--- . Die Grofe | wird
regulidre Linge von M genannt und mit r{(M) bezeichnet.

Es ist bekannt, dass fiir eine zahm-erbliche Algebra A sémtliche Rohren bis auf maxi-
mal drei Ausnahmen homogen sind (vgl. [4, Main Theorem]). Dies legt es nahe, besonderes
Augenmerk auf das Studium homogener Réhren zu legen. Wir werden im folgenden Ab-
schnitt ndher auf die Eigenschaften dieser eingehen und insbesondere Zusammenhénge
zwischen den Endomorphismenalgebren der Moduln innerhalb der Roéhre herstellen.

3.3 Homogene R6hren

Es sei A wieder eine zahm-erbliche Algebra und 7 eine homogene Rohre aus R(A). Wir
ibernehmen die Bezeichnungen aus Abbildung 3.1. Seien also S[n], n € N, die reguliren

Moduln, welche in 7 liegen. Dann gibt es irreduzible Morphismen ¢,, : S[n] — S[n + 1]

sowie p, : S[n+ 1] ——=S[n], welche der Auslander-Reiten-Relation p;e; = 0 bzw.
lnPn = —Pniilni1, VN € N, geniigen.

Wir werden zur Vereinfachung ein neues System irreduzibler Morphismen verwenden.
Seien hierzu fiir n € N:

Dn := pnp, und
i = (=1)",.
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Dann gilt:
Znﬁn = ﬁn—l—lin—i-h Vn € N. (34>

Wir werden nachfolgend mit diesen neuen irreduziblen Morphismen arbeiten und verwen-
den statt i bzw. p einfach wieder die Bezeichnungen ¢ bzw. p fiir diese.

Die Moduln S[n| sind nach Theorem 3.7 einreihig. Wir zeigen, dass rl(S[n]) = n gilt.
Zunichst ist S[1] einfach regulédr, sodass rl(S[1]) = 1 folgt. Nehmen wir an, dass fiir
ein m € N die Gleichheit 7(S[m]) = m gilt. Da es einen irreduziblen Monomorphismus
tm + S[m] ——S[m + 1] gibt, ist zunéchst r{(S[m +1]) > m+ 1. Weiter ist rl(Im ¢,,) =
m. Wiare rl(S[m + 1]) > m + 2, so gidbe es einen Untermodul U von S[m + 1] und
Inklusionen Im ¢,, € @ € S[m + 1]. Seien nun h die Inklusion @ < S[m + 1] und g die
Komposition

S[m] 3 Im 1, — Q .

Dann erhalten wir eine Faktorisierung ¢,, = hg, in welcher g kein spaltender Monomorphis-
mus und h kein spaltender Epimorphismus ist. Dies widerspricht aber der
Definition 2.1 irreduzibler Morphismen. Somit muss 7/(S[m + 1]) = m + 1 gelten und
es folgt induktiv r1(S[n]) = n, Vn € N. Man beachte, dass sich dieses Argument auch auf
nicht-homogenen Rohren auf dieselbe Weise durchfiihren lédsst. Es sei weiterhin bemerkt,
dass sdmtliche reguldre Kompositionsfaktoren von S[n] isomorph zu S[1] sind und dass
7S[n] = S[n| fir alle n € N gilt. Ferner ist die Endomorphismenalgebra des einfach re-
guldren Moduls S[1] eine k-Divisionsalgebra. Dies ldsst sich in Analogie zum Lemma von
Schur beweisen.

Wir starten unsere Untersuchungen mit einem Lemma, welches auch als Homotopie-
lemma bekannt ist.

Lemma 3.9. Seiin mod A ein kommutatives Diagramm mit exzakten Zeilen der folgenden
Gestalt gegeben:

Dann existiert ein Homomorphismus hy : B——=A" mit a = h1f genau dann, wenn es
einen Homomorphismus hy : C'—— B’ mit ¢ = g'hy gibt.

Beweis. Sei zunédchst ein hy : B——=A" mit a = hif gegeben. Dann folgt
bf = f'a= f'hyf,sodass (b— f'hy)f = 0 gilt. Da die Abbildung g : B ——= C der Kokern
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von f ist, gibt es nach der universellen Eigenschaft dessen ein eindeutiges hy : C' —— B’ |
fiir welches hog = b — f'hy gilt. Wir erhalten somit:

cg=gb=g'(hag + f'h) = g'hag

= (c—=4g'ha)g =0
g R c—ghy=0
= c =g hs.

Sei uns umgekehrt ein hy : C' —— B’ mit ¢ = g’hy gegeben. Dann haben wir zunéchst
g'b = cg = ¢g'hag, woraus ¢'(b — hog) = 0 folgt. Da nun f': A’——= B’ der Kern von
g’ ist, gibt es einen eindeutigen Homomorphismus h; : B——=A" mit f'hy = b — hag.
Somit ergibt sich folgende Implikationskette:

fla=bf = (f'hi+hog)f = f'haf

= flla=hif)=0
f/ Monom. a— hlf -0
= a = hlf,
womit der Beweis abgeschlossen ist. O

Wir werden im Folgenden eine Reihe von Aussagen dariiber trefen, wie sich Homomor-
phismen von End 4(S[n]) nach End 4(S[n+1]) liften lassen. Hierzu bendtigen wir zunéchst
einige weitere Vorbetrachtungen.

Zunéchst bemerken wir, dass die irreduziblen Morphismen ¢,, und p,, auf natiirliche Art
und Weise Algebrenhomomorphismen von End(S[n + 1]) nach End4(S[n|) induzieren.
Um dies einzusehen, betrachten wir zunéchst ¢, : S[n] ——= S[n + 1] . Da es sich bei die-
sem irreduziblen = Morphismus um einen  Monomorphismus handelt und
rl(S[m]) = m, Vm € N, gilt, induziert ¢,, einen Isomorphismus von S[n] nach rad S[n+1],
sodass wir eine kurze exakte Sequenz der Form:

0—— S[n] —=> S[n + 1] — =" S[p 4+1]/rad S[n + 1] ——=0

erhalten. Ist nun f € Enda(S[n + 1]) ein Endomorphismus von S[n + 1], so gilt
f(rad S[n + 1]) C rad S[n + 1],, sodass Coker ¢, o f o, = 0 ist. Wegen der universel-
len Figenschaft des Kerns obiger kurzer exakter Sequenz konnen wir f einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus f € Enda(S[n]) zuordnen, welcher folgendes Diagramm
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kommutativ macht:

Sin + 1] —= S[n + 1] (3.5)

Sin] —L— S[n] .
Dies liefert uns einen Homomorphismus 7,, : Ends(S[n + 1]) —= End(S[n]) , f — £,
von Algebren.
Betrachten wir statt ¢, die irreduziblen Epimorphismen p,, so gilt fiir diese
Ker p, = soc S[n + 1]. Wir erhalten damit wieder eine kurze exakte Sequenz, welche
von folgender Gestalt ist:

0 ——=soc S[n + 1] et b

Sn+ 1] -2 S[n] —0.

Da fiir ein gegebenes f € Enda(S[n+1]) die Inklusion f(soc S[n+1]) C soc S[n+ 1] gilt,
erhalten wir p,, o f o Ker p, = 0, sodass wir aus der universellen Eigenschaft des Kokerns
in obiger exakter Sequenz einen eindeutigen Homomorphismus f’ € End 4(S[n]) erhalten,
welcher folgendes Diagramm kommutativ macht:

S + 1] —L= S[n + 1] (3.6)
Sin] —~ Sn].

Wieder erhalten wir einen Homomorphismus p,, : Enda(S[n + 1]) — Enda(S[n]) ,
f = f", von Algebren.
Wir werden nun zeigen, dass es sich bei 7, und p, um Epimorphismen handelt.

Lemma 3.10. Mit denselben Bezeichnungen wie im Vorangegangenen ist i, fir jedes
n € N ein Epimorphismus.

Beweis. Wir bendtigen zuniichst eine Aussage iiber den Raum Ext}(S[1], S[n]). Unter
Ausnutzung der Formeln aus Theorem 2.8 und unter Beachtung von 75[n] = S[n| erhal-
ten wir einen natiirlichen Isomorphismus Ext}(S[1], S[n]) = D Homa(S[n], S[1]). Ist nun
g € Homy4(S[n], S[1]), so faktorisiert g als

g= S 5] 2= 571

Hierbeiist g € D := End4(S[1]). Dasich also jeder Homomorphismus g € Hom 4 (S[n], S[1])
in der Form g = §py - - - pn_1 schreiben lsst, folgern wir, dass der Raum Ext}(S[1], S[n])
ein eindimensionaler rechter D-Vektorraum ist. Dies impliziert Folgendes:
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Ist o : 0 —— S[n] — FE; —— S[1] 0 eine nicht spaltende, kurze exakte Sequenz

und n @ 0 S[n] > By —%> S]1] 0 eine beliebige kurze exakte Sequenz, so
existiert ein A € End4(S[1]) mit n = noh. D. h., n lasst sich als Pullback von 7y schreiben:

/ /

n:0——=_8n] = FE,——=S[1] —=0
|
Mo : O—>S[n] z E1 z S[l] 0.

Die Eigenschaft, dass g durch p; - - - p,,_1 faktorisiert, ist nicht trivial. Wir geben eine kurze
Begriindung hierfiir an und verwenden die Tatsache, dass der Homomorphismus

Sn+ 1)@ Sh—1],

welcher Teil der fast spaltenden Sequenz (3.2) ist, ein so genannter links minimal fast
spaltender Morphismus ist (vgl. [1, IV, 1.1 und 1.13]). Es ergibt sich, dass ein Homo-
morphismus (u1,us) : S[n+1] @ S[n — 1] —— S[1] existiert mit g = wuyt, + UsPp_1.
Da ferner ¢, in den Kern von w; abbildet, ist uyt, = 0 und damit ¢ = wu9p,_1 mit
us € Homu(S[n — 1], S[1]). Induktives Fortfithren dieses Arguments liefert die besagte
Faktorisierung von g.

Wir miissen nun zeigen, dass fiir jedes f € End(S[n]) ein f € End4(S[n+1]) existiert
mit ¢, f = ft,. Sei uns also ein f € End4(S[n]) gegeben. Wir betrachten die kurze exakte
Sequenz

v: 0—S[n] 2= Sn+ 1] —~ 9[1] 0

und das folgende aus v durch Pushout mittels f erzeugte kommutative Diagramm:

v:0——>58[n] > Sh+1] —22 -~ 5[] 0 (3.7)
_ poo H
fv:0——=8[n]— E ? S[1] 0.

Da es sich bei ¢, um einen nicht spaltenden Monomorphismus handelt, ist die Sequenz v
ebenfalls nicht spaltend. Nach unseren Voriiberlegungen gibt es daher ein g € End4(S[1]),
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sodass fv = vg ist. Wir erhalten folgendes kommutative Diagramm:

v:0 S[n] -~ S[n + 1] — 5[] 0 (3.8)
o H
fu=vg:0 Sn] ———F - S[1] 0
- )
v:0 S[n] -~ S[n + 1] —2 - 5[] 0.
Es folgt ¢, f = hohqty, sodass die Behauptung fiir f := hohy folgt. n

Es folgt ein weiteres Lemma fiir die durch die p,, erzeugten Homomorphismen p,,.

Lemma 3.11. Mit denselben Bezeichnungen wie im Vorangegangenen ist p, fiir jedes
n € N ein Epimorphismus.

Beweis. Der Beweis lduft analog zum Beweis von Lemma 3.10 ab. Wir betrachten den
Raum Ext}(S[n],S[1]) = DHomu(S[1],S[n]). Man zeigt wieder, dass jedes
g € Homy(S[1],S[n]) in ¢ = tp_1---11g mit einem g € D := End4(S[1]) faktorisiert.
Hieraus folgt, dass Ext!,(S[n], S[1]) ein eindimensionaler linker D-Vektorraum ist.

Sei nun wieder f' € Ends(S[n]). Wir miissen zeigen, dass es ein f € Enda(S[n + 1])
gibt, sodass p, f = f'p, gilt. Betrachten wir nun die nicht spaltende Sequenz

v 00— S[1] 2 S[n 4 1] 2> S[n] —0

und das hieraus durch Pullback mittels f’ erzeugte kommutative Diagramm

/

vif 00— S[1]—Y s B — + S[n] ——=0 (3.9)

| kb

v 0—— S[1] 2% Sn + 1] 22> S[n] — 0.

Da v* nicht spaltet, existiert ein ¢’ € End(S[1]) mit v*f" = ¢'v*. Wir erhalten dadurch
folgendes kommutatives Diagramm:

v 0 S[1] =L S[n + 1] 22 S[n] 0 (3.10)
oo
vifl=g¢'v*: 0 S[1] —“— E'— Sn] 0
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Es ergibt sich f'p, = p,h4h}, sodass die Behauptung mit f := h)h] folgt. ]

Im Weiteren werden speziell die Algebrenepimorphismen p, eine Rolle spielen. Wir
werden die Kette von Epimorphismen

.- — = End4(S[4]) —Z= End4(S[3]) —2= End(S[2]) =2~ End4(S[1])  (3.11)

betrachten und iiber diese den so genannten inversen Limes bilden. Die so entstehende
Algebra wird uns die zugrundeliegende Rohre vollstédndig beschreiben. Bevor wir allerdings
dazu tibergehen, studieren wir die Endomorphismenalgebren End 4 (S[n]) und die Wirkung
der p, speziell auf deren Ideale.

Wir  haben fiir jedes mn €N einen ausgezeichneten Endomorphismus
Tn i= tn—1Pn—1 € End4(S[n]), wobei m := 0 zu setzen ist. Es gilt fiir diese Endomor-
phismen Ker 7, = soc S[n] und Im 7, = rad S([n]).

Wir starten damit, zu zeigen, dass das von 7, in End 4(S[n]) erzeugte Linksideal gleich
dem von 7, erzeugten Rechtsideal ist (und somit gleich dem von 7, erzeugten zweiseitigen

Ideal).
Lemma 3.12. Sei m, € End4(S[n]) wie zuvor definiert. Dann gilt
T, End 4 (S[n]) = Enda(S[n])m, = (m,).

Beweis. Die Behauptung ist klar fiir n = 1. Wir nehmen also im Folgenden n > 2 an.
Sei zunéchst m,f € m,Enda(S[n]) gegeben. Wir miissen zeigen, dass es ein

f' € Ends(S[n]) gibt, fiir welches =,f = f'm, gilt. Betrachten wir dazu

Pn-1(f) € Enda(S[n — 1]). Dann finden wir nach Lemma 3.10 ein f’ € End(S[n]) mit

tn-1(f") = Pn-1(f). Es folgt:
7Tnf - Ln—lpn—lf - Ln—lﬁn—l(f)pn—l = Ln—lzn—l(f/)pn—l - f/Ln—lpn—l - flﬂ-n-

Ist umgekehrt g, € 7, End4(S[n]). Dann finden wir nach Lemma 3.11 ein ¢’ € End4(S[n])
mit Z,—1(9) = pr—1(¢’) und wir erhalten analog:

970 = Gln-1Pn-1 = tn-1in-1(9)Pn-1 = tn-1Pn—1(¢")Pn—1 = tn—1Pn—19" = T0g'.

Damit haben wir m, Ends(S[n]) = Enda(S[n])m, und es ist damit auch unmittelbar
klar, dass dies ein zweiseitiges Ideal ist, welches gerade von 7, erzeugt wird, womit die
Behauptung bewiesen ist. O]

Als néchstes wollen wir eine vollstdndige Beschreibung der Ideale der Algebren
End4(S[n]) liefern. Wir werden insbesondere sehen, dass jedes einseitige Ideal auch zwei-
seitig ist und von einem Element erzeugt wird.
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Lemma 3.13. Sei I ein (einseitiges) Ideal in Endu(S[n]). Dann existiert ein
ng € {0,---n}, sodass I = {f € Endu(S[n]) | Im f C rad}’ S[n|} gilt. I ist ferner
ewn zweiseitiges Hauptideal.

Beweis. Sei 0.B.d. A. I ein Linksideal in End4(S[n]). Da wir fiir S[n| die Kette

0 =rad}j(S[n]) C radi ™' (S[n]) -+ & rad}(S[n]) € rad(S[n]) € radi(S[n]) = Sln]

von reguliren Untermoduln mit rad%(S[n])/rad4™(S[n]) einfach regulir, fiir alle

k€ {0,---,n — 1}, haben, kénnen wir die Zahl
no :=min{m € Ny | 3g € I : Im g =rad}'(S[n])} (3.12)

definieren. Ist nyg = n, so ist I = 0 und die Behauptung ist trivial. Wir kénnen daher
ny < n annehmen. Sei gy € I ein Homomorphismus, welcher gerade Im gy = rad;}°(S[n])
erfiillt, und sei h € I beliebig. Nach der Definition von ng folgt sofort Im A C rad}°(S[n]).
Da ferner S[n — ng] und rad)°(S[n]) isomorph sind (ein Isomorphismus kann aus
lp—1+""ln—n, abgeleitet werden), faktorisieren h und g als h = hghy bzw. g9 = g1
mit gewissen hy, g1 € Homy(S[n], S[n — no)) und hy, g € Homa(S[n — ng), S[n)).

Analog zu den Argumenten, welche in den Beweisen von Lemma 3.10 und Lemma 3.11
angebracht wurden, faktorisieren die h; und g¢; (i = 1,2) weiter in:

91 = 91Pn—no " * " Pn-1,
hl - hlpn—no o Pn-1,
g2 = lp—1"""lp—neg2, SOW1E

h2 =lp-1-"" Ln—nth .

Dafnlt st Jgo = lpn-1-""" //nfnogpnfno ©Pn-1 und b = g Lnfnoi’/pnfno T Pn-1 mit
g, h € Endas(S[n — ng]). Der Endomorphismus ¢ ist wegen der Bedingung
Im go = rad{°(S[n]) ein Isomorphismus, sodass fiir diesen

gEnd4(S[n — ng]) = Enda(S[n — ng]) = Enda(S[n — ngl)g (3.13)

gilt. Da nach Lemma 3.10 bzw. Lemma 3.11 die Algebrenhomomorphismen p,,, und z,, fiir
alle m € N surjektiv sind, erhalten wir fiir jedes m € N zusétzlich die beiden Gleichheiten

pm Enda(S[m + 1]) = Enda(S[m])p.m, , und (3.14)
Enda(S[m + 1])tm = tm Enda(S[m]) . (3.15)
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Es ergibt sich die Inklusionskette

1 g ln—1"""ln—ng EHdA(S[TL - nO])pn—no ©Pn—1

3é3 lp—1-+"" Ln—no EHdA(S[TL - nO])gpn—no cc o Pn—1

315 End4(S[n])en—1+ "+ tn-noGPn—no = * Pn1

= End4(S[n])go
g I?

aus der wir I = End4(S[n])g schlieBen. Da sich weiterhin jedes f € Ends(S[n]) mit
Im f C rad;°(S[n]) nach obigen Ausfithrungen schreiben lidsst als
f=tn_1-- Ln,nofpn,no <+ Pp_1 mit einem f € End4(S[n — ngl), und umgekehrt das
Bild jedes Homomorphismus aus t,,—1 -« * ty—ny, Enda(S[n—mn0])Pn—n, - - - Pn—1 in rad }° (S[n])
liegt, folgt

I =Endas(S[n))go = tn-1-"* tn-ng Enda(S[n — 1)) Pn—ng -+ Pn—1
= {f € Enda(S[n]) | Im f Crad}° S[n]}.

SchlieBlich ergibt sich aus (3.14) noch die Gleichheit:

End4(S[n])go = tn-1+ " tnng Enda(S[n — 1)) Pn—ng ** * Pn—1
= lp_1" " bn—no G Enda(S[n — 1)) Pr—ng - Pn—1
= ln 1" bnngJPn—ng * - Pn_1 End4(S[n])
= go End4(S[n]) .

Damit ist I = go End4(S[n]) = Enda(S[n])go = (go) ein zweiseitiges Hauptideal und das
Lemma ist bewiesen. O

Wir haben gezeigt, dass jede der Endomorphismenalgebren End 4(S[n]) eine eindeutige
Folge von ineinander geschachtelten Hauptidealen besitzt und diese tatséchlich alle (auch
einseitigen) Ideale umfasst. Mit den Bezeichnungen aus obigem Beweis bemerken wir,
dass wir fiir die Erzeuger der Ideale, welche wir mit gy bezeichnet hatten, insbesondere
die Elemente t,—1 *** tp—ng L Sn—no]Pn—no * * * Pn—1 nehmen kénnen. Dann sind die gy gerade
die Potenzen von 7, was wir durch iteriertes Anwenden von (3.4) einsehen kénnen:

go = ln—1" " ln—ngPn—ng ** " Pn—1

3.4
= lp—-1Pn—-1tn—-1Pn—1 """ tn—1Pn—-1

— 710
=m°.

Dies fithrt uns unmittelbar auf:
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Folgerung 3.14. Die cinzigen Ideale der Algebra End,(S[n]) sind die Hauptideale
(7F) = rad® End4(S[n]) = {f € Enda(S[n]) | Im f C rad’ S[n]}
firk=0,--- n.
Hierbei verstehen wir 72 als 1 sin)- Da wir auBerdem die Beziehung (3.4) haben, folgt
Pn—1Tn = Pn—1ln-1Pn—1 = bn—2Pn—2Pn-1 = Tn-1Pn-1, falls n > 3 ist.

Da wir 7 := 0 gesetzt hatten, gilt diese Beziehung wegen p;t; = 0 auch noch fiir n = 2.
Somit wirkt der Algebrenepimorphismus p,,_; auf m, einfach durch p,_;(7,) = 7,_1. Wir
folgern hieraus fiir die Wirkung der p,_; auf die Ideale (7%) (k =0,--- ,n):

o1 ((7™)) = (7F_ ) fir k € {0,--- ,n — 2}, (3.16)
o1 (7)) =0 fiir k € {n — 1, n}. (3.17)

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse in folgendem Theorem zusammen:

Theorem 3.15. Die Algebren Ends(S[n]) sind fir alle n € N lokale Hauptidealringe.
Ihre maximalen Ideale werden erzeugt durch m, und alle Ideale von End4(S[n]) bilden
eine durch Inklusion geordnete Kette

0=(m) S (™) S C(m) & (m) C (mp) = Enda(S[n])

n

Weiterhin ist jedes einseitige Ideal von End 4(S[n]) auch ein zweiseitiges Ideal.

Die Algebrenepimorphismen p, : Enda(S[n + 1)) — Enda(S[n]) wirken auf die Ideale
durch p,((7k, ) = (7%) fir k € {0,--+ ,n+ 1}, wobei fir k € {n, n+ 1} auf der rechten
Seite der letzten Gleichung eine Null entsteht.

Beweis. Die  Lokalitdt von Enda(S[n]) ist eine Konsequenz dessen, dass
rad End,(S[n]) = (m,) das eindeutige maximale Ideal in End4(S[n]) ist. Alle anderen
Aussagen wurden in Lemma 3.13, Folgerung 3.14, sowie (3.16) und (3.17) gezeigt. ]

Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dass wir eine (homogene) Rohre als eine
Modulkategorie iiber einem gewissen Hauptidealring auffassen konnen. Dafiir werden die
eben erarbeiteten Eigenschaften der Algebren Ends(S[n]) von entscheidender Bedeutung
sein.

3.4 Rohren als Modulkategorien

Wir haben den vorangegangenen Abschnitt mit Theorem 3.15 abgeschlossen, welches uns
eine vollstandige Aussage iiber die (einseitigen) Ideale von End 4(S[n]) liefert. Insbesonde-
re erhalten wir, dass End4(S[n]) als rechter bzw. linker Modul iiber sich selbst betrachtet
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ein einreihiger Modul ist. Dies bedeutet wiederum, dass es sich bei End4(S[n]) um eine
so genannte Nakayama-Algebra handelt. Diese Algebren sind bestens verstanden (fiir
eine kurze Einfithrung vgl. [1, V]) und man kann die Modulkategorie mod End 4(S[n])
vollstandig beschreiben. Der Auslander-Reiten-Kocher I'(End4(S[n])) hat folgende Ge-
stalt:

® Enda(S[n])

jn—l Gn—1

T :D Enda(S[n])/(xp~1)

- :

7'<: - :’ Enda(Sn])/(mn)

Abbildung 3.2: Auslander-Reiten-Kocher von End 4(S[n])

Da sich jeder der A-Moduln S[k] fiir £ = 1,--- , n mithilfe der p,, auf natiirliche Weise als
End 4(S[n])-Modul auffassen lasst, ist die Kategorie der endlichdimensionalen End 4(S[n])-
Moduln dquivalent zur vollen Unterkategorie add (S[1] & --- & S[n]) von mod A. Gewis-
sermaflen erhalten wir also die Kategorie mod End 4(S5[n]) dadurch, dass wir die Rohre,
welche in S[1] startet, nach dem n-ten unzerlegbaren Modul abschneiden. Wir haben im
vorangegangenen Abschnitt auflerdem gesehen, dass wir in einer homogenen Rohre eine
durch die irreduziblen Morphismen induzierte Kette von Algebrenepimorphismen (3.11)
haben. Dies fiihrt auf die Idee, zur Beschreibung einer homogenen Réhre als Modulkate-
gorie nach einer Algebra zu suchen, welche gewissermafien durch ,,Zuriickziehen® aus der
Folge (3.11) entsteht. Wir werden im Folgenden diese Idee prizisieren und das Konzept
der inversen Limites von Algebren bzw. Moduln verwenden, welches uns genau dieses
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Zuriickziehen mdoglich machen wird. Wir beginnen mit einer Definition. Um eine doppelte
Formulierung zu vermeiden, werden wir statt ,, Algebra oder Modul“ das Wort ,,Objekt*
und statt ,, Algebrenhomomorphismus oder Modulhomomorphismus® das Wort ,,Morphis-

mus“ verwenden. Sofern nicht anders erwéhnt, sind alle Definitionen und Lemmata in
beiden Kontexten giiltig.

Definition 3.16. Seien (/,<) eine halbgeordnete Menge und sei fiir jedes i € [ ein
Objekt T; gegeben. Weiter sei fiir jedes Paar (i,j) € I x I mit i > j ein Morphismus
fij+ T;——1T; gegeben. Die Familie (T}, f; ;)i jer,i>; heiBt inverses System, falls fiir
alle 4,7,k € I mit ¢ > k > j die Beziehung f; ; = fi;fir gilt.

Sei (1}, fij)ijer,i>; ein inverses System. Ein Objekt T zusammen mit einer Familie
von Morphismen (pr! : T——="1T; );c; heiBt inverser Limes von (T}, fi ;)i jer.i<j, wenn
fiir alle 7,7 € I mit ¢ > j die Beziehung 107“}r = fi;prl gilt, und wenn es fiir jedes weitere
Objekt S mit Morphismen (s; : S——=1T; );er, fiir die s; = f;;s; fir alled,j € I miti > j
gilt, einen eindeutigen Morphismus ¢ : S——=T mit der Eigenschaft s; = pric Vi € I,
gibt. Wir bezeichnen den inversen Limes T mit Z@Ti oder kurz mit l}'ﬂm T;.

i€l i

Es sei bemerkt, dass sich durch einen Standardbeweis die Eindeutigkeit eines inversen
Limes bis auf Isomorphie zeigen lédsst, weswegen man héufig von ,dem® inversen Limes
spricht. Wir werden im Folgenden fiir die Indexmenge [ stets die Menge N der natiirlichen
Zahlen mit der kanonischen Ordnung nehmen. Die letzte Eigenschaft aus obiger Definition,
welche die universelle Eigenschaft des inversen Limes ist, lisst sich fiir I = N wie folgt
visualisieren:

limT;

A

A

T ] |

1 |

T @21 T @ f32 Ty @ fiz T, < !
s S2 s3 (3l

|

|

|

|

|

S

Abbildung 3.3: Universelle Eigenschaft des inversen Limes

Den inversen Limes kann man sich also gewissermaflen als das , kleinste“ Objekt vorstellen,
fir das s; = f;;s; fir alle 4,5 € I mit ¢ > j gilt. Der inverse Limes eines Systems

(Ti, fij)ijen,i>; lasst sich auch als Teilmenge des Produkts [[7; schreiben, und zwar
ieN
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konkret als

lzmTZ = {ZE = (Jll,l‘g,xg, c ) € | | T; | T; = fi+1,i(xi+1> 7VZ S N} . (318)
—
i €N

Die mit dem inversen Limes zusammenhidngenden Abbildungen pr? . T——=T1T, sind
hierbei gerade die Projektionen auf die i-ten Komponenten.

Diese alternative Beschreibung liefert zunéchst, dass inverse Limites von inversen Sys-
temen von Algebren oder Moduln stets existieren. Weiterhin ist sie sehr niitzlich, wenn
man konkret mit inversen Limites rechnen mdchte und wir werden im Folgenden auch
mehrfach darauf zuriickgreifen. Zunachst werden einige Fakten und Eigenschaften inverser
Limites zusammengetragen, welche wir im weiteren Verlauf der Arbeit benétigen werden.

Lemma 3.17. Seien (1j, fij)ijen,i>;j sowie (S, gij)ijeni>; inverse Systeme und
(a; = T;—=S; )ien eine Familie von Morphismen, fir die a;fij1; = giv1i0i+1 fur al-
lev e N gilt, d. h., fiir welche folgendes Diagramm kommutiert:

T, f2,1 T, f3,2 T, fa,3 T,

92,1 93,2 94,3
S1 Sa S3 S4

Dann existiert ein eindeutiger Morphismus a limT;, ——=limS; , fir den
— —

pria = a;pr! fir alle i € N gilt. Sind ferner alle a; Isomorphismen, so ist auch a ein

Isomorphismus.

Beweis. Sei uns ein © = (1, %2, 3,24, -+ ) € limT; gegeben. Wir definieren a einfach
A

(3

durch

d(x) = (al(xl), a2($2)7 03(303), a4(x4), s ) . (3.19)

Da alle a; (i € N) Algebren- bzw. Modulhomomorphismen sind, ist auch a ein Algebren-
bzw. Modulhomomorphismus, falls (a;(z1), az(x2), as(x3), as(zs), ) € lim S; gilt. Dass
—

dem so ist, sehen wir wie folgt:

Vor. (3.18) .
Giv1,i(air1 (1)) = ai(firri(Tiv1)) = ai(z;) Vi e N

Es ist also tatséchlich a(z) € lim S;. Somit ist @ ein Morphismus, welcher trivialerweise
—

pria = a;pr} fiir alle i € N erfiillt.
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Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei @’ : limT; —— lim S; ein beliebiger Morphismus
— —
T

mit pria’ = a;pr] fiir alle i € N. Sei weiter x = (z1, 79,73, 74,---) € limT;. Dann ist
—

K3

das Bild o'(x) von der Gestalt y = da/'(z) = (y1, Y2, Y3, Ya, - - - ), wobei wir fiir jedes i € N
folgendes haben:

vi = pri (y) = pri(d'(z)) = ai(pri (z)) = ai(;) .

Somit folgt unmittelbar ' = a. Um die letzte Aussage iiber die Isomorphismen zu zeigen,
sei bemerkt, dass unter der Annahme, dass alle a; Isomorphismen sind, auch folgendes
Diagramm kommutiert:

g2,1

Sh S

Die hiervon induzierte Abbildung

lim S ——=1lim Ty, (y1, 2, Y3, ya, -+ ) = (a7 (1), a3 (y2), a3 (y3), ag* (ya), -+ +)

K3 3

ist dann die Umkehrabbildung zu a. O

Wir benétigen noch eine letzte Aussage iiber das Verhalten von direkten Summen von
Moduln unter der Bildung von inversen Limites, welche wir nun in einem abschlieBenden
Lemma formulieren und zeigen werden.

Lemma 3.18. Seien (M;, fi;)ijen,is; sowie (L;, i j)ijen,i>; inverse Systeme von Moduln
tber einer Algebra A, und sei

(Mi b L, {f(l)j 0 })
9i31/ i jen,i>;

das inverse System, welches durch Bildung direkter Summen aus den beiden entsteht.
Dann gelten lim (M; ® L;) = (lim M;) & (lim L;) und

7 (3 k3

0 pr]Z-L

M
prILM[EBL = |:p7"2 0 :| fU,T alle i € N.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage dadurch, dass wir die universelle Eigenschaft von
(lim M;) & (lim L;) fir das inverse System
A A

for O fs2 O faz 0O
0 go1 0 932 0 0943
M, & Ly My ® Ly<———M3® L3

My®Ly<—---
(3.20)

nachweisen. Zunichst haben wir die Beziehungen f; ;pri® = préw und g; jpre = prj]]f fiir

1 > j, woraus wir
f@j 0 pri-w 0 _ préw 0 (3 21)
0 gj|l| 0 prr 0 pry '

fiir alle ¢ > j folgern konnen. Sei nun S ein beliebiger Modul mit Homomorphismen

il S— =MoL, fir die

s
fig 0] [si] _ [5
0 gij| |s7 5]2

fiir alle # > j gilt. Daraus erhalten wir, dass f;;s{ = s; und g; ;57 = s7 fiir alle i > j
gelten, und nach der universellen Eigenschaft von lim M; bzw. lim L; erhalten wir ein-
A A

7 k3

S; =

1
SN S
| I

deutig bestimmte Homomorphismen ¢! : S ——=Ilim M; und ¢ : S——=1lim L; , welche
— —
1

— M
s; = pr;c

1 2

sowie s? = pric® fiir alle i € N erfiillen. Dies liefert uns einen eindeutig

1
bestimmten Homomorphismus ¢ = {CQ] . S—— (lim M;) ® (lim L;) , fiir welchen
c i pil

A prifet] pr?t o0 ] [ [prt 0 .
S | prEct| | 0 pr| (A ] 0 prE

fiir alle 7 € N gilt. Damit haben wir die universelle Eigenschaft nachgewiesen, woraus die
Behauptung folgt. m

SN S =

Bevor wir nun wieder auf die konkrete Situation in homogenen Roéhren zuriickkommen,
wollen wir noch eine letzte Definition erarbeiten. Sei hierzu eine Algebra B gegeben. Die
Potenzen rad® B, k € N, des Radikals von B bilden eine durch Inklusion geordnete Folge
von Idealen in B:

rad BDrad?B2rad®?B D --- . (3.22)
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Durch diese erhalten wir folgende kanonische Folge von Epimorphismen auf den Fak-
torrdumen B/ rad” B:

B/rad B<"-B/rad? B<"-B/rad* B<~—--- . (3.23)

Hierbei ist ; die Abbildung z+ (rad"*! B) + 2+ (rad’ B). Mit diesen Bezeichnungen und

den kanonischen Projektionen B —— B/rad ¥ B haben wir ein kommutatives Diagramm
der folgenden Gestalt:

B/rad B<"—B/rad? B<=-B/rad®* B<="-B/rad*B<~—---

| | | T

B B B B -
(3.24)

Da der inverse Limes der unteren Folge in (3.24) offenbar wieder B ist, liefert uns dieses
Diagramm nach Lemma 3.17 einen kanonischen Homomorphismus

k: B——1lim (B/rad” B) . Dies fiihrt uns unmittelbar auf:
pikda
k

Definition 3.19. Seien B eine Algebra und rad B sein Radikal.

Der Ring B := lim (B/rad* B) heifit Vervollstindigung von B (beziiglich rad B). Die
prkde
k

Algebra B heifit vollstdndig, wenn der kanonische  Homomorphismus

#: B——1lim(B/rad" B) ein Isomorphismus ist.
—
k

Es sei bemerkt, dass wir eine Algebra in Bezug auf ein beliebiges zweiseitiges Ideal
vervollstdndigen konnen, und dabei nicht zwangsweise das Radikal verwenden miissen.
Betrachten wir hierzu ein kleines Beispiel:

Beispiel 3.20. Sei k ein Korper und k[T] der Polynomring iiber k in einer Veranderlichen.
Dieser ist insbesondere eine k-Algebra. Es ist bekannt, dass rad k[T] = 0 ist, d.h., die
Vervollstéandigung von k[T'] beziiglich rad k[T] wird wieder k[T'] selbst liefern. Betrachten
wir stattdessen das von T erzeugte Ideal (T") und die Vervollsténdigung l@ (k[T)/(T)

k3

nach diesem. Diese besteht aus Elementen der Form
x = (bo+ (T),by + (T?), by + (T%), b5 + (T*),- - - ),

wobei die b; aus k[T sind, und b; + (T) = by + (T fiir alle ¢ € N gilt. Wir kénnen
somit den Ansatz b; = >_ a;;T" machen und erhalten aus b; + (T"*1) = b,y + (T*)
1=0
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sukzessive a;; = a;,; fur alle 7,7 € Nund [ € {0,--- ,min{i, j}}. Damit ist jedes Element
aus lim (k[T]/(T")) von der Gestalt
—

k3

= (ap+ (T),a0 +a,T + (T?), a0 + ar,T + axT* + (T3),---)

mit a; € k. Auf diese Weise sieht man unmittelbar ein, dass lim (k[T]/(T")) = k[[T]] der
—

Ring der formalen Potenzreihen iiber k ist. Insbesondere ist k[T] 2 lim (k[T]/(T")), sodass
—

k[T] nicht mit seiner Vervollstdndigung beziiglich (7') iibereinstimmt.

Wir werden nun wieder eine homogene Rohre 7 einer zahm-erblichen Algebra A be-
trachten. Es werden dieselben Bezeichnungen wie in Abschnitt 3.3 verwendet. Wir hatten
gesehen, dass die irreduziblen Epimorphismen p, : S[n+ 1] ——= S[n] eine Folge von
Algebrenepimporphismen (3.11):

- —— Enda(S[4]) > Enda(S[3]) —2> Enda(S[2]) —2> End(S[1))

induzieren und wir haben die wichtigsten Eigenschaften der Algebren End(S[n]) und
der Epimorphismen p,, in Theorem 3.15 zusammengetragen. Jetzt wollen wir hieraus eine
Reihe von Schlussfolgerungen fiir den inversen Limes von (3.11) ziehen. Wir bemerken
hierzu zunéchst, dass (3.11) zu einem inversen System (End4(S[n]), Dn.m)n.meN, ns>m wird,
WennN Wir Py, 1= Py« * - Pn—1 fir n > m setzen.

Sei nun H = l{iin Enda(S[n]) der inverse Limes von (3.11) und seien

pr; ¢ lim Enda(S[n]) —Enda(S[i]) (¢ € N) die zugehorigen Projektionshomomor-
—

phismen. Wir zeigen zunéchst ein Lemma, bevor wir zu einem zentralen Theorem iiber

die Struktur der Algebra H kommen.

Lemma 3.21. Seien H und pr;, i € N, wie zuvor definiert. Dann ist pr; fir jedes i € N
ein Epimorphismus.

Beweis. Seieni € Nund f; € End4(S]i]) beliebig. Wir miissen zeigen, dass es ein Element
f € H gibt, sodass f; = pr;(f) gilt. Wir setzen dazu zunéchst f; := (p; o --- o pi—1)(fi)
fiir j < 7. Ferner gibt es aufgrund dessen, dass die p, fiir alle n € N Epimorphismen
sind, eine Folge von Algebrenhomomorphismen (fii1, fit2, ) mit f; € End4(S[j]) und
fj = Dj(fj+1) fiir alle j > 4. Man wéhle dazu f;1; als ein Urbild von f; unter p;, fii2 als ein
Urbild von f; 41 unter p; 1, und so fort. Somit erhélt man eine Folge f = (f1, fa, f3, fa, )
mit f; = p;(fj+1) fur alle j € N. Es folgt f € H nebst pr;(f) = f;, womit die Behauptung
gezeigt ist. O
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Wir hatten in einer Voriiberlegung zu Theorem 3.15 gesehen, dass fiir jedes n > 2
die Beziehung p,,_1(m,) = m,_1 gilt. Es folgt, dass das Element 7 := (my, mo, 73, 74, - -+ )
zur Algebra H gehort. Wieder werden wir 70 als 15, verstehen. Ahnlich wie im Fall der
End4(S[n|) wird sich ergeben, dass sédmtliche Ideale von H als Hauptideale von Potenzen
dieses 7 erzeugt werden. Bevor wir dies zeigen konnen, bendtigen wir ein letztes, etwas
technisches, Lemma.

Lemma 3.22. Seien H und pr;, © € N, wie zuvor definiert, und sei
a = (7¥ay, 7hay, whas, whay, - -+ ) € H mit einem k € N und a; € End4(S[i]). Dann exis-
tiert ein b= (b1, by, b3, by, -) € H, sodass a = (7¥, 7k 7k 7k ... ) (b1, bo, b3, by, -+ ) = 7%
gilt. Sind hierbei alle a; € Enda(S[i]) Isomorphismen, so kann auch b als Einheit von H
gewdhlt werden.

Ist ¢ = (c17F, comh camh cymhi -+ ) € H, so gibt es analog ein d € H mit ¢ = dr*. Sind
alle ¢; € End4(S[i]) Isomorphismen, so kann d als Einheit gewdhlt werden.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage, das der Beweis der zweiten vollig analog

dazu ist. Sei also a = (7§a1, 75ay, TEaz, 7kay, - ) € H mit einem k E N. Wir konstruieren
nun sukzessive Folgen o/ = (af,a}, a}, al, - --), fiir welche 7¥al = 7la; fiir alle i € N und

al = pi(a +1) fiir i < 7 gelten. Dies machen wir wie folgt:

(1). Setzen wir a! = (al,al,al,al, -+) = (a1, as,as, a4, ), so ist offenbar 7Fal = wFa;
fiir alle ¢ € N.

(2): Betrachten wir das Element 75a, = 75al. Wegen a € H ist

chh = 151(7T§a2) = ﬁl(ﬁg)ﬁl(az) = Wlfﬁl(@) ) (3-25)

woraus wir ¥ (a; — p1(ag)) folgern. Wegen k > 1, haben wir nfa; = ﬂlﬁl( 2) = 0. Setzen
wir a? := py(az) und a? := a} fiir i > 1, so gelten fiir a* = (a3, a3, a3, a3, - - ) die geforder-

ten Bedingungen.

(m):  Sei uns die Folge a™ ! = (a’ln_l,a;“ LaP~talt,---) gegeben, sodass

ket = rha, fur i € Nund o' = p;(al" a;i'y ) fiir i < m — 1 gelten. Betrachten wir

nun das Element 7% a,,, = 7 a™~1. Wegen a € H haben wir wieder

Wm_la%j = ﬁm—l(ﬂfnaﬁfl) = ﬁm—l(ﬂﬁ)ﬁm—l(aﬁfl) = 7"51—125m—1(anm%1) ;o (3.26)

womit wir 7% (a™"] — pr_1(a™

Ist £ > m—l, so ist
a™ = ppo1(a™1), sowie a® O Py 2)(@ ) firi <m—1und a* := a]
fiir ¢ > m — 1, so erfiillt dieses a™ = (al ,adt aft,ayt, - - - ) die geforderten Bedingungen.

Ist hingegen k < m — 1, so folgt aus 7% _,(a™"] — Pm_1(a)) = 0, dass sich
Pm_1(a™™ 1) schreiben lisst als Pm_1(am™™1) a™ 1+ g lg | mit einem gewissen

gm—1 € EndA([ —1]). Setzen wir @, == a™ "1 + 77 1g, 1, sowie

0 haben.
1
1

= k Pm-1(am™ 1) = 0. Setzen wir dann
m—1

m—
m—

3@

)
(5.

3 ’||'
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a == (pio- 0 Pms)(a® ;) =a  + a7 (Hio 0 Pm2)(gmy) fiir i <m — 1 und
al" = a"* fir i > m — 1, so erfiillt dieses a™ = (a}*,a}’,ay,a},---) die geforderten

Bedingungen. Man beachte hierzu, dass m" "' = 0 ist, falls i < m — 1 ist.

Damit haben wir eine Folge von o/ = (ai,a},a},a},---) € [ Enda(S[n]), fiir die

neN

mhal = 7la, fir alle i € N und o = p;(al 1) fiir i < j gelten. Fixieren wir eine Zahl
1 € N und schauen uns die Folgenglieder a{ fiir 5 > k an. Nach obiger Konstruktion ist
al*' = al + 77 7"h; mit einem h; € End4(S[i]). Da in End(S[i]) aber ! =0 fiir alle [ > 4
gilt, sehen wir, dass a] = af“ fir alle n > k + 4 ist. D.h., die Folgen (a] );";1 werden ab
J = k + 1 stationér.

Definieren wir nun die Folge b = (by, by, b3, by, ) := (a¥*!, ab™2 ab ™3 kit ...), so
gilt fiir diese dann 7fb] = 7Fb;, sowie b] = p;(bl, ), fiir alle i € N. Damit ist b € H und

_ (K k k k o (k k k k ok
a = (mjay, m5as, miag, miays, - -+ ) = (w7b1, oo, w53, Wby, -+ ) = 7°b

womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist.

Fiir die Aussage iiber den Isomorphismus bemerken wir, dass in der Konstruktion der
o’ fiir ein festes i € N in jedem Schritt entweder a? ™" = @/, oder a!*' = (p;o- - -Oﬁj,l)(afl),
oder a!*' = a/ + ! "h;, mit j > k und einem h; € Enda(S[i]), gilt. Bei jeder dieser
Konstruktionen gehen die Isomorphismen aus der Folge a’ wieder in Isomorphismen in
der Folge o/ iiber. Dies ist klar im ersten Fall. Im zweiten Fall folgt es daraus, dass
die p, nach Theorem 3.15 Isomorphismen wieder auf Isomorphismen abbilden. Und im
dritten Fall ist wegen ) *h; € rad End(S[j]) und der Lokalitiit der Algebra End4(S[5])
der Homomorphismus a{ 1 wieder ein Isomorphismus, wenn af ein solcher ist.

Starten wir also damit, dass alle a; (i € N) Isomorphismen sind, so sind auch alle b;
(i € N) Isomorphismen. Wegen

bib; ! = Lgndu s = Pi(lendacsiv) = Pi(bisibiy) = Pi(biz1)Pi(bi ) = bipi(bi )
ist ;" = pi(b;), womit die Folge b= = (b, b5, b5, b, ", -+ +) in H liegt und gerade das
Inverse zu b € H ist. Mit obiger Konstruktion ist also b € H eine Einheit, wenn alle a;

(¢ € N) Isomorphismen sind. Damit ist der Beweis abgeschlossen.
[

Wir kommen nun zu:

Theorem 3.23. Seien H und pr;, i € N, wie zuvor definiert. Dann ist die Algebra H ein
vollstindiger, lokaler Hauptidealring, in welchem alle einseitigen Ideale auch zweiseitige
Ideale sind?. Hierbei ist jedes Ideal von H entweder gleich Null oder von der Gestalt ()
fiir ein k € Ny, wobei m := (my, mo, T3, T4, - -+ ) € H ist. Die Ideale von H bilden eine durch
Inklusion geordnete Kette

H= (1) 2 () 2 (x%) 2 (1) 2 -+ 20.

= =

2Ein solcher Ring wird auch vollstéindiger diskreter Bewertungsring genannt.
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Die Algebrenepimorphismen pr; : H = lim Enda(S[n]) —— Enda(S[i]) wirken auf die
—

n

Ideale (%) durch pri((7%)) = (7F), wobei dies fiir i <k gleich Null ist.

1

Beweis. Sei 0.B.d. A. J # 0 ein Rechtsideal in H.

Dann existiert die Zahl mg := min{m € N | 3f = (fi, fo, f3, fa,--+) € J : fm # 0}
Gilt mg = 1, so gibt es ein fO = (fP, f2, f9, f,--+) € J mit f # 0. Da End4(S[1]) ein
Schiefkorper ist, ist f ein Isomorphismus. Da nach Theorem 3.15 die Menge der Isomor-
phismen von End 4 (S[n]) unter p, ' auf die Menge der Isomorphismen von End 4 (S[n + 1])
iibergeht, folgt nun, dass f° fiir jedes n € N ein Isomorphismus ist. Damit ist analog zum
letzten Teil des Beweises von Lemma 3.22 das Element f° € J eine Einheit. Es folgt, dass
J =H = (7°) ein zweiseitiges Ideal in H ist.

Sei im Folgenden also my > 1. Da die Algebrenhomomorphismen pr; nach
Lemma 3.21 surjektiv sind, ist pr;(J) € End4(S[¢]) fiir jedes i € N ebenfalls ein Rechtside-
al. Ferner ist pr,,,(J) # 0 und nach Theorem 3.15 existiert ein ky € {0, --- ,mo—1}, sodass
Prmg(J) = (wko ) # 0 gilt. Dies ist insbesondere ein zweiseitiges Ideal in End 4 (S[mo)).
Da nach Definition des inversen Limes die Beziehung p;pr;.1 = pr; fiir alle ¢ € N gilt,
und, wieder nach Theorem 3.15, die Gleichheiten p;((7F,,)) = (7F) (i € N, k € Ny)

und p; ' ((7F)) = (7k)) (i € N, k € {0,--- ,i — 1}) gelten, folgern wir pr,,(J) = (),
vm € N. Zu der Beziehung p; ' ((nF)) = (7F.,) (i € N, k € {0,--+ ,i — 1}) sei bemerkt,
dass nach Theorem 3.15 auf jedes Nicht-Null-Ideal von End(S[i]) genau ein Ideal von
End4(S[i + 1]) surjektiv abgebildet wird. Ferner folgt aus der Definition von my, dass

(mko ) = prmg—1(J) = 0 und (mF0 ) = primg (J) # 0 gelten. Damit haben wir ko = mg — 1.

mo—1
Da insbesondere pry,, : H ——End4(S[my]) ein Epimorphismus ist, finden wir ein
¢° € J, welches von der Gestalt

90 = (07 7077T$8_1>gm0+l>gm0+27'") (327)

mo—1

ist. Wegen 720~ 1 e (w0~ 1)\ (n729) folgt wieder nach Theorem 3.15 und obigen Ausfiihrun-

gen, dass fiir jedes i € N auch gymg1; € (mjne)\(mme. ;) ist. Damit kénnen wir jedes g,

in der Form gpo+i = Tnori g4 mit einem Isomorphismus hint; € Enda(S[mo + i)
schreiben. Da ferner Ogna,(sjj)) = Wym_l = W;”O_llEndA(S[j]) fiir alle 5 < mg gilt, konnen
wir (3.27) auch schreiben als:

90 = (W{no_llEndA(S[l]), . ,WzgillEndA(S[mo}% ng;%hmo+2, . ) . (328)

Nach Lemma 3.22 existiert nun eine Einheit b € H, sodass ¢° = 7™ ~!b ist. Es folgt
gm0l = %=1 € J, und insbesondere 7™~ 1H C J.
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Ist nun g = (g1, g2, 93, g, - - - ) € J beliebig, so ist nach Definition von my:
91:07 92:(), 7gm0—1:O‘ (329)

Sei ng := min{n € N | g, # 0} > my. Es folgt wegen pr,,(g) # 0 und pr,,-1(g) = 0, dass
Prng(9) = Gny = T2~ A, mit einem A, € End4(S[no)) gilt. Analog obigen Ausfiihrungen

zu dem ¢° ergibt sich, dass ¢ = 7™ ~'h mit einem h € H gilt. Insbesondere haben wir:
g=n""th = gmoTl(gromop) ¢ gl (3.30)

womit wir J C 7™~ und, mit vorigen Ergebnissen, sogar J = 70~} gezeigt haben.

Da ferner 7, End4(S[n]) = End4(S[n|)m, fir jedes n € N gilt, und wir Lemma 3.22
auch in einer ,linken“ Variante zur Verfiigung haben, folgt unmittelbar
gl C Hamo~t C g1 Damit ist 707 H = Hr™mo~l = (7™071) sogar ein zweisei-
tiges Ideal in H.

Wir haben damit fast alle Aussagen des Theorems gezeigt. Es bleibt nur noch zu zeigen,
dass H lokal und vollstdndig ist. Die Lokalitdt folgt sofort daraus, dass rad H = (m)
das eindeutige maximale Ideal in H ist. Zeigen wir nun die Vollstdndigkeit. Sei dazu
K: H—s lz'll (H/(7™)) der kanonische Homomorphismus (man beachte rad H = (r)).

Es gilt fiir den Kern von k zunéchst:

Ker k = {f €H | f € (), Vi € N}

=)

1€EN

Dieser ist als Schnitt von Idealen selbst ein Ideal in H. Da er aber offenbar verschieden
ist von allen (7™) mit m € Ny, und dies bis auf das Nullideal alle Ideale aus H sind, muss
Ker k = 0 sein, sodass x ein Monomorphismus ist.

Seinun a = (a'+(nm), a®>+(7?), a®>+(73), a*+(7),- -+ ) € lim (H/(7™)) beliebig. Hierbei
—

seien a/ = (a{,ag,aé,ai, +-) € H fur 7 € N. Wir miissen ein f = (f1, fo, f3, f1,- ) € H
finden, sodass f + (7™) = a™ + (7™) fiir alle m € N gilt. Dazu bemerken wir, dass fiir
alle m € N wegen 7" = 0 fiir m > ¢ folgendes gilt:

a4 (m") = (@) + ("), - e+ (1) ar + (), s + (Thga) o)
= (a;na T aa% az—l—l + (ﬂ-z—f—l): am—&—Q + (77-2—1—2)7 te ) .
Da ferner a™ + (™) = a™*! + (7™) gelten muss, folgt zunichst a* = a*™ fiir alle

m € N und alle i < m. Hieraus ergibt sich schlieBlich a7 = a! fiir alle m,l € N und
myee | fiir jedes ¢ ab m = ¢ stationdr werden.

alle 1 < min{m,(}, sodass die Folgen (a!
Definieren wir nun f := (ai, a3, a3, aj,- -+ ), so folgt aus der vorangegangenen Diskussion,
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dass f € H und k(f) = a gelten. Somit ist x auch surjektiv und damit ein Isomorphismus,
womit die Vollstandigkeit von H gezeigt ist. O

Das vorangegangene Theorem 3.23 charakterisiert H wieder als eine Nakayama-Algebra.
Ist M ein unzerlegbarer Modul aus mod H, der Kategorie der endlichdimensionalen
H-Moduln, so wird dieser von einer Potenz des Radikals von H annuliert. Man erhélt
so, dass M isomorph ist zu einem Faktormodul von H der Form H/(7"), wobei n € N die
kleinste natiirliche Zahl ist, fiir welche (7™) den Modul M annuliert. Man erhélt folgendes
Bild fiir den Auslander-Reiten-Kocher von H:

T e H/(n)

Abbildung 3.4: Auslander-Reiten-Kocher von H

Wieder ldsst sich jeder der A-Moduln S[n|, n € N, mittels der pr,, und der von End 4(S[n])
induzierten Modulstruktur als ein endlichdimensionaler H-Modul auffassen. Die Identifi-
kation H/(7n")<— S[n| liefert uns:

Folgerung 3.24. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra und T eine homogene Rohre in
['(mod A), welche wvom einfach reguliren Modul S[1] erzeugt wird. Sei weiter
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H = lim End4(S[i]) der inverse Limes des Systems (3.11). Dann sind die Kategorien
—

k3

add(T) und mod H dquivalent.

Wir haben uns bisher nur die Kategorien der endlichdimensionalen Moduln iiber den
entsprechenden Algebren angeschaut. Im néchsten Abschnitt wollen wir kurz darauf einge-
hen, wie man die gewonnenen Resultate auf eine Unterkategorie von Mod A bzw. Mod H
ausdehnen kann, deren Moduln sich in einem gewissen Sinne durch endlichdimensionale
Moduln approximieren lassen, aber selbst nichtmehr endlichdimensional sein miissen.

Bemerkung 3.25. Wir kénnen eine dhnliche Aussage wie in Folgerung 3.24 auch fiir
nicht-homogene Rohren treffen. Wie dies funktioniert, beschreibt Ringel in [20, 4.4]: Ist
uns eine Rohre 7, vom Rang r > 1 in I'(mod A) gegeben und seien die Moduln darin
wie in Abschnitt 3.1 bezeichnet, so kénnen wir einen einfach reguldren Modul S;[1] be-
trachten. Fiir diesen erhalten wir mit der Festlegung S;[n] = S;i-[n], Vn € N, Vk € Z,
Vi e {l,---,r}, folgende Kette von Epimorphismen:

Pi—1,2

S N e S ) iy S ) I (3.31)
Diese induziert wieder eine Kette von Algebrenhomomorphismen
-+ ——FEnd4(S;_2[3]) —= End 4(5;_1[2]) —= End4(S;[1]) , (3.32)

fir welche wir den inversen Limes H := lim End4(S;11-»[n]) definieren konnen. Es stellt
‘—

sich heraus, dass dieses Hy unabhéngig von der Wahl des einfach reguléren Moduls S;[1]
ist, und dass die Kategorie add(7;) dquivalent ist zu der Kategorie mod M, (H,), wobei
M, (H,) die Algebra

Ho Ho - Ho

~ rad 7‘[0 Ho HO
My (Ho) = : N

radHo --- radHo Ho

bezeichnet.

3.5 Regulire Torsionsmoduln

Wir werden in diesem Abschnitt kurz auf eine Methode eingehen, welche die Ergeb-
nisse aus Folgerung 3.24 (bzw. Bemerkung 3.25) auf eine groflere Klasse von Moduln
verallgemeinert, und zwar die Klasse der so genannten Torsionsmoduln bzw. reguléren
Torsionsmoduln. Wir werden zunéchst definieren, was wir hierunter verstehen wollen.
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Definition 3.26. Sei A eine k-Algebra und M ein A-Modul. Ist M endlichdimensional,
so nennt man den Modul M einen Torsionsmodul, falls er keinen von Null verschiedenen
postprojektiven direkten Summanden besitzt. Ist M hingegen von beliebiger Dimension,
so heifit der Modul M Torsionsmodul, falls M = GM gilt. Hierbei ist GM derjenige
Untermodul von M, der von allen endlichdimensionalen Torsions-Untermoduln von M
erzeugt wird. M heifit reguliarer Torsionsmodul, wenn M sowohl ein Torsionsmodul
als auch ein regulidrer A-Modul ist.

Ist uns ein Torsionsmodul M gegeben, so konnen wir diesen nach obiger Definition
schreiben als

M=> Uy, (3.33)

wobei {Uy | A € A} die Menge aller endlichdimensionalen Torsions-Untermoduln von M
ist. Man kann eine Familie {V,, | o € I} C {Uy | A € A} von endlichdimensionalen
Torsions-Untermoduln von M finden, sodass (I, <) eine partiell geordnete Menge ist, die

Inklusion V,,, C V,, fir ag,as € I, oy < ag, gilt,und M = |J V, ist. Somit konnen wir die
aecl
(reguléiren) Torsionsmoduln als diejenigen Moduln verstehen, welche sich als Vereinigung

von endlichdimensionalen (reguliren) Torsionsmoduln® schreiben lassen.

Wir werden nun kurz auf ein Resultat aus [20] eingehen, welches besagt, dass die vol-
le Unterkategorie der reguldren Torsionsmoduln einer zahm-erblichen k-Algebra A eine
exakte abelsche Unterkategorie von Mod A ist. Im Anschluss werden wir zur Verallgemei-
nerung von Folgerung 3.24 auf die Kategorie der reguléren Torsionsmoduln kommen.

Theorem 3.27. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra. Dann ist die volle Unterkategorie
der requldren Torsionsmoduln eine exakte abelsche Unterkategorie von Mod A.

Beweis. Der Beweis ist zu finden in [20, 4.4]. Wir werden nur eine Skizze des Bewei-
ses geben. Es ist zu zeigen, dass fiir jeden Homomorphismus f : M —— N zwischen
reguldren Torsionsmoduln M und N sowohl der Kern als auch der Kokern wieder re-
guldre Torsionsmoduln sind. Da direkte Summen regulérer Torsionsmoduln auch wieder
solche sind, wire die Behauptung damit gezeigt. Es wird wesentlich die Tatsache genutzt,
dass die volle Unterkategorie der endlichdimensionalen, reguldren A-Moduln eine exakte,
abelsche Unterkategorie von mod A ist (vgl. Lemma 3.5). Sei also f : M —— N ein
Homomorphismus zwischen den reguldren Torsionsmoduln M und N.

Betrachten wir zunéichst den Kern Ker f. Um zu zeigen, dass dieser ein regulérer Tor-
sionsmodul ist, reicht es zu zeigen, dass er von endlichdimensionalen, reguldren Untermo-
duln erzeugt wird. Dies geschieht dadurch, dass man zeigt, dass jeder endlichdimensionale
Untermodul U von Ker f im Kern eines Homomorphismus [’ : Uy, —— Uy zwischen

3Genauer miisste man hier vom direkten Limes von (reguliren) Torsionsmoduln sprechen, welcher
dual zum inversen Limes definiert ist.
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endlichdimensionalen, reguldren Moduln Ujy; und Uy enthalten ist. Dann folgt aus Lem-
ma 3.5, dass U ebenfalls regulér ist. Da somit jeder endlichdimensionale Untermodul von
Ker f regulér ist, ist Ker f selbst ein reguldrer Torsionsmodul.

Fiir den Kokern Coker f gilt zunéchst, dass er, als Faktormodul von N, von allen
seinen endlichdimensionalen Torsions-Untermoduln erzeugt wird. Es bleibt nach einem
Kriterium aus [20, 4.2] noch zu zeigen, dass Coker f keinen endlichdimensionalen, von Null
verschiedenen priinjektiven Untermodul besitzt. Dies beweist man unter Zuhilfenahme
der Tatsache, dass es in mod A keine Nicht-Null-Homomorphismen von préainjektiven in
reguléire Moduln gibt. Damit ergibt sich, dass die Einbettung V' < Coker f fiir jeden
endlichdimensionalen, préainjektiven Untermodul von Coker f bereits Null ist, woraus V' =
0 folgt. m

Wir kommen nun zu einer Konstruktion, welche an vielen Stellen in der Darstellungs-
theorie auftritt, und die es erlaubt, Aquivalenzen von bestimmten Kategorien auf grofere
Kategorien zu verallgemeinern. Sie basiert darauf, dass man durch die universelle Eigen-
schaft von Kokernen neue (eindeutige) Homomorphismen erzeugen kann. Dies gestattet
es, Aquivalenzen von Kategorien auf diejenigen Kategorien zu erweitern, welche durch
Hinzunahme von Kokernen entstehen. Ein Beispiel hierfiir tritt bei der so genannten Pro-
jektivisierung auf.

Wir kénnen im Kontext dieser Arbeit mit den Bezeichnungen aus Folgerung 3.24 die
Kategorien add(7T) und mod H betrachten. Sei uns in Mod A ein regulérer Torsionsmo-
dul X gegeben, dessen endlichdimensionale Untermoduln aus add(7) sind. Da dieser von
seinen reguldren Untermoduln endlicher Dimension erzeugt wird, finden wir einen Epi-
morphismus

PU,—X—>0 (3.34)

ael

mit U, aus add(T) fir alle @« € [. Da nun der Kern dieses Epimorphismus nach
Theorem 3.27 wieder ein regulédrer Torsionsmodul ist, finden wir eine exakte Sequenz

PV, -PU,—X—=0 (3.35)

pedJ acl

mit Vj aus add(T) fir alle 5 € J, sodass sich X als Kokern eines Homomorphismus f zwi-
schen direkten Summen von add(7T )-Moduln schreiben ldsst. Eine analoge Konstruktion
lasst sich fiir die Torsionsmoduln aus Mod H, welche wir als Vereinigungen von Moduln
aus mod H schreiben konnen, durchfithren. Da sich obige Abbildung f als eine Matrix aus
Abbildungen f, g € Homa(Vj3, U,) auffassen lisst, sehen wir, dass sich die Aquivalenz von
add(T) und mod H ausdehnen lasst auf die entsprechenden (reguldren) Torsionsmoduln.
Wir haben damit:
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Folgerung 3.28. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra und T eine homogene Rohre in

['(mod A), welche wvom einfach requliren Modul S[1] erzeugt wird. Sei weiter

H = lim Enda(S[i]) der inverse Limes des Systems (3.11). Dann ist die Kategorie der
—

k3

requliren Torsionsmoduln aus Mod A, deren endlichdimensionale Untermoduln in add(T)
liegen, dquivalent zur Kategorie der Torsionsmoduln aus Mod H.



Kapitel 4

Die Struktur der Algebra H

Wir gehen auch in diesem Kapitel wieder davon aus, dass wir eine zahm-erbliche k-Algebra
A und eine homogene Rohre 7 aus I'(mod A) gegeben haben. Wir haben im letzten Kapi-
tel erarbeitet, dass die Kategorie der endlichdimensionalen Moduln aus add(7") dquivalent
ist zur Kategorie mod H, wobei #H als inverser Limes der Kette (3.11) von Algebrenepi-
morphismen entsteht. Wir haben ferner in Theorem 3.23 gesehen, dass die Algebra H ein
vollstandiger Hauptidealring ist, in welchem sémtliche Links-, Rechts- und zweiseitigen
Ideale Radikalpotenzen sind. Es entsteht die Frage danach, ob man die innere Struk-
tur von H genau angeben kann. Da eine homogene Rohre durch einen einfach reguldren
A-Modul S[1], welcher 75[1] = S[1] erfiillt, entsteht, liegt die Vermutung nahe, dass die
Algebra H vollstindig durch gewisse homologische Eigenschaften des Moduls S[1] gege-
ben ist. Dies fiithrt unmittelbar dazu, nach einem Zusammenhang zwischen den Rdumen
Ext’ (S[1], S[1]), n € Ny, und H zu suchen. Da wir eine erbliche Algebra A zugrunde liegen
haben, werden nur Hom 4 (S[1], S[1]) und Ext}(S[1], S[1]) von Belang sein. Wir werden
im Laufe des Kapitels sehen, dass unter gewissen Voraussetzungen an den Grundkorper
k die Struktur von H tatsiichlich vollstindig durch End4(S[1]) und Ext} (S[1], S[1]) be-
stimmt ist. Auflerdem wollen wir eine konkrete Realisierung einer zu mod H &dquivalenten
Kategorie kennen lernen, welche es gestattet, viele Rechnungen mit konkret gegebenen
Darstellungen durchzufiihren.

4.1 Charakterisierung von H als Schief-Potenzreihen-
ring

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass es sich bei H um einen so genannten Schief-
Potenzreihenring handelt. Es werden zunéchst wieder einige Definitionen und Lemmata
vorangestellt, welche fiir den Beweis dieses Resultats benétigt werden. Wir beginnen da-
mit, die Schief-Potenzreihenringe zu definieren, und einige elementare Eigenschaften dieser
zu erarbeiten.

61
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Definition 4.1. Sei D eine k-Divisionsalgebra und ¢ : D ——= D ein Algebrenendomor-
phismus von D. Der Schief-Potenzreihenring DI[[T’; ol ist definiert als derjenige Ring,
dessen zugrunde liegende Menge

H D:{a:(ao,al,ag,a37...)|an€D, VHENO}
n=0

ist, und dessen Addition und Multiplikation erklart sind durch:

(ag, a1, ag,as, -+ ) + (bo, b1, ba, bg, -+ ) := (ag + by, a1 + b1, as + by, a3 + bg,---),

n
(a(b ap,ag,as, - - ) ' (b07 bla b27 b37 o ) = (CO7 C1,C2,C3," " ) mit Cp = Z akak(bn*k) :
k=0

Ein Schief-Potenzreihenring wie oben definiert ist insbesondere eine k-Algebra. Es ist
klar, dass man fiir 0 = idp den ,gewdhnlichen® formalen Potenzreihenring D|[[T]] erhélt.
Schreibt man in Analogie zum formalen Potenzreihenringen die Elemente von DI[T’; o]]
in der Form

oo

(ag, a1, az,az, -+ ) =y _ a,T", (4.1)

n=0

so schreiben sich die Rechenregeln aus Definition 4.1 als:

(i anTn) + (i bnT"> = i(an +b,)T", und (4.2)

n=0

n=0 \k=0

Wir werden im Folgenden mit dieser Notation weiterarbeiten. Man kann sich den Schief-
Potenzreihenring D[[T; o]] also so vorstellen, dass er nichts anderes ist als der formale
Potenzreihenring D[[T]] ausgestattet mit der Vertauschungsregel Tb = o(b)7 fiir b € D.

Wir fassen in einem Lemma die wichtigsten Eigenschaften von D[[T"; o] fiir den Fall
zusammen, in dem o ein Algebrenautomorphismus ist.

Lemma 4.2. Sei D ein Schiefkirper und o € End(D) ein Automorphismus.
Dann ist D][T;o]] ein vollstindiger Hauptidealring und seine Nicht-Null-Ideale sind von
der Gestalt (T™), n € Ny.

Beweis. Ist D ein Schiefkérper und o € End(D) ein Automorphismus, so kann jede Links-

Potenzreihe > a, 7" auf eindeutige Weise als Rechts-Potenzreihe > T"a!, geschrieben
n=0 n=0
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werden, und umgekehrt. Dabei ist ein Koeffizient a; genau dann Null, wenn der zugehérige
Koeffizient aj, Null ist. Es ldsst sich nun vollig analog zum gewohnlichen formalen Potenz-

reihenring DI[[T]| zeigen, dass ein a = Y a,T™ genau dann eine Einheit in D[[T’; o] ist,

wenn ag eine Einheit in D ist, d. h., wenn ag # 0 in D gilt.
Sei nun I # 0 ein Ideal in DI[T; o]]. Wir definieren die Zahl

mo:=min{m e Ny |Ja= > a,T"€: an #0} ,
n=0

welche wegen I # 0 in Ny existiert. Sei ferner a™ = > a/"°T™ ein Element aus I, welches
n=0

dieses mg realisiert. Dann kénnen wir a™° schreiben als a™° = ) a;"°T™ mit aj° # 0.
n=my

Fiir jedes weitere b = > b, T"™ € I gilt dann nach Definition von my, dass b; = 0 fiir alle
n=0
i€{0,---mg— 1} ist.

Da wir a™ schreiben kénnen als a™ = (Z Ut > - T™ und die Potenzrei-

he Z Ao+, T nach voriger Bemerkung eine Einheit ist, folgt 7 € I und damit
(Tmey C 1.
Umgekehrt kann man jedes b = > b, 7" € I wegen b; = 0 fiir alle i € {0,---my — 1}
n=0
in der Form b = Z bm0+nT") T™o schreiben, weswegen [ C (7"°) folgt. Somit ist
I = (T"°) und die Aussagen tiber die Ideale von DI[T’; o]] sind bewiesen.

Es bleibt die Vollsténdigkeit zu zeigen. Wegen rad D[[T;c]] = (T') haben wir den
inversen Limes lim DI[[T;o]]/(T™) zu betrachten. Wir untersuchen den kanonischen Ho-
—

n

momorphismus « : D|[T;o]] —lim D[[T; 0]]/(T™) auf Injektivitat und Surjektivitét.
—

n

Fiir den Kern von s erhalten wir:

Ker k = {a = f:anT” € D[[T;o]] |a€ (T"), Vn € N}

n=0
={a=>a,T" € D[[T;0]] | an = 0Vn € N}
=0,

sodass « ein Monomorphismus ist.
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Sei nun x = (2! +(T), 2%+ (T?), 23+ (T3), 2+ (T*),- - - ) € lim D[[T’; o]]/(T™) beliebig,
—

und seien die 2" gegeben als x' = Y . Aus der Tatsache z'+ (T") = ' +(T"), Vi € N,
n=0
gilt, folgt unmittelbar 2!, = x*F*! fiir alle i € N und alle n < 7. Damit haben wir fiir ein

festes n € N die Beziehung ¢ = 27 fiir alle 4,7 > n + 1. Somit werden die Folgen (x%)%,
fiir jedes n € N ab i = n + 1 stationiir. Definieren wir a := > 27" so erhalten wir

n=0
damit x = k(a), womit die Surjektivitéit von k gezeigt ist.

Da k ein Isomorphismus ist, ist D[[T’; o]] vollstandig und der Beweis ist abgeschlossen.
O]

Kommen wir mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.4 nun wieder auf die homogene
Rohre T zurtick. Fiir jeden unzerlegbaren Modul S[n| in dieser gilt 7S5[n] = S[n]. Wir
werden im Folgenden fiir jedes n € N die Moduln 75[n| und S[n| unter diesem Isomor-
phismus miteinander identifizieren'. Wenn wir dies tun, so induziert nach Folgerung 2.9

die Abbildung
7: Enda(S[n]) —= Enda(7S[n]) = Enda(S[n])

einen funktoriellen Automorphismus von End4(S[n]). Wir konnen zeigen, dass dieser fir
n = 1 sogar ein Automorphismus von k-Algebren ist.

Lemma 4.3. Der funktorielle Isomorphismus 7 : Ends(S[1]) —= Enda(S[1]) ist ein
Isomorphismus von k-Algebren.

Beweis. Da 1 bereits ein Isomorphismus von k-Vektorrdumen ist, miissen wir nur noch
zeigen, dass fiir f,g € End4(S[1]) die Beziehung 7(fg) = 7(f)7(g) gilt. Sei hierzu

i 0—= S} —— 8[2] —= S[1] —=0

eine fast spaltende Sequenz, welche in S[1] endet.
Da S[1] nicht projektiv ist, gilt nach Theorem 2.12 die Gleichungskette

T(fg) -n=pn-(fg)
(

!Man kann dies formal dadurch tun, dass man statt der Kategorie mod A das Skelett von mod A
betrachtet. Dafiir wahlt man sich fiir jede Isomorphieklasse eines unzerlegbaren A-Moduls einen Vertreter
und arbeitet statt mit allen A-Moduln nur mit diesen ausgewihlten Reprasentanten.
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woraus wir (7(fg) — 7(f)7(g)) - p = 0 folgern. Da nun aber Ext(S[1],S[1]) ein
1-dimensionaler linker End,(S[1])-Vektorraum ist, und wir p als Basis darin wihlen

konnen, folgern wir (7(fg) — 7(f)7(9)) =0, d.h., 7(fg) = 7(f)7(9). O

Der einfach reguldre Modul End 4(S[1]) wirft somit zwei wesentliche Informationen ab,
die nur von End,(S[1]) und Ext!(S[1], S[1]) bestimmt werden. Es handelt sich hierbei
einmal um den Schiefkérper

D :=End,4(S[1]), (4.4)
und ferner um den Automorphismus
7: D——=D (4.5)

von D. Diese beiden aus S[1] abgeleiteten Objekte legen es nun nahe, nach einem Zusam-
menhang zwischen der Algebra H = lim End4(S[n]) und einem Schief-Potenzreihenring
(—

n

DI][T; o]] zu suchen, wobei o durch 7 bestimmt sein sollte.

Wir werden hierbei eine zusétzliche Voraussetzung an den Korper k stellen, welche
es uns gestatten wird, von einer endlichdimensionalen k-Algebra das Radikal als direkten
Summanden abzuspalten.

Definition 4.4. Ein Kérper K heifit vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom aus
K[T] in einem algebraischen Abschluss K von K paarweise verschiedene Wurzeln besitzt.

Wir werden im Rest dieses Abschnittes annehmen, dass k& ein vollkommener Korper
ist. Es sei angemerkt, dass dies keine so starke Einschriankung wie etwa algebraische
Abgeschlossenheit darstellt. Die Vollkommenheit von k ist unter anderem gegeben, falls
char(k) = 0 ist, oder falls fir char(k) = p > 0 jedes Element von k eine p-te Potenz ist.

Ist der Korper k vollkommen, so haben wir das Theorem von Wedderburn-Malcev zur
Verfiigung.

Theorem 4.5. (Wedderburn-Malcev fiir vollkommene Korper)

Sei k ein vollkommener Korper und B eine eindlichdimensionale k-Algebra. Dann ezis-
tiert eine Unteralgebra B’ von B, sodass B = B’ @ rad B gilt. Ist ferner B" eine wei-
tere Unteralgebra von B mit B = B” @ rad B, dann ezistiert ein w € rad B, sodass
B =(1—-w)"'B"(1—-w) gilt.

Beweis. Der Beweis ist zu finden in [17, 11.6.]. O

Mithilfe dieses Theorems finden wir fiir jedes n € N eine Unteralgebra B, von
End,4(S[n]), sodass Ends(S[n]) = B, @ rad End4(S[n|) gilt. Weiterhin induziert diese
Zerlegung einen Algebrenisomorphismus B,, = End4(S[n])/rad End4(S[n]). Wir kénnen
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nun einsehen, dass B, = D = End4(S[1]) ist. Dazu betrachten wir nochmals die Folge
(3.11) von Algebrenepimorphismen:

.o — EndA(S[4]) —Z> End 4(S[3]) —2> End4(S[2]) —2> End(S[1]) .

Diese liefert zunsichst einen Epimorphismus ¢ : End(S[n]) ———— End4(S[1]) . Zei-
gen wir Ker ¢ = rad End4(S[n]), so folgt B,, = End4(S[n])/rad Enda(S[n]) = D.

Ist also f € Ker ¢, so muss nach der Definition der p,, die Inklusion Im f C rads S[n]
gelten. Nach Folgerung 3.14 ist somit f € (m,) = rad End4(S[n)).

Ist umgekehrt f € rad End4(S[n]) = (m,), so gilt wieder nach Folgerung 3.14 die
Inklusion Im f C rad4 S[n]. Dies bedeutet aber (p; o---op,_1)(f) =0, also f € Ker ¢.

Wir haben somit gezeigt, dass fir jedes n € N die Algebra Enda(S[n]) eine zu
D = End4(S[1]) isomorphe Unteralgebra B,, enthilt. Identifizieren wir D mit der Unteral-
gebra B, von End4(S[n]), so wird Ends(S[n]) auf natiirliche Weise zu einem
D-D-Bimodul. Die Modulstruktur wird hierbei induziert durch die algebreneigene Mul-
tiplikation mit Elementen aus B, = D. Wir wollen nun versuchen, die B,,, welche wir
zunéchst fiir jede der Algebren End4(S[n]) getrennt definiert haben, so zu wéhlen, dass
sie mit den p,, ,kompatibel® ist. Fixieren wir dazu fiir jedes n € N eine Zerlegung
Ends(S[n]) = B, @ rad End4(S[n]) mit einer zu D isomorphen Unteralgebra B, von
End(S[n]). Der Epimorphismus p, : Enda(S[n + 1]) — End4(S[n]) bildet das Ra-
dikal von End4(S[n + 1]) surjektiv auf das Radikal von End4(S[n]) ab. Wir werden die
B,, nun sukzessive so abéndern, dass p, auf der Unteralgebra B, ; einen Isomorphismus

By 22~ B, induziert. Es sei noch bemerkt, dass wegen der Lokalitit der End4(S[n)])
alle Nicht-Null-Elemente von B,, I[somorphismen sind. Da die p,, nach Theorem 3.15 Iso-
morphismen wieder auf Isomorphismen abbilden, folgt, dass die Einschrdankung von p,
auf B,11 ein Monomorphismus ist. Kommen wir nun zur besagten Modifikation der B,,:
(1): Wir setzen B := By = End4(S[1]).

(2): Da End4(S[1]) = D ist, und die Einschrankung von p; auf By ein Monomorphismus
ist, gilt wegen By = D die Gleichheit p;(By) = Bj. Setzen wir also B := By, so ist die
Einschrénkung von p; auf B ein Isomorphismus.

(n): Der Algebrenhomomorphismus p,_; bildet die Unteralgebra B,, von End4(S[n]) auf
eine Unteralgebra B/, von End4(S[n — 1]) ab. Da diese mit Ausnahme des Nullelements
nur aus Isomorphismen besteht, gilt

B!, Nrad Ends(S[n — 1)) = {0} .

" ~

Da die Einschréankung von p,_; auf B,, injektiv ist, ist B, _; = D, und wir erhalten die
Zerlegung Enda(S[n — 1]) = Bl!_, @ rad End4(S[n — 1]). Nach Theorem 4.5 gibt es ein
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w € rad Enda(S[n—1]), sodass B), | = (1—w) 'B/_,(1—w) gilt. Sei w € rad End4(S[n])
so gewdhlt, dass p,—1(w) = w gilt. Wegen pn—1(1gnd, (@) = LEnda(sjn—1]) haben wir die
Beziehung

1-w) M (l-w)=

—ﬁn—l(l)
=pu1((1-@) (1 - )
=po1(1—@) (1 -w

Da (1 — w) ein Isomorphismus ist, folgern wir (1 —w)™! = p,_1((1 —©)™).

Definieren wir B!, := (1 — &) 'B,(1 — @), so ergibt sich:
Pr-1(By) = por(1 = ®) ' By (1 - @) = (1 —w) ' B ,(1—w) =B, ;. (4.6)

Wir kénnen also die B,, so zu B! konjugieren, dass End4(S[n]) = B! @ rad End4(S[n])
und p,(B,,,,) = Bj, fiir alle n € N gelten. Damit wirken die p, als Diagonalabbildungen
auf den direkten Summen:

A

=g P

B, ., ®rad Enda(S[n + 1]) B! @ rad Ends(S[n]) , (4.7)

wobei p;, bzw. p; die entsprechenden Einschrénkungen von p, auf B) , bzw.
rad End4(S[n+ 1]) sind. Wie zuvor bemerkt, ist p/, ein Isomorphismus von Algebren. Wir
haben ebenfalls gesehen, dass wir die B], mit dem Schiefkérper D identifizieren kénnen,
wodurch End4(S[n]) eine natiirliche D-D-Bimodulstruktur erhélt. Tut man dies so, dass
man ein Element f, € B/, mit dem Element (p, o --- o p,—1)(f,) € D identifiziert, so
werden die Abbildungen p/, und p; zu Homomorphismen von D-D-Bimoduln.

In diesem Zusammenhang konnen wir die sich aus (3.11) mittels obiger Diagonaldar-
stellung ergebenden inversen Systeme

=/

Py 51

B B Bj (4.8)
und

pI

- —rad Enda(S[3]) —2> rad End(S[2]) —> 0 (4.9)

betrachten. Durch die zuvor besprochene Identifizierung erhalten wir aus (4.8) folgendes
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kommutative Diagramm:

Pl

B, B, B} B (4.10)
B2, l~ P j~ 7, l~ H
D D D D.

Damit sehen wir sofort lim B/, = D als D-D-Bimoduln. Da wir die Algebra H gegeben
H

n

haben als ‘H = lim End4(S[n]), folgt mit (4.7), (4.10) und Lemma 3.18 nun:
(_

H = lim B, @ lim (rad End(S[n]))
o o
= lim B, & rad H
<—

n

2 D®rad H,

wobei die direkten Summen als direkte Summen von D-D-Bimoduln zu verstehen sind.
Die Identitét lim (rad End(S[n])) = rad H ist hierbei eine Konsequenz aus der Wirkung
—

von pry, auf die Ideale von H (vgl. Theorem 3.23).

Diese direkte Summenzerlegung von H lésst H (und damit auch rad H) zu einem halb-
einfachen D-D-Bimodul werden. Da wegen D = 7H/rad H der Faktorraum
rad H/rad”®H ebenfalls eine D-D-Bimodulstruktur trégt, ist der Kern des kanonischen
Epimorphismus rad H —rad H/rad®#H ein direkter Summand in rad #. Damit gibt
es einen D-D-Unterbimodul E von rad H, welcher durch den kanonischen Epimorphismus
isomorph auf rad H/rad®H abgebildet wird, und welcher die direkte Summenzerlegung
rad H = E @ rad®H zulésst. Es sei weiterhin bemerkt, dass £ C (rad H\rad?H) U {0}
gilt. Wir erhalten damit eine Zerlegung von H der Gestalt

H=1limB,®FE ®rad®H (4.11)
—

in D-D-Bimoduln.
Da die Abbildungen pr,, ebenfalls als D-D-Bimodulhomomorphismen arbeiten,
prom(lim Bl)) = B, ist, und nach Theorem 3.23 auch
<—

prm(rad H\ rad® H) = rad End4(S[m))\ rad® End4(S[m))

fiir m > 1 gilt, induziert die direkte Summenzerlegung (4.11) eine Zerlegung jedes End 4 (S[m])
in D-D-Bimoduln:
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Enda(S[1]) = By,

End4(S[2]) = By, @ pra(E),

End(S[3]) = B @ prs(E) @ rad*End4(S[3]),
End,(S[4]) = B, @ pry(E) @ rad® End 4(S[4])

Hierbei sind nach Konstruktion die Einschrénkung p,, : B, , — B, von p, auf B, _ ,,

sowie die Einschrankung p!’ : pr,1(E) —pr,(E) von p, auf pr,.1(E), Isomorphis-
men. Man beachte, dass wegen p,pr,.1 = prp, Vn € N, die p! tatséchlich in die Menge
pro(E) abbilden.

rad?End(S[n])

Enda(S[1]) | Bi

Abbildung 4.1: Wirkung der p,, auf die direkten Summanden von End4(S[n + 1])
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Wir werden nun eine Tensoralgebra konstruieren, von welcher wir zunéchst zeigen, dass
sie isomorph zu einem Schief-Potenzreihenring ist. Im Anschluss werden wir von dieser
Algebra Epimorphismen auf die End 4(S[n]) konstruieren und mit deren Hilfe zeigen, dass
auch H isomorph zu demselben Schief-Potenzreihenring ist. Hierzu verwenden wir ein
Resultat fiir endlichdimensionale, lokale Algebren. Sei B eine solche. Dann gibt es (bis
auf Isomorphie) genau einen einfachen B-Modul S. Dieser ist isomorph zu B/rad B und
selbst eine k-Divisionsalgebra. Dadurch ist S als k-Algebra isomorph zu seiner Endomor-
phismenalgebra Endg(S). Ein Isomorphismus ist etwa durch die Abbildung

S ——=Endg(S), s +— (z+— sx)

gegeben. Hierdurch kann man den (B/rad B)-(B/rad B)-Bimodul rad B/rad® B als
(Endp(9))-(Endg(S))-Bimodul betrachten. Man kann dann zeigen, dass es einen Iso-
morphismus

rad B/rad® B 2 Homgnay,s)(Extp(S, S), Endg(S)) (4.12)

von (Endg(S))-(Endg(S))-Bimoduln gibt. Dies ist ein Spezialfall der Isomorphismen, wel-
che Gabriel in [10, 7.3] angibt. In etwas abgewandelter Form sind sie beispielsweise auch
in [1, I1I, 2.12] und [15, 3.7] zu finden. Da im Fall einer homogenen Rohre T fiir alle n > 2
die einfachen End 4(S[n])-Moduln zueinander isomorphe Endomorphismen- und Erweite-
rungsriume besitzen (und zwar D = End4(S[1]) bzw. Ext}(S[1], S[1])), haben wir fiir
jedes n > 2 einen Isomorphismus von D-D-Bimoduln:

rad Endy(S[n])/rad? End4(S[n]) = Homp(Ext!, (S[1], S[1]), D). (4.13)

Wir schauen uns den Modul Homp(Exth(S[1],S[1]), D) genauer an. Wegen
Exth(S[1],S[1]) = DHomyu(S[1],7S[1]) miissen wir uns dazu den D-D-Bimodul
Hom 4 (S[1], 7S[1]) ansehen. Da 7S[1] = S[1] gilt, haben wir:

Hom 4 (S[1], 7S[1]) = Homu(S[1], S[1]) = D

als k-Vektorrdume. Ferner ist fiir d € D und f € Homyu(S[1], 7S[1]) die Modulstruktur
gegeben durch

f-d= fd, sowie (4.14)
d-f=7(d)f. (4.15)

Das heiit, wir konnen Hom,(S[1],75[1]) als den D-D-Bimodul auffassen, welcher als
zugrundeliegende Menge die Menge D besitzt, und fiir den die Modulstruktur gegeben ist
durch die Regeln (4.14) sowie (4.15). Es ist naheliegend, diesen Bimodul mit .(pyDp zu
bezeichnen.
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Damit ist Exty(S[1], S[1]) & D Hom(S[1], 75[1]) = pD;(p), und nach (4.13) schlieB-
lich wieder

rad End4(S[n])/rad* Enda(S[n]) 2 (pyDp - (4.16)

Kommen wir nun zur Konstruktion der besagten Tensoralgebra. Hierfiir schreiben wir
der Kiirze halber w := ,(pyDp = rad End4(S[n])/rad®Enda(S[n]). Wir definieren fiir
jedes m € N das Tensorprodukt w™ := w®p - -+ ®p w. Diese Tensorprodukte tragen eine

~
m Faktoren

D-D-Bimodulstruktur, welche fiir d € D und (d; ® do ® -+ @ dyp_1 @ d,) € W™ gegeben
ist durch

d- (1 ®d®  @dp1®@dy) = ((d d)®d2® " ®dpn1 ®dy) und (4.17)

Setzen wir w’ := D, so kénnen wir weiter eine Tensoralgebra € definieren als:
Q::waxw2xw3x'--:me. (4.19)

Hierbei seien die Addition und die skalare Multiplikation in €2 komponentenweise definiert
und die Multiplikation sei fiir (ag, a1, as, as, - - - ), (bo, by, ba, b3, - -+ ) € £ gegeben durch

(a07a17a27a37 o ) : (b07blab27b37 o ) = (00761702?637 o ) mit
m

Cmp 1= Z wk,m7k<ak7 bm - k)? .
k=0

l

Hierbei sind die ;@ w* x w! ——=w** fiir &/,1' > 0 induziert durch

Yor(d,dy @ @dy) =d-(dy®---®dy),
Yrole1 ® - Qep,d) :=(e1® - Rey)-d, sowie
wk’,l’(el®"‘®ek’7d1®"‘®dl’): €1®"'®6k’®d1®"'®dl/.

Wir zeigen nun, dass es sich bei dieser Tensoralgebra €2 um einen Schief-Potenzreihenring
handelt.

Lemma 4.6. Die in (4.19) definierte Tensoralgebra ist isomorph zum Schief-Potenzreihenring
D[[T; 771, wobei 771 der zu 7 aus (4.5) inverse Automorphismus von D ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass wir jedes w™ mit D identifizieren konnen. Sei dazu
m € Ny beliebig. Ist m = 0, so ist nichts zu zeigen. Seien also m > 0 und

S (dd® - @dk) € w™ beliebig.
k=1
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Da wir w als -(pyDp charakterisiert hatten, erhalten wir fiir jedes k € {1,--- ,n}

dfode  -od od=deode  -od o[ d) 1
=diodie---od ) @1
= @d5 - @[ dy_ - TH(d))) - 1@1

—d" (1®1---91®1)

mit einem d* € D. Damit ist > (d¥ @ --- @ d¥) = (Z cik> -(1®---®1). Insbesondere
k=1 =1

noo_
ist der Faktor >~ d* eindeutig, sodass wir als k-Vektorraum jedes w™ mit D identifizieren

k=1
konnen.

Wir stellen im Folgenden jedes z € w™ dar als x = d, - (1 ® -+ - ® 1) mit dem eindeutig
durch x bestimmten d, € D. Wir definieren eine Abbildung

¢: Q——=DI[[T;771]
durch

(do,dl1,d2(1®1),d3(1®1®1),)|—> ZdnTn,

n=0

und zeigen, dass es sich hierbei um einen Isomorphismus von k-Algebren handelt.

Zunéchst ist ® nach der Definition der Addition und der skalaren Multiplikation in €2
bzw. D[[T;771]] offenbar eine k-lineare Abbildung. Ferner ist sie trivialerweise surjektiv
und es gilt

Ker ® = {(do,dy-1,d>- (1®1),d3- (1®1®1),---) €Q| > d,T" =0}
n=0
:{(do,d11,d2(1®1),d3(1®1®1),)€Q|dn20,vn€No}
:[)7

sodass sie auch ein Monomorphismus ist. Es bleibt ®(x; - x5) = ®(x1) - $(z) fir alle
x1, o € §) zu zeigen.
Seien also

a:<a07a’1‘17012'<1®1)7CL3'(1®1®1>7...>
und

b= (bo,by-1,by- (1®@1),b3-(1®1®1),--)
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aus 2. Dann haben wir fiir £',1" > 0 die Beziehungen

Yo (ag, by - (1@ ---®1)) = (aphy) - (1@ ---® 1),

Yolaw - (1@ ®@1@1),by) =ar - (1®@---®@1®1)-by
Clk/'(1®"'®1®bo)
—ap-(1®--- @107 '(b)- 1)
:ak,.(1®...®7—1b0®1)

= (a7 " (b)) - (1®---®1®1) , sowie
wk/7l/(ak/(1®®1),bl/(1®®1)):akl(1®®1®bl/1®®1)

— (¥ () 1@ ®1).

Aus diesen schlieflen wir

n=0 \k=0
= (Z anT"> : (Z bnT”>
n=0 n=0
= P(a) - P(D).
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O]

Aus diesem Lemma zusammen mit Lemma 4.2 ergibt sich:

Folgerung 4.7. Die Algebra Q) aus (4.19) ist ein vollstandiger Hauptidealring. Dariiber
hinaus gilt fir jedes k € N:

rad®*Q = [[ w™ .
m=k
Wir werden nun zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen, dass die Algebra H, welche
die homogene Rohre T charakterisiert, isomorph ist zur Algebra 2. Hieraus folgt mit
Lemma 4.6 das Hauptergebnis dieser Arbeit. Wir verwenden dazu eine Konstruktion,
welche Gabriel in [10, 8.4] beschreibt. Wir haben im Vorangegangenen gesehen, dass wir
fiir jedes n > 2 eine direkte Summenzerlegung

End,(S[n]) = B, @ pro(E) @ rad?® End4(S[n]) (4.20)
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in D-D-Bimoduln haben, und die Einschrénkung der p, auf B; ,, bzw. pr,i1(E) als
D-D-Bimodulisomorphismus wirkt. Ferner haben wir B], = D fiir alle n € N und
w = rad Ends(S[n])/rad® End,(S[n]) fiir alle n > 2. Da weiterhin unter dem kano-

nischen Epimorphismus rad End4(S[n]) — rad End4(S[n])/rad? End4(S[n]) der Un-

terbimodul pr,,(E) isomorph auf rad End4(S[n])/rad® End4(S[n]) abgebildet wird, ha-
ben wir auch w = pr,(FE) als Isomorphie von D-D-Bimoduln. Wenn wir uns nun zwei
D-D-Bimodulisomorphismen

Vi D—~B, (4.21)
und

X5; w——=pry(E) (4.22)

. Q——End4(S[n)

vorgeben, so dehnen sich diese aus zu einem Epimorphismus W7 o) -

von k-Algebren. Hierbei wirkt qj?x?x? durch

U xm ((d, Tl QX 10 ®ah @ ah, - - +Z (Hx2 xy ) . (4.23)
n=1

Man beachte, dass wegen rad” End 4(S[n]) = 0 die Summe auf der rechten Seite nur end-
lich viele Nicht-Null-Summanden besitzt, sodass W?x{%x%) wohldefiniert ist. Die Tatsache,
dass dies wirklich ein Epimorphismus ist, folgt daraus, dass sich jedes f aus End4(S[n])
schreiben lédsst als Summe von Produkten von Elementen aus B/, und pr,(E). Dies ldsst
sich analog zeigen wie etwa in [1, II, 3.3(a)].

Weiterhin ergibt sich mit Folgerung 4.7, dass Ker W7 H w™ gilt. Da es aufler-

X)) —

dem einen trivialen Algebrenepimorphismus von € auf End4(S[1]) = D mit Kern H w™
m=1

gibt, erhalten wir eine Familie von Algebrenisomorphismen \i/? m ) Fiir n = 1 ist dieser
nur abhingig von 7, da es in diesem Fall keinen Isomorphismus x4 gibt. Wir schreiben

in diesem Ausnahmefall \I!11 statt \Iléxl ) Wir veranschaulichen die Situation in einem
1

Digramm auf der nachfolgenden Seite.
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End(S[1]) — 2 o/ [T (4.24)
En;w[z]) Q/Kﬁ[w
EnZ(sm) it Q/iﬁ W™
En;sw) Q/mnw
T

Hierbei sind die &, : Q/ H wm——Q/ H w™ gegeben durch

m=n-+1

r+ ] whe—ao+ [[ 0™

m=n+1 m=n

Es ist zu beachten, dass das Diagramm (4.24) a priori nicht kommutativ sein muss. Wir
werden nun allerdings die x} und x5 so wéhlen, dass es kommutativ wird. Dazu benutzen

wir die D-D-Bimodulisomorphismen ), : B), ., — B, und p, : prp41(E) —pr,(E) .
Wir geben uns zunéichst zwei beliebige D-D-Bimodulisomorphismen x}; D ——= B} = D

und x%; w—"=pry(E) vor. Mit diesen definieren wir induktiv:

Xt =g, ot , und (4.25)

Xa =5, oxs . (4.26)
Wir zeigen, dass mit den so definierten x} und x5 fir jedes m € N die Beziehung
qj(XI ) © Fom = ‘Ijznj—'&*l X7t gilt.

Seien hierzu m € Nund x = (d, 2}, 22 @23, 23 @3 @23, - -+ ) € Q beliebig. Dann haben
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wir mit den Formeln (4.23) und (4.25), sowie (4.26):

(D © @&?L’ngl))(x + H W) = pm (XTH(d) + Z (H X?H(x@))

k=m+1 n=1 \k=1

= (B o X7 () + ) (H(% o X?“)(%Z))

k=1

= (Ui g o mm) @+ [T ")
k=m+1

Dies gilt insbesondere auch fiir m = 1, da p; auf pro( E) die Nullabbildung ist. Somit haben
wir gezeigt, dass das Diagramm (4.24) durch geeignete Wahl der x} und x4 kommutativ
gemacht werden kann. In diesem Fall haben wir im Sinne von Lemma 3.17 eine Abbildung
zwischen zwei inversen Systemen von Algebren. Wir erhalten nach selbigem Lemma damit:

H = lim End,(S[n]) = lim Q/ U W™ (4.27)

Dies fithrt uns unmittelbar auf das Hauptresultat dieser Arbeit.

Theorem 4.8. Sei A eine zahm-erbliche k-Algebra dber einem wvollkommenen
Kérper k und T eine homogene Rdéhre in T'(mod A). Seien weiter S[1] der einfach re-
gulire Modul aus T, D seine Endomorphismenalgebra, und T wie in (4.5). Ist H der
inverse Limes des Systems (3.11), so gibt es einen Isomorphismus

M= DI[Ti7 ]

von k-Algebren.

Beweis. Wir haben nach (4.27) einen Isomorphismus H = lim §2/ [[ w™. Da nach Folge-
—

n m=n

rung 4.7 die Algebra Q vollstindig ist, und [] w™ = rad"Q gilt, ergibt sich

m=n

limQ/ [] o™ = Q. Es bleibt Lemma 4.6 anzuwenden, um den Isomorphismus
—

m=n

H = DI[[T; 7] zu erhalten. O
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Im Fall, dass k algebraisch abgeschlossen ist, gilt D = k. Ferner wirkt 7 und somit 77!
auf k als identische Abbildung. Somit erhalten wir insbesondere, dass H fiir algebraisch
abgeschlossene Skalarkérper k isomorph zum formalen Potenzreihenring k[[T)] ist.

Wir haben bis zu diesem Punkt auf einer relativ abstrakten Ebene mit den Endo-
morphismenalgebren der Moduln S[n] aus der Rohre T gearbeitet. Fiir viele Rechnungen
ist es allerdings hilfreich, etwas iiber das konkrete Aussehen der Endomorphismen aus
End,4(S[n|) zu wissen. Wir haben mit dem Theorem 4.8 ein Hilfsmittel in der Hand,
um diese durch den Ubergang zu einem konkreten System von endlichdimensionalen
DI[T; 7~ !]]-Moduln néher zu bestimmen. Wir werden im letzten Abschnitt der Arbeit ein
solches System konstruieren und die Endomorphismen der unzerlegbaren Moduln darin
berechnen. Wir halten uns dabei an die Notationen von Gabriel in [10, 7.4].

Bemerkung 4.9. Es fillt auf, dass in allen vorangegangenen Betrachtungen das konkrete
Aussehen der irreduziblen Morphismen p,, : [n + 1] — S[n] keine Rolle gespielt hat. Es
war lediglich wichtig, dass es irreduzible Morphismen waren, und die Beziehung (3.4) galt.
Dies zeigt insbesondere, dass der inverse Limes H = l@ém End(S[n]) in diesem Sinne von

n

der konkreten Wahl der irreduziblen p,, (und damit auch von den sich daraus ergebenden
D) unabhéngig ist.

4.2 Kleine Darstellungen

Wir werden wie bereits angekiindigt in diesem Abschnitt eine Klasse von Darstellungen
kennen lernen, welche den unzerlegbaren H-Moduln eine konkrete Struktur gibt, und die
es damit ermoglicht, deren Endomorphismenrdume direkt auszurechnen. Wir werden im
Sinne von Theorem 4.8 und Lemma 4.6 im Folgenden die Algebra H mit D[[T; 7 ']] bzw.
Q) identifizieren.

Sei uns ein endlichdimensionaler, unzerlegbarer {2-Modul M gegeben. Dann existiert
ein n € N, sodass M rad™ €2 = 0 ist, sodass insbesondere die Abbildung

M@pw"—M m®(d @ - d,)—»m-(d1 ® - ®d,), (4.28)

gleich der Nullabbildung ist. Wir kénnen nun, wie in Abschnitt 1.3 beschrieben, der
Abbildung

MRpw——M , mOw —m - w,
welche uns die Modulstruktur von Mg definiert, eine duale Abbildung

¢: M— M®pExt)(S[1],S[1])
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zuordnen. Man beachte hierzu, dass nach (4.13) und der Definition von w die Beziehung
Homp(w, D) = Ext!(S[1],S[1]) gilt. Wir setzen im Folgenden der Einfachheit halber
£ = Ext)(S[1], S[1]). Die Tatsache, dass (4.28) die Nullabbildung ist, iibersetzt sich
damit so, dass die Hintereinanderausfithrung

e e

n Faktoren

fiir ein n € N gleich der Nullabbildung ist. Wie in Abschnitt 1.2 beschrieben kénnen wir
das Paar (M, ¢) als eine Darstellung der Gattung

pe )& (4.30)

mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass die Hintereinanderausfithrung (4.29) Null ist, auf-
fassen. Wir nennen eine solche Darstellung eine kleine Darstellung. Es sei bemerkt,
dass man die Gattung (4.30) auch Gattung der Kategorie mod {2 nennt.

Ist uns umgekehrt eine kleine Darstellung (NN, 1)) von (4.30) gegeben, so konnen wir
diese zu einem endlichdimensionalen 2-Modul machen, indem wir fiir x € N und d € D
zunéchst x-d := xd setzen, und fiir die Definition der Rechtsmultiplikation mit Elementen
aus w wieder die zu ¢ duale Abbildung

N ® pDW —> N
benutzen. Diese setzt sich fiir jedes m € N zu einer Abbildung

N@DM®D”'®DW—>N (431)
~—_——

m Faktoren

fort. Damit erhalten wir eine Modulstruktur N x 2——= N auf N. Die Tatsache, dass
(4.29) die Nullabbildung ist, geht darin iiber, dass fiir ein ng € N die Abbildung (4.31)
fiir alle m > ng verschwindet, sodass N von rad™ € annuliert wird und N damit ein
eindlichdimensionaler Q-Modul ist. Auf diese Weise kénnen wir eine Aquivalenz zwischen
der Kategorie mod €2 und der Kategorie der kleinen Darstellungen von (4.30) erhalten.

Wir werden nun fiir jedes n € N eine iiber D n-dimensionale, unzerlegbare kleine Darstel-
lung V,, = (D™, ¢") angeben. Diese wird gerade dem reguldren A-Modul S[n] entsprechen.
Im Anschluss werden wir deren Endomorphismen berechnen und jeweils eine Familie ir-
reduzibler Morphismen {p,, }men und {¢,, }men angeben. Schliefflich bestimmen wir damit
den induzierten inversen Limes der Endomorphismenalgebren der kleinen Darstellungen,
und werden wieder das Ergebnis aus Theorem 4.8 erhalten.

Wir bendtigen zunéchst eine kleine Vorbetrachtung. Zur Konstruktion der V,, verwen-
den wir, dass es einen natiirlichen Isomorphismus D"®p€ = (DRpE)" gibt. Damit ist es
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nur noch notwendig, den Modul D®p€ genauer zu kennen. Da sowohl D als auch & ein-
dimensionale D-D-Bimoduln sind, wird auch D®p€ ein eindimensionaler D-D-Bimodul
sein. Wir wissen ferner aus Abschnitt 2.2, dass wir £ sowohl als Dy als auch als pD
schreiben konnen, wobei p eine Auslander-Reiten-Folge ist, welche in S[1] endet. Es gilt
nach Theorem 2.12 zusétzlich noch 7(d) - u = p - d fiir alle d € D.

Wir konnen damit jedes © € D®p€ schreiben als = f, ® p mit einem eindeutig
durch x bestimmten f, € D. Ist d € D beliebig, so gilt weiter:

d-(f: @ p) = (df) ® p , sowie
(fo@p) -d=f.® (u-d)
= fa ® (7(d) - 1)
= (far(d)) @ .

Damit kénnen wir mit derselben Bezeichnung wie aus dem vorangegangenen Abschnitt
den Bimodul D®pé& schreiben als p D, p). Wir werden im Folgenden Matrizen der Form

0 7 0 0 0
00 7 0 0
0 0O 0 7
_O 0 0 0 0_
verwenden. Diese sollen auf einen Vektor d = [dl dy - dm]T durch die Vorschrift
0 70 --- 0 0] [ d& ] [ 7(dy) |
00 7 00 ds 7(d3)
000 - 0 7| |dna 7(dm)
_000---00_ _dm_ _0_

wirken. Wir definieren nun die kleinen Darstellungen V,, = (D", ¢") durch die rechten
D-Homomorphismen

qbl =0 . D—>DDT(D) s und (432)
0 70 -+ 0 0]
00 7 0 0

On = | : D DV—— (DDT(D))n (433)
0 0 0 0 7
_0 0 0 0 0_ m
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fiir n > 1. Wir zeigen, dass es sich tatsdchlich um rechte D-Homomorphismen handelt.
Da dies fir n = 1 klar ist, sei nun n > 2 und seien d = [dl dy - dn}T und d € D
beliebig. Dann gilt:

[0 7 0 0 0] (] d ] 0 7 0 0 0] [ did
00 7 0 0 ds 00 7 0 0 dod
df=|: :
000 07 dp—1 000 07 dp_1d
000 0 0 | dn | 000 0 0 [ dud |
[ 7(dod) | [ 7(dy) |
T(dgd) T(dg)
= = | ()
7(d,d) 7(dy)
L 0 . L 0 -
[0 -0 0] [d]
0 0 0 ds
= |: S R A I )
000 0 7 dp_1
000 0 0 [ dn|
0 7 0 0 0] [a
00 71 0 0 do
= : . : : -d.
00 - 07 dp—1
0000 -+ 0 0] |[dn]
Da die ¢,, auflerdem nilpotent sind, ist uns damit tatséchlich jeweils eine kleine Darstellung
V., = (D", ¢™) gegeben. Wir machen uns nun daran, die Endomorphismen der V,, zu
berechnen. Dazu rekapitulieren wir aus Abschnitt 1.3, dass ein Endomorphismus von V;,
gegeben ist durch eine D-lineare Abbildung o = (af,)7,=; : D" —— D", fiir welche
" = (" ®1)o" (4.34)
gilt. Sei ¢; = [0 - 001 0 - O]T der i-te Einheitsvektor aus D™. Dann liefert

(4.34) folgendes:
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(¢" 0 a™)(é)
B T [ n n n n ]
0 7 0 00 Qy Qy o Q3 a1 n—1 a1 n
n n n n
0 0 0 Qg1 Qg9 Q53 Q9 n—1 Qg p
= |: : - €
n n n n
000 0 7 Cp 11 12 O a3 Cp 1n-1 U_1n
n n n n
_0 0 0 0 0_ an,l an,Z Oén,3 n,n—1 n,n
07 0 00 o r(agi) at;
0 0 7 0 0 Qg ; T(Oég,i) g, g
!
n
_O 0 0 0 O_ | i | i 0 | | anio1
r .n n n n n o]
a1 Q19 1 I S O S T | a1y
n n n n n
Q91 Q9 o A9 3 A p—1 Qs
= "€i1
n n n n n
CYn—l,l CVn—1,2 CYn—l,S e an—l,n—l CYn—l,n
n n n n n
L an,l an,Q an,3 e an,n—l nn |
= ((a"®1)0¢")(&).
Hier haben wir 7(1) = 1 verwendet. Es folgen durch sukzessive Auswertung der mittleren
Gleichung fiir ¢ = 1,--- ,n nun die Beziehungen
ap,; =0fir k>1, und (4.35)
O =7 o) fir 1 <k<I<n-—1. (4.36)
Hiermit ergibt sich aus (4.35) und (4.36) fir o™ folgende Struktur:
P n n n n ]
Q11 a7y 9 Q3 T A1 n—1 Q1 n
—1 n -1 n —1 n —1 n
0 7 (0‘1,1) T (%,2) e T (O‘Lnd) T (Oél,nfl)
-2 n -2 n —2 n
a"= 10 0 T aty) oo Taf,3) THal,a) | . (4.37)
—(n—1 n
|0 0 0 0 D (ar)

Mit dieser Darstellung sieht man unmittelbar, dass es in End(V},) keine von Null und Eins
verschiedenen Idempotenten gibt. Deshalb sich die kleinen Darstellungen V,, unzerlegbar.

Wir definieren nun fiir jedes n € N, a € D und k € {0,--- ,n — 1} einen Endomor-
phismus aJ;' von V,, durch
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0 0 7" Ya) 0 0 0 0
o 0 0 732%a) 0 0 0
CLJk = 0 0 0 0 Tnf?)(a) 00 (438)

Hierbei steht das Element 77! (a) in der ersten Zeile und (k + 1)-ten Spalte. Die Auswahl
dieser Endomorphismen mag zunéchst nicht intuitiv erscheinen, aber wir werden gleich
begriinden, warum sie sich als geeignet herausstellt. Dazu betrachten wir noch einmal
die kleine Darstellung V,, = (D™, ¢™). Man sicht unschwer, dass das Radikal von V;, der
Unterraum D & --- @ D & 0 mit der entsprechenden Einschriankung von ¢™ auf diesen ist.
Analog ist der Sockel von V,, gerade D &0 @ - - - & 0 mit der zugehorigen Einschrankung
von ¢" darauf.

Somit konnen wir fiir die irreduziblen Morphismen ¢, : V,——=V,; bzw.

Pn: Vpa1 —V, folgende verschobene Einheitsmatrizen nehmen:

10 --- 00 010 00
01 .--- 00 0 01 0 0
e HE e - (439)
00 .-~ 01 0 00 10
00 0 0], 000 - 0 1]

Fiir diese gelten die Beziehungen pyt; = 0 und p,t, = t,_1p,_1 fiir n > 2, sodass diese ¢,
und p,, die Relationen aus (3.4) erfiillen. Wir wollen nun die von den p,, induzierten Ein-
schrankungsepimorphismen p,, : End(V,,;;) — End(V;,) bestimmen. Diese sind durch
ein kommutatives Diagramm (3.6) gegeben. Seien nun

[ n+1 n+1 n+1 n+1 n
041,11 041721 041,31 T al,nl al,nirl
n+ n+ n+ n+ n+
Qo1 Qg 9 Qg3 Qs Q9 pt1
ath=1 . :
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
ozn,ll a,ﬁ an% o a&? i’{lﬂ
n+ n n+ n n
| Xnt11 Ony12 Opp13 "7 Qppipn Opgl g |

ein Endomorphismus von V,,;; und
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" an n n n n ]
e Bla Bts - Blaa Bln
n n n n n
B3 B2 b3 B3n—1 B
~ n+1) _ . . .
Pn(a™) =
n n n n n
n—1,1 671—1,2 671—1,3 e n—1,n—1 n—1,n
Bn Bn 6n L n n
| Mn,1 n,2 n,3 n,n—1 nn |
seine Einschréinkung aus V,, mittels p,. Aus der Forderung p,a"™! = p,(a™)p, ergibt
_ n_l’_l . . . . . . . .
sich 81, = o} ;,, fiir alle i, 5 € {1,--- ,n}. Damit erhalten wir die Einschrénkung von

™! mittels p,, dadurch, dass wir die erste Spalte und die erste Zeile von a™*! 16schen.
Analog ergibt sich die Einschriankung mittels der 7,, dadurch, dass wir die letzte Zeile und
die letzte Spalte von o™ 16schen.

Sei uns nun ein beliebiges o € End(V;,) gegeben. Aus der Darstellung (4.37) und der
Definition der aJ}' in (4.38) und der Tatsache, dass 7 ein Automorphismus von D ist,
folgt, dass wir o™ auf eindeutige Weise schreiben kénnen als

n—1

a" = apd) (4.40)

k=0

mit gewissen a;, € D. Aus der Definition der a;J;' und der gerade erldauterten Wirkung von
Pn—1 folgen fir n > 2 die Beziehungen p,_1(a,—1J ;) = 0, sowie p,_1(arJ)) = akJ,?_l
fiir 0 < k < n — 2. Damit ergibt sich

n—1 n—2
B 1 (Z akjg) => ap i (4.41)
k=0 k=0

Wir wollen nun abschlieflend den inversen Limes V := lim End(V},) berechnen. Fiir jedes
—

n

Element f = (fi, fo, f3, f4,-+-) € V sind die f, Endomorphismen von V,,, welche die
Beziehung p,(fni1) = fa, ¥n € N, erfiillen. Nach (4.40) konnen wir jedes f,, als eine Art
Polynom mit Koeffizienten in D schreiben. Die Wirkung der p,, auf diese ist nach (4.41)
ebenfalls trivial. Damit kénnen wir jedes f € V schreiben als eine formale Potenzreihe

f=> a,T
m=0
n—1
und wir setzen f, := Z anJ), fir jedes n € N. Da die Addition und skalare Multiplika-

tion komponentenwelse d1e Addition bzw. skalare Multiplikation in D smd miissen wir

nur noch die Wirkung der Multiplikation in V kliren. Seien dazu f = Z a, T™ und
m=0

g= Y. bp,T™ aus V beliebig. Um die Multiplikation zu untersuchen, schauen wir uns an,
m=0
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n—1 n—1
was auf Ebene der V,, passiert: Es gilt f,,-g, = ( > amJZjL> . ( > bmJ[,LL). Wir berechnen
0 =0

das Produkt ayJp - bJ fiir beliebige 0 < k,1,< n — 1. Ist hierbei k + 1 > n, so ist das
Produkt Null. Seien also nun &k + [ < n. Dann haben wir:

akJ,? : leln
B k41 T T 41
—— ——
0 ™ a) 0 0 0 - 7" 0 0
— |0 0 7"%(a) 0 0 0 7"2(b) 0
0 0 0 7"73(a) 0 0 0 7"73(D)
- k141 - T
0 7 Ha)T" R () 0 0
=10 0 77 2(a)T" 27k (b) 0
0 0 0 773(a) T3 7R (b)
- k+1+1 i ]
0 ™ Har*(b)) 0 0
=10 0 72 (ar7* (D)) 0
0 0 0 773 (a7 (D))

= (a7 (0)) T
Dies ergibt auf Ebene des inversen Limes V die Rechenregel
aryT" - b, T" = (a7 %(b))T™" (4.42)

fiir alle k,1 > 0. Da sich dies mittels Distributivitéit auf f und g fortsetzen lisst, erkennen
wir V als den Schief-Potenzreihenring D[[T; 77']], welchen wir schon in Theorem 4.8 er-
halten haben. Dies ist noch einmal eine Bestédtigung von Bemerkung 4.9, da wir hier bei
den kleinen Darstellungen sehr spezielle Homomorphismen fiir die p,, verwendet haben.
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4.3 Abschlielende Bemerkungen

Wir haben im Abschnitt 4.1 die innere Struktur der Algebra H nur unter der Vorausset-
zung beschreiben konnen, dass der Korper k£ ein vollkommener Korper ist. Diese Zusatz-
bedingung erméglichte es uns, die zunéchst allgemeine Struktur der End 4(S[n]) mit einem
konkreten Referenzobjekt, der Algebra €2, in Beziehung zu setzen. Es wére wiinschenswert,
wenn man Theorem 4.8 auch ohne die Zusatzforderung an k zeigen konnte. Wir hatten in
Abschnitt 4.2 die kleinen Darstellungen kennen gelernt, welche in engem Zusammenhang
zur Algebra H stehen sollten, und welche sich vielleicht in dhnlicher Weise zur Konstruk-
tion eines Isomorphismus H = DI[[T; 7] fiir beliebige Kérper k nutzen lassen sollten.
Es ist an dieser Stelle allerdings nicht klar, wie man eine Beziehung zwischen der Ka-
tegorie der kleinen Darstellungen von (4.30) und der Kategorie mod H herstellen kann,
welche Aussagen iiber eine eventuelle Isomorphie von H und D|[T;77!]] = lﬁn End(V},)

n

im allgemeinen Fall zulédsst. Das Hauptproblem scheint hierbei zu sein, dass man keine
geeigneten Ringhomomorphismen lim End(V,,) — End4(S[n]) finden kann, wie dies
—

unter der Zusatzannahme, dass k vollkommen ist, in (4.23) moglich war. Damit bleibt
die Frage nach der Giiltigkeit von Theorem 4.8 fiir allgemeine Korper k offen, wobei die
Vermutung besteht, dass sich auch in diesem Fall ein Isomorphismus H = D[[T;77!]]
finden l&sst.

Eine weitere interessante Fragestellung, welche im Rahmen der Arbeit aufgetreten ist,
ist die Frage danach, ob es einen Zusammenhang zwischen den Autoadquivalenzen der
Kategorie add(7T) und den Automorphismen der k-Divisionsalgebra D, welche auf dem
Unterkdrper £ = k- 1p die Identitét ergeben, gibt. Die Vermutung, dass es einen solchen
geben konnte, entsteht dadurch, dass sich die Struktur der Algebra H bereits vollsténdig
aus gewissen Informationen ergibt, die sich aus dem einfach reguldren Modul S[1] ableiten
lassen. Nach demselben Prinzip kann man vermuten, dass sich die Automorphismen von
D = End4(S[1]), welche auf k identisch wirken, fortsetzen lassen zu Funktoren auf der ge-
samten Rohre add(T). Bezeichnen wir hier die besagte Menge der Automorphismen von D
mit Auty(D) und die Menge der Autodquivalenzen von add(T ) mit Aut(T), so finden wir
eine natiirliche Abbildung res : Aut(T) —— Auty(D) einfach dadurch, dass wir einem
Funktor F' den Automorphismus von D zuordnen, welcher ein d € D abbildet auf F(d).
Diese Abbildung entspricht also der Einschrinkung von F' auf D = End4(S[1]). Haben wir
hierbei zwei Funktoren F' und G, welche natiirlich isomorph sind, und sei n: F——G
ein natiirlicher Isomorphismus, so haben wir fiir jedes d € D ein kommutatives Diagramm

i1 22 s

~ | Ms[1] Nlnsm
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sodass G(d) = nspF (d)ng[ll] ist. Damit ergibt sich aus der Abbildung res eine neue
Abbildung 7es, welche von der Menge der Isomorphieklassen von Autodquivalenzen von
add(T) in die Menge Aut,(D) modulo innerer Automorphismen abbildet. Es stellt sich
nun die Frage, ob es eine Abbildung in die umgekehrte Richtung gibt und, falls dem so
ist, ob sich mit deren Hilfe eine Aussage iiber den Zusammenhang der eben beschriebenen
Mengen herstellen lédsst. Hier tritt bereits ein Problem bei der Definition einer solchen
Abbildung auf. Benutzen wir die in Abschnitt 4.2 beschriebenen kleinen Darstellungen,
so konnte man versuchen, einem o € Auty(D) einen Funktor F, durch die Vorschriften

Fo(Vo) =V,
Fa(pn) - pn )
F,(tn) :==t, , sSOWie
n—1 n—1
F"(Z apJy) =Y olag)Jy , fir allen € N
k=0 k=0

zuzuordnen. Bei dieser naheliegenden Variante ergibt sich allerdings das Problem, dass
fiir n > 3 die Beziehung

o(a)[(o o7 1) (01)]Jg = Fo(ar 7 - i J}) = FolarJ7) Fo(biJ7) = o(a) (77! 0 0)(b1)]J3

nicht immer erfiillt ist. Man kénnte nun statt der Menge Auty(D) mit dem Zentralisator
von 7 in Auty(D) arbeiten, dann wird aber die Abbildung res nicht mehr wohldefiniert
sein, sodass man auch im Raum Aut(7) Einschrdnkungen treffen miisste. Wenn man dies
nicht tun mochte, so stellt es sich als sehr schwierig heraus, einem allgemeinen Element
aus Auty(D) einen wohldefinierten Funktor zuzuordnen. Somit bleibt auch hier die Frage
nach einem moglichen Zusammenhang zwischen Auty (D) und Aut(7) weitgehend offen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit ermoglichen es, die Untersuchung von homogenen Rohren
und deren Eigenschaften auf die Untersuchung der Modulkategorie eines Schief-Potenz-
reihenrings zuriickzufiithren. Dies kann sich als sehr niitzlich erweisen, da sich fiir den
Schief-Potenzreihenring die Moduln genauer beschreiben lassen, und man auch die Ho-
momorphismen konkreter berechnen kann, als es zunéchst fiir eine beliebig gegebene,
homogene Rohre der Fall ist. AuBlerdem haben wir gesehen, dass die gesamte Darstel-
lungstheorie der Moduln der Rohre vollstdndig durch die Informationen gegeben wird,
welche der einfach reguldre Modul auf dem Mund der Rohre liefert. Man kann erhoffen,
dass sich nach diesem Prinzip noch weitere Eigenschaften von Réhren aus ihren einfach re-
guldren Moduln ableiten lassen, und sich so noch unbekannte Zusammenhénge erschliefen
lassen.
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