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KAPITEL 1

Mengentheoretische Topologie

1. Metrische Riume

In der Analysis betrachtet man Mengen, auf denen man Begriffe wie Um-
gebungen und Konvergenz und fiir die Abbildungen zwischen diesen Mengen
Stetigkeit definiert werden kann. Das allgemeine Modell dafiir sind die topo-
logischen Réume.

Bevor wir allgemein topologische Rdume definieren, behandeln wir eine
grofle und wichtige Klasse von Beispielen, die metrischen Rdume. Diese sind
in den Analysis-Grundvorlesungen schon oft aufgetaucht. Hier gelingt es mit
Hilfe des Abstandsbegriff, einer Metrik, obige Konzepte zu studieren.

1.1. Sei X eine Menge und d: X xX — R eine Abbildung mit folgenden
Eigenschaften:

(M1) Fiir je zwei Punkte z, y € X gilt d(x,y) = 0 genau dann, wenn
x =y gilt.

(M2) Fiir je zwei Punkte z, y € X gilt d(z,y) = d(y, x).

(M3) Fiir je drei Punke z, y, z € X gilt d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).
Das Axiom (M3) nennt man auch die Dreiecksungleichung.

Die Abbildung d heiit eine Metrik auf X. Das Paar (X,d) (oder auch
nur X, wenn klar ist, was d ist) heit metrischer Raum. Die Elemente von
X heiflen auch Punkte.

BEISPIEL 1.2. (1) (Diskrete Metrik) Auf einer beliebigen Menge X
wird durch
0, »=y,
d(z,y) =
(2, y) {17 rty
eine Metrik definiert, die sog. diskrete Metrik.
(2) Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum. Sei || — ||: V' — Rsq

eine Norm auf V. Dann wird durch d(z,y) = ||z — y|| eine Metrik
auf V' definiert.

(Wiederholung: Es gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn 2=0; ||\z|| =
ALl e+ gl < llll + gl

1.3. (Kugeln) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Mengen
def
Ko@) {y e X | d(z,y) < r}
(wobei r > 0 und z € X gilt) heilen offene Kugeln. Die Mengen
- def
Ky (x) = {y € X |d(z,y) <r}
5
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heiflen abgeschlossene Kugeln.

1.4. (Offene Mengen) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge
U C X heifit offen, wenn es zu jedem z € U ein r = r(x) > 0 gibt mit
K,(x) C U. Es gelten folgende Eigenschaften:
(O1) Die leere Menge ist offen, und X selbst ist offen. (Beweis trivial.)
(O2) Beliebige Vereinigung U;c;U; offener Mengen U; (i € I) ist wieder
offen. (Sei x € U;e;U;. Dann liegt = in (mindestens) einem U;. Da U
offen, gibt es r > 0 mit K,.(z) C Uj, also erst recht K,.(z) C U;eU;.)
(O3) Der Durchschnitt N?_,U; von endlichen vielen offene Mengen U; ist
wieder offen. (Es geniigt, die Aussage fiir n = 2 zu zeigen. Sei x €
U; NUs. Dann gibt es 71, ro > 0 mit K, (z) C Uy und K,,(x) C Us.
Ist 7 = min(ry,73), so ist r > 0 und K, (z) C U, N Us.)

Ist X mit der diskreten Metrik ausgestattet, so ist jede Teilmenge von X
offen.

BEMERKUNG 1.5. (1) Ist X mit der diskreten Metrik ausgestattet,
so ist jede Teilmenge von X offen.

(2) Offene Kugeln sind offen.

(3) A C X heifit abgeschlossen, wenn das Komplement X \ A offen ist.
(Achtung: Es gibt Menge, die sind offen und abgeschlossen (etwa ()
und X)), aber auch Menge, die weder offen noch abgeschlossem sind
(etwa ein halboffenes Intervall in R).

(4) U C X ist offen genau dann, wenn jeder Punkt von U in einer
offenen Kugel liegt (mit irgendeinem Mittelpunkt), die ganz in U
enthalten ist.

2. Topologische Rdume
Offene Mengen.

DEFINITION 2.1. Sei X eine Menge und 2% deren Potenzmenge. Eine
Teilmenge 7 C 2%, also ein System von Teilmengen von X, heifit Topologie,
wenn folgendes gilt:

(O1) Die leere Menge () und X gehoren zu 7

(O2) Die Vereinigung beliebiger vieler Elemente von 7 ist wieder ein Ele-
ment von 7.

(O3) Der Durchschnitt von endlichen vielen Elementen von 7 ist wieder
ein Element von 7.

Die Elemente aus 7 heiflen offene Mengen. Das Paar (X, T) (oder einfach nur
X, wenn klar ist, welche Topologie gemeint ist), heifit topologischer Raum.
Die Elemente von X heiflen auch Punkte.

BEMERKUNG 2.2. In (O3) kann man “endlich viele” durch “zwei” erset-
zen. Das Axiom (O1) kann man auch (O2) und (O3) zuschlagen, denn die
leere Menge ist die Vereinigung iiber einer leeren Indexmenge, und X ist der
leere Durchschnitt.
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DEFINITION 2.3. Seien 7; und 73 Topologien auf demselben Raum X.
Es heifit 77 feiner als 75, wenn 7, C 77 gilt, wenn also jede Menge, die offen
bzgl. 7 ist auch offen bzgl. 77 ist. In dem Fall heifit 75 auch gréber als 7.
Gelten jeweils echte Teilmengenbeziehungen, so spricht man von echt feiner
bzw. echt gréber.

BEISPIEL 2.4. (1) Sei X eine Menge, sei 7 = 2% ist die sog. diskrete
Topologie auf X. Sie ist offenbar die feinste Topologie auf X.

(2) Sei X eine Menge, sei 7 = {0}, X'} ist und heifit die grobste Topo-
logie auf X.

(3) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann definieren die in 1.4 definier-
ten offenen Mengen eine Topologie 7; auf X, nach 1.4.

(4) Sei X = R? und dy bzw. d., die Metrik, die durch euklidische Norm
||— 1|2 bzw. durch || — || induziert wird. Dann kann man leicht zeigen,
dass 75 und 75, gleich sind. (Alle Normen auf R" sind dquivalent.)
Unterschiedliche Metriken kénnen also dieselben Topologien indu-
zieren.

(5) Metrische Rédume sind also immer topologische Rédume. Die Umkeh-
rung gilt i. a. nicht. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Gibt es eine
Metrik d auf X mit 7; = 7, so heifit (X,7) metrisierbar. Nicht
jeder topologische Raum ist metrisierbar. (Beispiel?)

Umgebungen.

2.5. (Umgebungen) Sei X ein topologischer Raum. Sei A C X. Eine Teil-
menge V' C X heiit Umgebung von A, falls eine offene Menge U existiert
mit A C U C V. Es heifit V' eine Umgebung eines Punktes z, falls V' Um-
gebung von {z} ist. Eine Umgebung heifit offene Umgebung, falls sie eine
offene Menge ist.

y € A heifit innerer Punkt von A, falls A Umgebung von y ist. Es heift

A {y € A |y ist innerer Punkt von A}

der offene Kern (oder das Innere) von A.

PROPOSITION 2.6. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Dann
ist der offene Kern A° von A die Vereinigungen aller offenen Mengen U
mit U C A. Insbesondere ist A° offen, und ist die grofite offene Menge, die
Teilmenge von A ist.

BEWEIS. Es gilt

r e A° < Aist Ungebung von x
& JUoffenmitzeUC A
< T e UUQA,U offenU'

KOROLLAR 2.7. A C X ist offen genau dann, wenn A° = A gilt.
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KOROLLAR 2.8. FEine Teilmenge von X ist offen genau dann, wenn sie
Umgebung aller ihrer Punkte ist.

BEWEIS. “=" ist klar. “<=” Sei A C X Umgebung aller ihrer Punkte.
Dann folgt sofort A C A°, also A = A°. 0

PROPOSITION 2.9. Sei X ein topologischer Raum, und seien A, B C X.
Dann gilt
(1) (4°)° = A°.
(2) Wenn A C B, dann A° C B°.
(3) (AN B)°=A°NB°.
(4) (AUB)° 2D A°U B°.

PROPOSITION 2.10. Sei X ein topologischer Raum. Sei x € X, und seien

A, BC X. Dann gilt
(1) Ist A Umgebung von x und B 2 A, so ist auch B Umgebung von x.
(2) Sind A und B Umgebungen von x, so ist auch AN B eine Umgebung

von x.
(3) Die leere Menge 0 ist keine Umgebung von x.

BEWEIS. Trivial. O

Dies motiviert folgende Definition:

Filter.

DEFINITION 2.11. (Filter) Sei X eine nichtleere Menge. Sei () # F C 2%,
Es heifit F ein Filter auf X, falls

(F1) Ist Ae F, BC X mit B D A, so gilt B € F.
(F2) Sind A, B € F, so gilt auch AN B € F.
(F3) 0 ¢ F.

BEISPIEL 2.12. (1) Sei M ein topologischer Raum und x € X. Dann
ist

W(zx) «f {V C X | V ist Umgebung von =}

nach obiger Proposition ein Filter und heiit Umgebungsfilter von x.
(2) Sei ) # F C X. Dann ist {V C X |V D E} ein Filter.
(3) Esist {A C N| N\ A ist endlich} ein Filter, und heiit Fréchetfilter.

DEFINITION 2.13. Sei F ein Filter auf einer Menge X. Eine Teilmenge
B C F heifit (Filter-) Basis von F, falls zu jedem A € F ein B € B existiert
mit B C A.

Ist X ein topologischer Raum und x € X, so heifit eine Basis des Umge-
bungsfilters W(z) eine Umgebungsbasis von x.

BEISPIEL 2.14. Sei X ein metrischer Raum. Dann bilden die K;/,(x)
(n € N) eine Umgebungsbasis von z; diese ist abzéhlbar.
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DEFINITION 2.15. Seien F; und F; Filter auf der Menge X. Es heifit F;
feiner als Fy, falls F; O F; gilt. (Entsprechend wird grober, echt feiner und
echt grober definiert.)

Ein Filter F auf X heiit Ultrafilter, falls es keinen echt feineren Filter
auf X gibt.

SATZ 2.16. Jeder Filter F auf einer Menge X st in einem Ultrafilter
enthalten.

BEWEIS. Sei
M {F'| F' O F ist Filter auf X}.

M ist beziiglich der mengentheoretischen Inklusion C induktiv geordnet: Sei
L C M total geordnet. Dann ist Uz F’ wieder ein Filter (einfach), und
eine obere Schranke von L. Also enthélt M nach dem Zornschen Lemma ein
maximales Element, und dies ist offensichtlich ein Ultrafilter. 0

PROPOSITION 2.17. Sei F ein Filter auf der Menge X. Genau dann ist
F ein Ultrafilter, wenn fir alle A C X entweder A € F oder X \ A € F gilt.

Bemerkung: Aufgrund der Filteraxiome kann nicht beides gelten.

BEWEIS. (1) Sei F ein Ultrafilter, und sei A C X mit A ¢ F. Fiir alle
FeFgilt FN(X\A) #0.

(Denn andernfalls gébe es F' € F mit F'N (X \ A) = 0, und dann wire
F C A, also A € F, Widerspruch.)

Definiere

FYrU{FCX|3BeF: FOBNX\ A}

Dies ist (wie mein leicht zeigt) ein Filter mit 7' O F, und weil F ein Ultra-
filter ist, folgt F = F'. Es folgt X \ A € F' = F.

(2) Es gelte, dass fiir jede Teilmenge A von X entweder A € F ist oder
X\ A e F.Sei F ein echter Oberfilter von F. Sei A € F' mit A ¢ F. Dann
gilt X\ A & F (wegen AN(X\A) =0 und (F2) und (F3)). Also gilt sowohl
A ¢ F als auch X \ A € F, Widerspruch. d

Charakterisierung einer Topologie durch Umgebungsfilter.

PROPOSITION 2.18. Sei X ein topologischer Raum und x € X. Dann
gilt: Zu jedem V€ W(x) gibt es ein W € W(x), so dass fir jedes y € W
gilt, dass W € W(y) ist.

BEWwEIs. Sei V' Umgebung von x. Nach Definition gibt es eine offene
Menge W mit x € W C V. Als offene Menge ist W Umgebung aller seiner
Punkte. U

Der folgende Satz zeigt, wie man umgekehrt aus den Umgebungsfiltern
die Topologie rekonstruieren kann:

SATZ 2.19. Sei X eine Menge. Zu jedem x € X gebe es einen Filter F(x)
mit folgenden Eigenschaften:
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(V1) Jedes V € F(x) enthdlt x.
(V2) Zu jedem V € F(x) gibt es ein W € F(x) mit W C'V und so, dass
fiir jedes y € W gilt, dass W € F(y) ist.
Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Topologie T auf X derart, dass fir
jedes x € X der Filter F(z) gerade der Umgebungsfilter W(z) ist.

BEwEIS. (1) Eindeutigkeit: Sei 7 eine Topologie auf X mit Umgebungs-
fillern W(z) = F(z) (x € X). Sei A C X. Aus Korollar 2.8 folgt

AeT & VreA: AecW(x).

Also ist 7 durch die Umgebungsfilter W(x) (z € X) eindeutig definiert.
(2) Existenz: Setze (wie durch den Teil zuvor suggeriert)

TY(ACX|VaeA: Ae Fz)h

Aus den Filteraxiomen folgt leicht, dass 7 eine Topologie auf X ist. Seien
W(z) die dazu definierten Umgebungsfilter. Dann gilt W(z) = F(x): Denn
sei V' € W(z). Dann existiert ein U € 7 mit z € U C V. Nach Definition
von 7 ist U € F(x), also auch V' € F(z).

Sei umgekehrt V' € F(z). Sei W € F(x) eine Menge gemifl (V2). Nach
Definition von 7 gilt dann W € 7. Mit (V1) folgt x € W C V', und damit
auch V € W(x). O

Abgeschlossene Mengen.

DEFINITION 2.20. (Abgeschlossene Mengen) Sei X ein topologischer Raum.
A C X heiit abgeschlossen, wenn das Komplement X \ A offen ist.

PROPOSITION 2.21. Sei X ein topologischer Raum. Dann gilt:

(A1) X und 0 sind abgeschlossen.
(A2) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist ab-

geschlossen.
(A3) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist ab-
geschlossen.
Bewers. Trivial. Benutze X \ (UA4;) = N(X \ 4;) und X \ (N4;) =
U(X \ 4)). O

DEFINITION 2.22. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Dann heifit
Al N F
FDA, F abgeschl.

die abgeschlossene Hiille oder der Abschluss von A.

BEMERKUNG 2.23. Sei A C X.

(1) E ist abgeschlossen.
(2) A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt.
(3) Es ist A abgeschlossen genau dann, wenn A = A gilt.
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PROPOSITION 2.24. Sei X ein topologischer Raum, seien A, B C X.
Dann gilt

(5) X\ A=X\(4), X\ A= (X\A4).

BEWEIS. Man zeigt zunéchst (5), und folgert dann die anderen Aussagen
aus 2.9. 0

Beriihr- und Haufungspunkte.

DEFINITION 2.25. Sei X ein topologischer Raum. Sei A C X. Ein Punkt
z € X heifit

(1) Berihrpunkt von A, falls fiir alle Umgebungen V' von z gilt VN A #
0

(2) Haufungspunkt von A, falls fiir alle Umgebungen V' von z gilt (V' N
A)\A{z} #0.

PROPOSITION 2.26. Seien X ein topologischer Raum, A C X undz € X.
Genau dann ist x ein Berihrpunkt von A, wenn x € A gilt.

Es ist also A die Menge aller Beriihrpunkte von A.

BEWEIS. (1) Sei # € A. Angenommen, es gibt eine Umgebung V' von
mit V N A = (). Dann gibt es eine offene Umgebung U von x mit U C V,
und es folgt auch UN A =10, d. h. A C X\ U. Da das Komplement X \ U
abgeschlossen ist, folgt A C X \ U = X \ U, also U N A = (), Widerspruch
zuz € UNA

(2) Gelte z ¢ A. Dann ist z in der offenen Menge X \ A, und daher ist
X \ A eine Umgebung von x. Trivialerweise gilt AN (X \ A) = (. O

BEMERKUNG 2.27. Jeder Haufungspunkt von A ist auch ein Beriihrpunkt
von A. Die Umkehrung gilt i. a. nicht: Sei {z} = A C X. Esist « Berithrpunkt
von A aber kein Haufungspunkt.

DEFINITION 2.28. Sei X ein topologischer Raum.
(1) Eine Folge in X ist eine Abbildung N — X, n — x,,. Dafiir schreibt
man wie iiblich (x,),en oder nur (z,,).
(2) Einx € X heifit Hiufungspunkt von (x,,), wenn fiir alle Umgebungen
V von z die Menge {n € N | z,, € V'} unendlich ist.

DEFINITION 2.29. Sei X ein tog)logischer Raum, und sei A C B C X.
Es heifit A dicht in B, falls B C A gilt. Es heifit A (iiberall) dicht, falls
A= X gilt.

BEeispieEL 2.30. Q ist dicht in R.
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DEFINITION 2.31. Sei X ein topologischer Raum und F ein Filter auf
X. Ein @ € X heifit Berihrpunkt (oder auch: Haufungspunkt) von F, falls
fiir alle A € F gilt, dass € A ist.

PROPOSITION 2.32. Seir X ein topologischer Raum und F ein Filter auf
X. Genau dann ist x € X Beriihrpunkt von F, falls fiir alle Umgebungen V
von x und fir alle A€ F gilt VN A#D.

BEWEIS. Direkt aus 2.26. O

3. Stetige Abbildungen
Stetigkeit.

DEFINITION 3.1. Seien X und Y topologische Réaume. Sei x € X. Eine
Abbildung f: X — Y heiit stetig in x, falls fiir alle Umgebungen W von
f(x) (inY) gilt, dass die Urbildmenge f~!(W) eine Umgebung von x ist. Die
Abbildung f: X — Y heifit stetig, wenn sie stetig in jedem Punkt z € X
ist.

PROPOSITION 3.2. Seien X undY metrische Raume, und sei f: X —Y
eine Abbildung. Genau dann ist f (im obigen Sinn) stetig in x € X, wenn
es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass Ks(z) C f~1(K.(f(x)) gilt. (Dabei
werden die offenen Kugeln jeweils in X bzw. Y gebildet.)

Die zweite Eigenschaft ist offenbar gleichwertig zu der iiblichen e-d-Definiton
der Stetigkeit in metrischen Rdumen:

Ve>036>0Va € X:dy(z,2') < = dy(f(x), f(2')) <e.
BEWEIS. Einfach. O]

SATZ 3.3. Seien X, Y und Z topologische Riume, seix € X. Sei f: X —
Y stetig in x und g: Y — Z stetig in f(x). Dann ist die Komposition g o
f: X — Z stetig in x.

BEWEIS. Sei W eine Umgebung von ¢(f(z)). Da g stetig ist in f(x), ist
g (W) eine Umgebung von f(z), und da f stetig in z, ist (go f)"}(W) =
f~Yg7'(W)) eine Umgebung von . O

KOROLLAR 3.4. Seien X, Y und Z topologische Rdume, sei x € X. Sei
f: X =Y stetig. Dann ist go f: X — Z stetig.

SATZ 3.5. Seien X und Y topologische Rdume. Sei f: X — Y eine
Abbildung. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) f st stetig.
(2) Fiir alle offenen Mengen U CY ist das Urbild f~(U) offen.
(3) Fiir alle abgeschlossenen Mengen B C Y st das Urbild f~'(B)
abgeschlossen.

(4) Fiir alle A C X gilt f(A) C f(A).
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BEWEIS. (1)=(2) Sei f stetig, U C Y sei offen und z € f~1(U). Es ist
U eine Umgebung von f(x), also enthélt f~(U) wegen der Stetigkeit von f
in  eine Umgebung von x, und damit ist f~1(U) offen.

(2)=(1) Sei z € X und V eine Umgebung von f(z). Dann gibt es eine
offene Umgebung U von f(z) mit U C V. Das Urbild f~*(U) ist offen,
enthéilt x und ist in f~1(V') enthalten. Daher ist (V') eine Umgebung von
x.

Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt aus der Beziehung f~'(Y \ A) =
X\ f(A)

(4)=-(3) Sei B C Y abgeschlossen. Sei A = f~YB). Dann

f@) C FA = FF(B) C B =B,

und damit
ACHf(A) Cfi(B)=ACA
also A = A, und A ist abgeschlossen.

(1)=>(4) Sei A C X, sei # € A und f stetig in z. Sei W eine Umgebung
von f(z). Dann ist f~!(W) eine Umgebung von z, und daher ist f~'(WW) N
A # (). Aber dann ist auch f(f~1(W)NA) # 0, und diese Menge ist enthalten
in f(f~YW))N f(A) CW N f(A). Daher ist f(z) € f(A). O

Vergleich von Topologien.

PROPOSITION 3.6. Seien 7y und Ty zwei Topologien auf X. Genau dann
ist Tp feiner als Ty, wenn die Identitit id: (X,7;) — (X, 73) stetig ist.

BeEwels. Klar. O

Abbildungen von Filtern.

DEFINITION 3.7. Seien X und X' nichtleere Mengen. Seien f: X — X’
eine Abbildung und F ein Filter auf X. Dann heifit

fFR)={ACX|3AeF: A2 f(4)}
der Bildfilter von F bzgl. f.

BEMERKUNG 3.8. (1) Man priift sofort nach, dass f(F) ein Filter
auf X' ist.
(2) {f(A) | A € F} ist eine Basis von f(F).

SATZ 3.9. Seien X und X' nichtleere Mengen. Seien f: X — X' eine
Abbildung und F ein Ultrafilter auf X. Dann ist f(F) ein Ultrafilter auf X'.

BEWEIS. Sei A’ C X’ mit A" € f(F). Zu zeigen ist X'\ A" € f(F).
Zuniichst gilt f~1(A’) € F, denn sonst wiire A’ als Obermenge von f(f~1(4’)
in f(F). Da F ein Ultrafilter ist, folgt f~*(X'\ 4") = X\ f~1(4’) € F, und
es folgt X'\ A’ D f(f~HX'"\ 4)) € f(F). O

DEFINITION 3.10. Sei X eine Menge und (z,) eine Folge in X. Sei F,

der Fréchetfilter auf N (vgl. 2.12). Dann heifit das Bild von F, unter der
Abbildung N — X, n + x, der Elementarfilter F.; der Folge.
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Eine Teilmenge A C X gehort also genau dann zu F,;, wenn sie alle x,,
bis auf endlich viele Ausnahmen enthélt, wenn A also ein sog. Endstiick der
Folge enthélt.

SATZ 3.11. Sei X ein topologischer Raum, sei (x,) eine Folge in X
und x € X. Genau dann ist x ein Hdaufungspunkt von (z,), wenn x ein
Beriihrpunkt des zugehdrigen Elementarfilters Fy ist.

BEWEIS. “=" Sei x ein Haufungspunkt von (z,). Sei V' eine Umgebung
von z. Dann liegen in V' unendlich viele Glieder der Folge. Also hat V' mit
jedem A € F,; nichtleeren (sogar unendlichen) Durchschnitt. Daher ist x ein
Beriihrpunkt von F,;.

“<" Sei V eine Umgebung von x. Definiere induktiv eine Teilfolge (x,,, )ren

von (z,,) mit (z,,) € V fiir alle k € N. k = 1: Sei A et {z, | n € N} € F..

Wegen z € A gibt es ein n; € N mit x,, € V. Sind n1 < ng < --+ < ng

bereits definiert. Sei 4 %/ {2, | n > ny} € F. Wieder gibt es wegen v € A
ein ngy1 > ny mit x,, € V. Also liegen unendliche viele Folgenglieder in
V. Es folgt, dass x ein Hiaufungspunkt von (z,,) ist. O

SATZ 3.12. Seien X und X' topologische Rdume, und sei f: X — X'
eine stetige Abbildung. F sei ein Filter auf X und x ein Bertihrpunkt von
F. Dann ist f(x) ein Berihrpunkt von f(F).

BeEwEIS. Sei A" € f(F). Dann existiert ein A € F mit A’ O f(A). Da

x € Aist, folgt mit 3.5 (4), dass f(z) € f(A) C A’ ist. O
Induzierte Topologie. Spurtopologie auf Teilrdumen.

SAaTz 3.13 (Induzierte Topologie). Sei X eine Menge, (X', T") ein topo-
logischer Raum und f: X — X' eine Abbildung. Dann ist
_ def _
[T = {10 | U eT}
eine Topologie auf X, die sogenannte induzierte Topologie. Sie ist die gribste
Topologie auf X, so dass f stetig ist.

BEWEIS. Einfach. O

DEFINITION 3.14 (Teilraum). Sei (X,7) ein topologischer Raum und

A C X. Sei t: A — X, die natiirliche Inklusion = +— z. Sei 7y e/ T

Dann heif§ der topologische Raum (A, 74) Teilraum oder Unterraum von
X. Die Topologie 74 heifit Relativtopologie, Spurtopologie oder die von X
auf A induzierte Topologie. Wenn nichts anderes gesagt wird, versehen wir
Teilrdume immer mit der induzierten Topologie.

BEMERKUNG 3.15. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so wird die Spurto-
pologie auf A C X gerade durch die Metrik djax 4 induziert.

SATZ 3.16. Sei X ein topologischer Raum und Y C X. Fine Teilmenge
A CY ist genau dann offen (bzw. abgeschlossen) bzgl. der Spurtopologie Ty,
falles es eine offene (bzw. abgeschlossene) Menge U C X gibt mit A =UNY.
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BEwEIS. Das Urbild einer Menge U C X unter der Inklusionsabbildung
t:Y — X ist .71 (U) = UNY. Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus
der Definition der Spurtopologie. ([l

KOROLLAR 3.17. Sei (X, T) ein topologischer Raum undY C X. Genau
dann qilt Ty C T, wenn'Y € T gilt.

Limiten. Konvergenz.

DEFINITION 3.18. Sei X ein topologischer Raum, sei F ein Filter auf X
und (x,) eine Flge in X.

(1) Es heifit x € X ein Limes von F, wenn F 2 W(z) gilt. Man schreibt
F — x. Sei

Lim F % {z € X | x ist Limes von F}.

F heifit konvergent, falls Lim F # ().
(2) Es heiit x € X ein Limes von (x,), wenn x ein Limes des zu-
gehorigen Elementarfilters F,; ist. Man schreibt x,, — x. Sei

Lim(zx,) et {z € X | x ist Limes von (z,)}.
(2,,) heiBt konvergent, falls Lim(z,,) # 0.

BEISPIEL 3.19. Sei X = {1, 2} aufgestattet mit der grobsten Topolo-
gie T = {0, X}, und sei (z,) die konstante Folge mit z,, = 1. Dann gilt
Lim(z,) = X. Eine konvergente Folge kann also mehr als einen Limes ha-
ben.

PROPOSITION 3.20. Sei X ein topologischer Raum, (z,,) eine Folge in X
und x € X. Genau dann gilt x,, — x, wenn in jeder Umgebung V von x fast

alle (d. h. alle bis auf endlich viele) Glieder der Folge liegen.
BEWEIS. Folgt unmittelbar aus der Definition von F. ]

PROPOSITION 3.21. Sei X ein topologischer Raum, F ein Filter auf X
und x € X. Ist x € Lim F, so ist x ein Berihrpunkt von F.

BEWEIS. Sei A € F und V eine Umgebung von x. Ist x € Lim F, so ist
F 2 W(x), also folgt V' € F. Daher ist VN A € F, und daher insbesondere
VNA#D0D. O

Stetigkeit und Konvergenz.

SATZ 3.22. Seien X und X' topologische Rdaume, sei f: X — X' eine
Abbildung und x € X. Dann sind dquivalent:
(1) f ist stetig in .

(2) f(x) € Lim f(W(x)).
(3) Fir jeden Filter F auf X mit x € Lim F gilt f(x) € Lim f(F).
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BEWEIS. (1)=-(2): Sei f stetig in z. Zu zeigen ist f(W(z)) 2 W(f(x)).
Sei also A € W(f(x)). Wegen der Stetigkeit ist f~!(A) € W(m) amit ist

A2 f(fHA) in fOV(2)).
(2)=(3): Es gelte (2), und es sei F ein Filter auf X mit z € Lim F.

2
Dann ist F 2 W(x). Dann folgt f(F) 2 f(OW(x)) (_D) W(f(x)), also ist
f(z) € Lim f(F).

(3)=(1): Es gelte (3), und sei V'€ W(f(z)). Trivialerweise ist = €
Lim W(x), also folgt f(x) € Lim f(W(z)) aus (3), und das bedeutet f(W(z)) 2
W(f(x)). Also ist V € f(W(x)), d. h. es gibt ein V' € W(x) mit V' 2O f(V").
Daraus ergibt sich f~1(V) 2 f=1(f(V")) 2 V', also gilt V € W(x). Es folgt
die Stetigkeit von f in z. O

DEFINITION 3.23. Seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung
f: X — Y heilt Homdéomorphismus oder topologisch, wenn folgende drei
Bedingungen gelten:
(i) f ist bijektiv.
(i) f ist stetig.
(iii) Die Umkehrabbildung f~! ist stetig.
Zwei topologische Rédume heilen homdomorph, wenn es einen Homdomorphismus
zwischen ihnen gibt. (Dies ist offenbar eine Aquivalenzrelation.)

BEMERKUNG 3.24. (1) Eine bijektive Abbildung (zwischen topolo-
gischen Rdumen) ist genau dann ein Homéomorphismus, wenn die
Bilder und die Urbilder aller offenen (bzw. abgeschlossenen) Mengen
offen (bzw. abgeschlossen) sind.

(2) Sei X = {1, 2} ausgestattet mit der diskreten Topologie und X’ =
{1, 2} ausgestattet mit der grobsten Topologie. Dann ist die Iden-
titat id: X — X' bijektiv und stetig aber kein Homéomorphismus.

4. Hausdorffraume. Abzahlbarkeitsaxiome

Hausdorffrdume. Eindeutigkeit von Limiten.

DEFINITION 4.1. Ein topologischer Raum X heifit Hausdorffraum oder
separierter Raum, wenn es fiir alle x, y € X mit x # y immer disjunkte

Umgebungen U € W(x) und V' € W(y) gibt.

BEISPIEL 4.2. (1) Metrische Rdume sind separiert. (Vgl. Aufgabe 1. (e).)

Sind nédmlich x und y zwei verschiedene Punkte, so gilt r & d(z,y)/2 >
0, und es gilt K,.(z) N K, (y) = 0.

Insbesondere ist KV (mit der iiblichen Topologie) separiert. (K =
R oder C.)

(2) Ist ein Raum X mit der diskreten Topologie ausgestattet, so ist er
separiert. Ist er mit der grobsten Topologie ausgestattet, so ist er
nicht separiert, sofern X mindestens zwei Elemente enthélt.

(3) Teilrdume von separierten Rdumen sind separiert.
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(4) Der RY ausgestattet mit der Zariski-Topologie (vgl. Aufgabe 10.)
ist nicht separiert.

SATZ 4.3. Sei X ein topologischer Raum. Genau dann ist X separiert,
wenn jeder konvergente Filter auf X genau einen Limes besitzt.

BEWEIS. “=": Sei X separiert, und sei F ein Filter auf X. Nehme an,
es gibe x, y € Lim F mit x # y. Seien U und V disjunkte Umgebungen von
x bzw. y. Dann gilt F O W(xz) UW(y). Insbesondere sind dann U, V € F,
also auch ) = UNV € F, Widerspruch.

“«<": Sei X nicht separiert. Dann gibt es Punkte = # y, so dass jede
Umgebung von x einen nichtleeren Schnitt mit jeder Umgebung von y hat.
Definiere nun den folgenden Filter:

FYIACX|3UeW@) IVeEW): ADUNVY.

Die Giiltigkeit der Filteraxiome priift man leicht nach; aus der Voraussetzung
folgt ) ¢ F. Nach Konstruktion gilt F 2 W(z) UW(y), also z, y € Lim F.
O

Basen. Abzihlbarkeitsaxiome.

DEFINITION 4.4. Sei (X,7) ein topologischer Raum.

(1) B C T heiBt eine Basis von 7T, falls jedes U € T eine Vereinigung
von geeigneten Menge aus B ist.
(2) S C T heift eine Subbasis oder ein Erzeugendensystem von T, falls

die endlichen Durchschnitte von Menge aus S eine Basis von 7°
bilden.

BEISPIEL 4.5. (1) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist
B={Kin(x)|neN, zeX}
eine Basis von 7.
(2) Es ist
B={Kinx)|neN ze QN}
cine Basis der Topologie auf R". Diese Basis ist abzihlbar.

(3) {]—o0,al|a€eR}yU{]a,00] | a € R} ist eine Subbasis aber keine
Basis der iiblichen Topologie von R.

PROPOSITION 4.6. Sei X eine Menge und S C 2%. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Topologie T auf X derart, dass S eine Subbasis von T
ist. Es besteht T gerade aus denjenigen Teilmengen U C X, die Vereiningung
von endlichen Durchschnitten von Mengen von S sind.

BEwEIS. Klar. [l

DEFINITION 4.7. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

(1) X erfullt das erste Abzihlbarkeitsaxiom, falls jeder Punkt = € X
eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt (vgl. 2.13).
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(2) X erfillt das zweite Abzihlbarkeitsaziom, falls T eine abzihlbare
Basis besitzt.

BEMERKUNG 4.8. (1) Aus dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom folgt
das erste. Denn ist B eine Basis der Topologie, so ist BNW(x) eine
Umgebungsbasis von x.

(2) R ausgestattet mit der diskreten Topologie erfiillt das erste Abzéihl-
barkeitsaxiom (denn {z} ist eine Basis von W(z)), aber nicht das
zweite (denn die offenen Menge {x} (x € R) lassen sich nicht durch
Vereinigung von abzdhlbar vielen offenen Mengen darstellen).

(3) Metrische Raume erfiillen das erste Abzéhlbarkeitsaxiom. (Vgl. 2.14.)

(4) K¥ (mit der iiblichen Topologie) erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

5. Kompaktheit

SATZ 5.1. Sei X ein topologischer Raum. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Jede offene Uberdeckung von X enthiilt eine endliche Teiliiberdeckung,
d. h. ist X = U;eU;, wobei U; offen ist fiir jedes © € I, so gibt es
i, iy € T mit X = UF_ U, .

(2) Ist ) = NyerAi, wobei A; abgeschlossen ist fiir jedes i € I, so gibt es
ity ip € 1 mit ) = A,

(3) Jeder Filter auf X besitzt einen Bertihrpunkt.

(4) Jeder Ultrafilter auf X konvergiert.

DEFINITION 5.2. Ein topologischer Raum, der die Bedingungen aus dem
Satz erfiillt, heifit quasikompakt. Ist er zusétzlich separiert, so heifit er kom-
pakt.

BEWEIS VON SATZ 5.1. Die Aquivalenz von (1) und (2) ergibt sich so-
fort durch Komplementbildung.
(2)=-(3): Sei F ein Filter ohne Beriithrpunkt. Dann ist

{A|AcF}

eine Familie von abgeschlossenen Mengen, die (2) nicht erfiillt.
(3)=-(4): Sei F ein Ultrafilter auf X. Wegen (3) gibt es einen Berithrpunkt
x. Wir zeigen F — z. Sei V' € W(x). Dann ist offenbar

FYIACX|3IFeFADFNV)
ein Filter, und es gilt 7' O F. Es folgt 7' = F, und damit V' € F. Es ergibt
sich F 2D W(x).
(4)=(2): Seien A; C X abgeschlossen (i € I) mit NepA; # 0 fir alle
endlichen Teilmengen E C I. Dann definiert

o def {AC X |3 FECIendlich: AD NiepA;}

ein Filter auf X. Nach Satz 2.16 gibt es einen Ultrafilter 7' 2O F. Wegen (4)
gibt es ein x € Lim F'. Sei i € I. Wegen A; € F' gilt dann = € A; = A;. Es
folgt x € NMicrA;, also Nicr A; # 0. O
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BEISPIEL 5.3. Eine Teilmenge A C K ist kompakt genau dann, wenn
A abgeschlossen und beschrénkt ist. (Satz von Heine-Borel.)

DEFINITION 5.4. Ein topologischer Raum (bzw. Hausdorffraum) heifit

(1) abzihlbar quasikompakt (bzw. abzihlbar kompakt), wenn jede Folge
einen Haufungspunkt besitzt;

(2) folgenquasikompakt (bzw. folgenkompakt), wenn jede Folge eine kon-
vergente Teilfolge besitzt.

SATZ 5.5. Sei X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:

(1) X ist abzihlbar quasikompakt.

(2) Jeder Elementarfilter auf X besitzt einen Berihrpunkt.

(3) Jede abzihlbar offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teil-
tiberdeckung.

BewEIS. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus Satz 3.11.

(1)=(3) Es gelte (1). Seien U,, C X offen (n € N) mit X = U>X ,U,.
Annahme: Fiir jedes k € N gilt X D U*_,U,,. Wihle x5, € X \ U*_,U,,. Sei =
ein Haufungspunkt der Folge (z). Da die U,, den Raum X iiberdecken, gibt
es ko € N mit z € Uy,. In der Umgebung Uy, von z liegen dann unendlich
viele Glieder der Folge. Widerspruch, denn fiir n > kg gilt x,, € Uy, .

(3)=(2) Sei (z,) eine Folge in X, so dass F keinen Beriithrpunkt be-
sitzt. Sei + € X. Dann gibt es ein A € F,; mit + ¢ A. Es gibt ein
n € Nmit A D {x,, xps1,...}, d. h. x & {z,, Tpy1,... }. Es folgt X =
U, X \ {n, Tpi1,...}. Dies ist eine abzihlbare offene Uberdeckung von
X. Dies enthélt keine endliche Teiliiberdeckung, denn andernfalls géibe es
ein k € N mit X = U_ X\ {z,, Zpy1,...}, was aber den Widersrpuch
0=0nk_{zn, Toy1,...} = {2k, Try1,... } ergibt. O

SATZ 5.6. Sei X ein topologischer Raum. Ist X quasikompakt oder fol-
genquasitkompakt, dann ist X abzdhlbar quasikompkakt.

BEWEIS. (1) Sei X quasikompakt. Jeder Filter in X hat einen Beriihrpunkt,
also auch jeder Elementarfilter.

(2) Sei X folgenquasikompakt. Sei (z,,) eine Folge in X. Dann existiert ei-
ne Teilfolge (z,, ) und ein z € X mit z,,, — «, und es folgt aus Satz 3.11 und
Proposition 3.21, dass x ein Beriihrpunkt des Elementarfilters der Teilfolge
ist. Also ist « auch Beriihrpunkt des groberen Elementarfilters von (x,,). O

BEMERKUNG 5.7. Ein abzdhlbar quasikompakter Raum X muss weder
quasikompakt noch folgenquasikompakt sein.

SATZ 5.8. Der topologische Raum X geniige dem ersten Abzdihlbarkeits-
axiom. Ist X abzdhlbar quasikompakt, so ist X folgenquasikompakt.

BEWEIS. Sei (x,,) eine Folge in X. Sei z ein Haufungspunkt von (z,),

und sei {V,, | n € N} eine Basis von W(z). Ohne Einschrankung kénnen wir

Vo1 CV, fiir alle n € N annehmen. (Andernfalls betrachte W, def Nik<n Vi)
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Definiere eine Teilfolge (x,,) von (x,) wie folgt: V; enthélt unendlich viele

Glieder der Folge (z,). Wahle ny € N mit z,, € V}. Seien nq, no, ..., ng
bereits definiert. Vi enthélt unendlich viele Glieder der Folge (z,). Wéhle
Ng+1 € N mit ngyy > ng und z,, | € Viyy. Es folgt sofort z,, — . O

Kompaktheit in Teilraiumen.

PROPOSITION 5.9. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und A C X. Ge-
nau dann ist A quasikompakt bzgl. Ty, falls gilt: Ist A C Ui U; mit U; € T
(ie€l), sogibtesiy,... i, € mit ACU_ U, .

BEWEIS. Klar nach Definition der Spurtopologie 74. ([l

DEFINITION 5.10. Sei X ein topologischer Raum, sei A C X. Es heifit A
relativ (quasi-) kompakt, falls A (quasi-) kompakt ist.

SATz 5.11. Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorffraums (X, 7T) ist
abgeschlossen.

BEWEIS. Sei A C X kompakt. Sei x € X \ A fest. Zu jedem a € A
gibt es Mengen U,, V, € T mit z € U,, a € V, und U, NV, = (. Es ist

dann (V)44 eine offene Uberdeckung von A, es gibt also a4, ..., a, € A mit
ACUL,V,, . Esist dann U ) N, U,, eine Umgebung von x mit UN A = (),
also U C X \ A. Also ist X \ A offen. O

SATZ 5.12. Jede abgeschlossene Teilmenge eines quasikompakten topolo-
gischen Raumes X ist quasitkompakt.

BEWEIS. Sei A C X abgeschlossen. sei F ein Filter auf A. Sei F’ der
Filter {F' C X |3 F € F: F' C F} auf X. Dieser hat, da X quasikompakt
ist, einen Beriihrpunkt z. Wegen A € F' gilt € A = A. Es ist dann leicht
zu sehen, dass x auch ein Beriithrpunkt von F bzgl. 7, ist. 0]

Kompaktheit unter stetigen Abbildungen.

SATZ 5.13. Seien f: X — Y eine stetige Abbildung topologischer Riume.
Ist X quasikompakt, so ist f(X) quasikompakt.

BEWEIS. Sei (V) e eine offene Uberdeckung von f(X). Dannist (f~%(V}));es
eine offene Uberdeckung von X. Diese enthilt eine offene Teiliiberdeckung
(f~Y(V;.))k=1,...n- Dann ist (Vj,)k=1.. » eine endliche Teiliiberdeckung von
f(X). O

BEMERKUNG 5.14. Fiir X =Y = R ist das gerade der Satz, dass eine
stetige Funktion auf einer kompakten Menge ihr Maximum annimmt.

SATZ 5.15. Seien f: X — Y eine stetige und bijektive Abbildung to-
pologischer Rdaume. Sei X quasikompakt und Y separiert. Dann ist f ein
Homdomorphismus.

BEWEIS. Zu zeigen ist, dass f(A) C Y abgeschlossen ist, wenn A C X
abgeschlossen ist. Nach Satz 5.12 ist A quasikompakt, also ist nach Satz 5.13
f(A) quasikompakt, und damit nach Satz 5.11 abgeschlossen. U
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Lokalkompakte Riume.

SATZ 5.16. Sei X ein Hausdorffraum. Aquivalent sind:

(1) Jeder Punkt x € X besitzt eine kompakte Umgebung.
(2) Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebungsbasis, die nur aus kom-
pakten Mengen besteht.

DEFINITION 5.17. Ein Hausdorffraum X heif$t lokalkompakt, wenn er die
Bedingungen aus dem Satz erfiillt.

BEWEIS VON SATZ 5.16. (2)=(1) ist klar.
(1)=(2) Sei z € X und K eine kompakte Umgebung von x. Sei V' eine
beliebige Umgebung von x. Zu zeigen ist, dass eine kompakte Umgebung

C' von z existiert mit C' C V. Ohne Einschriankung gelte K C V (sonst

Ubergang zu K NV, vgl. 5.11 und 5.12). Sei 0V el V\ V° der “Rand” von

V.

1. Fall: 9V N K = 0. Setze C 2 K. Dann ist C kompakte Umgebung
von x mit C CV° C V.

2. Fall: 0V N K # (. Es ist OV abgeschlossen, und da K kompakt ist, ist
auch OVNK kompakt. Zuy € OVNK gibtes U, € W(y)NT, W, € W(x)NT

mit U, N W, = 0. Da 0V N K kompakt ist, gibt es y1,...,y, € OV N K mit

VNK Cur,U,. Sei U U U, und W% o W, N K. Dann ist

U e T, W ist eine Ungebung von x mit U N W = () und z € W. Setze

c®w, Wegen W C K gilt W C K = K, also ist C' kompakt. Wegen

x € W ist C' eine Umgebung von . Weiter g_ilt C =W C K CV. Wirde
C €V gelten, so gibe es ein y € W NIV =W N OV NK). Aber U ist eine
Umgebung von y mit U N'W = (), Widerspruch. O

BEMERKUNG 5.18. KV ist lokalkompakt.

DEFINITION 5.19. Seien (X, 7) ein topologischer Raum und A C X. Es
heifit A lokalkompakte Teilmenge von X, wenn (A, 7T4) lokalkompakt ist.

PROPOSITION 5.20. Seien (X, T) ein Hausdorffraum und A C X. Genau
dann ist A lokalkompakt, wenn es zu jedem a € A eine Umgebung U von a
in X gibt, so dass U N A kompakt ist.

BEWEIS. “«<": V N A ist eine kompakte Umgebung von a in (A, 7Ty).

“=": Sei A lokalkompakt, sei a € A. Dann gibt es eine kompakte Umge-
bung K’ von a in (A, 74). Es gibt ein U’ € T4 mit a € U’ C K'. Es gibt also
ein U C XmitU €7 und U =UNA. Sei K UUK'. Damnist K eine
Umgebung von a in X und K N A = K’, also ist K N A kompakt. Mit 5.20
folgt, dass A N B lokalkompakt ist. O

SATZ 5.21. Sei X ein Hausdorffraum, und seien A, B C X lokalkompakt.
Dann ist auch AN B lokalkompakt.

BEWEIS. Da () lokalkompakt ist, kénnen wir A N B # () annehmen. Sei
x € AN B. Dann gibt es nach 5.20 Umgebungen U und V' von z in X mit
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UNAund V N B kompakt, also insbesondere abgeschlossen in X, nach 5.11.
Dann ist (UNA)N (VN B) in (UN A, Tyna) abgeschlossen, also kompakt
nach 5.12. Es hat also = in die Umgebung UNV in X, und (UNV)N(ANB) =
(UnN A)N (VN B) ist kompakt. O

SATZ 5.22. Sei X ein lokalkompakter Raum, seien A, U C X mit A
abgeschlossen und U offen. Dann sind A, U und ANU lokalkompakt.

BEWEIS. Nach dem vorherigen Satz ist nur zu zeigen, dass A und U
lokalkompakt sind. Die Lokalkompaktheit von U folgt aus 5.16. Es ist auch
A lokalkompakt: Sei a € A. Es gibt eine kompakte Umgebung K von a in
X. Dann ist AN K abgeschlossen, also kompakte Teilmenge von K. In der
Spurtopologie ist A N K auch eine Umgebung von a. 0J

BEMERKUNG 5.23. Es gilt auch die Umkehrung (vgl. Ubungen): Jede

lokalkompakte Teilmenge eines lokalkompakten Raumes X ist von der Form
ANU mit A, U C X, wobei A abgeschlossen und U offen ist.

Kompaktifizierungen.

DEFINITION 5.24. Sei f: X — X’ eine Abbildung zwischen topologischen
Réumen. Es heifit f offen (bzw. abgeschlossen), wenn das Bild jeder offenen
(bzw. abgeschlossenen) Menge offenen (bzw. abgeschlossenen) ist.

PROPOSITION 5.25. seien (X,7) und (X', T") topologische Riume, sei
f: X — X' eine Abbildung. Aquivalent sind:
(1) [+ (X,T) = (f(X), T} x,) ist ein Hombomorphismus.
(2) [ ist stetig, injektiv und f: (X, T) — (f(X),T{x,) ist offen.

BEWEIS. Man iiberlegt sich leicht folgende Aquivalenz:
[ (X, T) — (X, T) stetig & f:(X,T) — (f(X),Tfx) stetig.
O

DEFINITION 5.26. Eine Abbildung f: X — X', die diese Bedingungen
erfiillt, heifit Finbettung.

DEFINITION 5.27. Sei X ein topologischer Raum. Eine Kompaktifizierung
von X ist ein Paar (X', f), wobei X’ ein kompakter topologischer Raum ist
und f: X — X’ eine Einbettung mit f(X) = X".

BEISPIEL 5.28. (1) f:]0,1] — [0, 1], x > x.
(2) f:1]0,1[— [0, 1], z > =.
(3) f:1]0, 1[— S*' ={(z,y) € R? | 2%+y* = 1}, ¢ > (cos(27t), sin(27t)).
(4) £:10,1]\Q — [0, 1], z — =.
(5) f:10,1]nQ — [0, 1], z — =x.
(6) f:
(7)

R — [0, 1], z — % arctan(z) + 3.
In der Funktionentheorie wird die komplexe Ebene kompaktifiziert
durch Hinzunahme eines Punktes. Sei S = {(z,y,2) € R® | 22 +
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y*> + 22 = 1}. Die Einbettung f: C — S? wird durch die sog. Ste-
reographische Projektion realisiert (vgl. Zeichnung). Man erweitert
C durch Hinzunahme eines Punktes oo, der dem “Nordpol” N auf
der Kugel entspricht.

PROPOSITION 5.29. Sei X ein topologischer Raum und (X', f) eine Kom-
paktifizierung, wobei ohne FEinschrinkung X' O X gilt und f = idx. Die
Komplementmenge X'\ X sei endlich. Dann ist X lokalkompakt.

BEWEIS. Da X’ separiert ist, sind einpunktige Teilmengen abgeschlossen.
Also ist die endliche X'\ X Menge abgeschlossen in X', und damit ist X
offen in X’. Nach 5.22 ist X lokalkompakt. 0

SATZ 5.30 (Alexandroff). Sei (X, 7T) ein lokalkompakter, aber nicht kom-
pakter Raum. Dann gibt es eine Kompaktifizierung (X', f) von X, so dass
X'\ f(X) genau einen Punkt enthdlt. Es ist X' bis auf Homdéomorphie ein-
deutig bestimmd.

BeEwEIs. Sei X' @ XU {00}, wobei oo (per definionem) ein Element ist,
dass nicht in X liegt. Sei f = idy, so dass also X C X' gilt. Sei 7" (irgend-)
eine Topologie auf X', so dass das Paar (X', f) eine Kompaktifizierung von
X ist. Setze

7" T U{X'\ K | K C X kompakt}.
(1) 7" C71".
Denn sei U' € T'. Zwei Fille: (i) oo ¢ U’. Es ist die einelementige Menge
{o0} abgeschlossen in X’ (denn 77 ist separiert). Also ist X offen in X'
Alsoist U = U'NX € 7. (ii) oo € U'. Dann ist X'\ U" C X. Es ist
X'\ U’ abgeschlossene Teilmenge von X', also kompakte Teilmenge von X',
also kompakte Teilmenge von X.

(2) 7" ist eine Topologie auf X.
Dies wird in den Ubungen bewiesen.

(3) (X', T") ist separiert.
Seien x, y € X', mit x # y. Sind beide Punkte von co verschieden, so liegen
sie in X und konnen dort durch Elemente aus 7 getrennt werden, denn 7°
ist separiert. Ist etwa y = 00, so gibt es eine kompakte Umgebung K von
xzin (X,7). Wegen 7 C 7" ist K auch eine Umgebung von z in (X', 7").
Es ist dann X'\ K € 7” Umgebung von y = oo, und es gilt natiirlich
(X'\K)NK = 0.

(4) (X', 7") ist kompakt.
Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von X’. Dann gibt es ein iy € I mit
oo € Uj,. Es gibt dann ein kompaktes K C X mit U;, = X'\ K. Es ist
(U;)ier insbesondere auch offene Uberdeckung von K. Daher gibt es eine
endliche Teiliberdeckung (U;, )k=1...» von K. Dann ist offenbar (U;, )k—o,1,...n
eine endliche Teiliiberdeckung von X'.

(5) X ist dicht in (X', 7").
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Da X nicht kompakt ist, ist X auch nicht abgeschlossen in X', woraus sofort
X = X' folgt.

6) 7'="T".
Die Identitét id: (X', 7") — (X', 7") ist bijektiv und wegen 7' C 7" stetig.
Da (X', 7") kompakt ist und (X', 7") separiert, folgt aus Satz 5.15, dass id
ein Hom6omorphismus ist.

(1) Ty =T.
Nach Konstruktion ist “2” klar. Sei U € Ty. Dann gibt es ein U’ € 7’ mit
U=U'NX.Zwei Félle: (i) U' € T. Danngilt U =U" € T. (ii) U' = X'\ K
mit einem kompakten K C X. Dann folgt U = XN(X'\K) = XN(X\K) =
X\ K € 7, denn K ist insbesondere abgeschlossen in (X, 7). O

BEISPIEL 5.31. (1) Die Alexandroff-Kompaktifizierung von R ist S*.
(2) Die Alexandroff-Kompaktifizierung von C = R? ist S2.

Die kompakt-offene Topologie.

DEFINITION 5.32. Seien X und Y topologische Rdume.

(1) Es bezeichne C(X,Y) die Menge aller stetigen Abbildungen f: X —
Y.

(2) Sei K C X kompakt und U C Y offen. Es bezeichne Q(K,U) die
Menge aller f € C(X,Y) mit f(K) CU.

(1) (3) Die von der Subbasis

{QK,U) | K C X kompakt, U CY offen}

gemaf 4.6 erzeugte Topologie heifit die kompakt-offene Topologie auf
C(X,Y). Es wird C(X,Y") mit dieser Topologie auch mit C,(X,Y)
bezeichnet.

(4) Die auf einen Teilraum von C.(X,Y) induzierte Topologie wird
ebenfalls als komapkt-offen bezeichnet.

PROPOSITION 5.33. Seien X und Y topologische Riume, mit X # (.
Firy e Y sei f,: X — Y die konstante Abbildung mit f(x) = y fir alle
r € X. Sei F:'Y — Coo(X,Y). Dann ist F:' Y — F(Y) C C.(X,Y) ein
Homéomorphismus auf das Bild. (D. h. F ist eine Einbettung.)

BEWEIS. F' ist offenbar injektiv.
F ist stetig: Sei 2 C C,, offen. Nach Definition gilt dann

0= U ﬂ Q(KF U
i€l keE;

mit einer Indexmenge I, endlichen Indexmengen FE; und K¥ C X kompakt,
UF C Y offen. Dann ist

~U ) et -U ) o

i€l keE; i€l keE;

also offen.



6. ZUSAMMENHANG 25

F:Y — F(Y) ist offen: Sei # € X fest. Sei U C Y offen. Dann ist
FU)=Q{z},U)NF(Y), also offen in F(Y). O
SATZ 5.34. Seien X und Y topologische Riume mit X # (). Folgende
Aussagen sind dquivalent:
(1) Y st separiert.
(2) Ceo(X,Y) ist separiert.

BEWEIS. (2)=-(1) folgt aus der vorherigen Proposition.
(1)=(2) Seien f, g € Coo(X,Y) mit f # g. Dann gibt es ein € X mit

f(z) # g(x). Es ist Y separiert, also gibt es U, V C Y offen mit UNV = (),
f(x) € U und g(x) € V. Es folgt Q({z},U) N Q({z},V) = 0, und offenbar
feQ{z},U) und g € Q({z},U). O

6. Zusammenhang
Zusammenhingende Riume.

DEFINITION 6.1. Sei X ein topologischer Raum. Es heifit X zusam-
menhdngend, wenn aus X = U UV mit offenen und disjunkten U, V stets
folgt, dass U = () oder V = () gilt.

Ein Teilraum A C X heifit zusammenhéngend, wenn er zusammenhéngend
in der Spurtopologie ist.

BEISPIEL 6.2. (1) Die leere Menge () ist zusammenhéngend.
(2) Einelementige Mengen sind zusammenhéngend.
(3) {1, 2} mit der diskreten Topologie ist nicht zusammenh&ngend.
(4) Das Intervall [0, 1] C R ist zusammenhéingend: Annahme, es ist
[0, 1] = U UV mit nichtleere, offenen und disjunkten U, V. Sei

z & sup U. Es ist U abgeschlossen (in der Topologie von [0, 1], aber
auch in der Topologie von R). Es ist also € U. Zwei Félle: (i)
x = 1. Da U offen ist, gibt es ein ¢ > 0 mit |1 —¢,1] C U. Es

folgt: y = supV < 1 —e. Auch V ist offen, also gibt es ein § > 0
mit [y, y + [ C V, Widerspruch zu y = sup V. (ii) z < 1. Dann ist
sup V' =1, und mann schliefit analog.

_ SATZ 6.3. Sei X ein topologischer Raum. Seien A, B C X mit AC B C
A. Ist A zusammenhingend, so ist B zusammenhdngend. (Insbesondere ist
mit A auch A zusammenhdngend.)

BEWEIS. Seien U, V C X offen mit (BNU)U (BNV) = B und mit
(BNU)N(BNV) =0. Wegen A C B gilt dann auch (ANU)U(ANV)=A
und (ANU)N(ANV) = 0. Also folgt etwa (ohne Einschrinkung) ANU = ().
Dann folgt AN U = (). Denn andernfalls gibe es ein € ANU. Da U eine
Umgebung von z ist und = € A, folgt dann aber UNA # (), Widerspruch. [

SATZ 6.4. Sei X ein topologischer Raum. Seien A; C X (i € 1) zu-
sammenhdngende Teilrdume mit (\,c; Ai # 0. Dann ist U,c; Ai zusam-
menhdngend.

icl
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BeEWEIs. Sei A % Uier Ai- Sei z € N,c; Ai € A. Seien U, V C X offen
mit (ANU)U(ANV)=Aund (ANU)N(ANV) = (. Ohne Einschrinkung
gelte z € U. Fiir alle i € I gilt dann (A;,NU)U(A;,NV) = A, und (A;NU)N
(A;NV) =0, und es folgt A;NV = 0. Dann folgt ANV = (J;c; 4i) NV =
Ui, (A4inV) = 0. O

SATZ 6.5. Die zusammenhdngenden Teilmengen von R sind gerade die
Intervalle.

BEWEIs. () =]0, 0[. Es ist [0, 1] zusammenhéngend, und analog [a, 0]
(a <b). Sei I C R ein Intervall und x € I. Dann ist

I= U [a, b].

a,bel, a<x<b
Nach dem vorherigen Satz ist dann / zusammenhéngend.
Sei A C R kein Intervall. Dann gibt es a, b € A, ¢ € A mit a < ¢ < b.
Dann ist A = (] — o0, ¢[ N A) U (]e, oo N A) disjunkte Vereinigung offener
Mengen, also nicht zusammenhéngend. 0

DEFINITION 6.6. Sei X ein topologischer Raum, sei z € X. Die Verei-
nigung aller zusammenhéngenden Teilmengen von X, die z enthalten, heif}t
Zusammenhangskomponente von  in X. Schreibweise X ®).

SATZ 6.7. Sei X ein topologischer Raum, seien x, y € X. Dann gilt
(1) X@ st die grifte zusammenhingende Teilmenge von X, die x
enthdlt.
(2) X@ st abgeschlossen.
(3) X@ = X® oder X®NXW =0, d. h. X ist die disjunkte Vereini-
gung aller Zusammenhangskomponenten.

Beweis. (1) folgt aus 6.4.

(2) folgt aus 6.3.

(3) Es gelte X@® N X® £ (). Nach 6.4 ist X@ U X® zusammenhingend.
Es folgt X@ U X® = X® ynd X@ U X® = XO), O

Zusammenhang und Stetigkeit.

SATZ 6.8. Seien X und Y topologische Riume. Sei f: X — Y stetig. Ist
A C X zusammenhdngend, so ist f(A) zusammenhingend.

BEWEIS. Seien U, V CY offen mit (f(A)NU)U(f(A)NV) = f(A) und
(f(LANU)N(f(A)NV)=0. Es sind U’ = YU = fYf(A)NU)) und
V'Y 1) = U(F(A) N V) offen in X und mit (ANT)U(ANVY) = A
und (ANU)N(ANV’) = ). Da A zusammenhéngend ist, gilt etwa ANU’ = ().
Es folgt f(A)NU = f(ANU’) = 0. O

BEMERKUNG 6.9. Fiir X =Y = R ist dieser Satz gerade der Zwischen-
wertsatz.
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Bogenweiser Zusammenhang.

DEFINITION 6.10. Sei X ein topologischer Raum und I = [0, 1] C R.

(1) Ein Weg (oder Bogen) ist eine stetige Abbildung ~: I — X.
(2) X heifit wegzusammenhdingend (oder bogenweise zusammenhdngend,
wenn es fiir alle x, y € X einen Weg v: I — X gibt mit v(0) = x

und (1) = y.
BEMERKUNG 6.11. Jedes Intervall in R ist wegzusammenhéngend.

SATZ 6.12. Sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum. Dann
1st X zusammenhdngend.

BEWEIS. Wir konnen X # () annehmen. Sei x € X. Dann ist wegen des

Wegzusammenhangs
x= U .
v Weg, v(0)==
also zusammenhéingend nach 6.4, 6.5 und 6.8. 0

DEFINITION 6.13. Sei X ein topologischer Raum, und sei x € X. Die
Bogenkomponente von x in X ist definiert als

p@ {ye X | T ~: I — X stetig, v(0) ==z, v(1) = y}.
SATZ 6.14. Sei X ein topologischer Raum, und seien x, y € X. Dann
gilt:
(1) B® st wegzusammenhingend mit B® C X®),
(2) B® = BW oder B® N BW =, d. h. X ist die disjunkte Vereini-
gung aller Bogenkomponenten.

BEWEIS. (1) Seien u, v € B®. Dann gibt es a, 8: I — X stetig mit
a(0) = 5(0) =z, a(l) = u, B(1) = v. Setze

def [a(l—2t), 0<t<1/2,
1) = {6(2t—1), 1/2<t<1.

Offenbar ist 7y: I — X stetig mit v(0) = u und (1) = v. Also ist B®
wegzusammenhingend. Da B® dann insbesondere zusammenhéngend ist,
und z € B@ gilt, folgt B® C X@),

(2) Es gelte B® N B®W #£ . Sei v € B® N BW. Sei v € B®. Man findet
(wie in (1)) einen Weg von y nach u nach x nach v, also v € B®. Analog
folgt die umgekehrte Inklusion. O

Wegzusammenhang und Stetigkeit.

SATZ 6.15. Seien X und Y topologische Riume. Sei f: X — Y stetig.
Ist X wegzusammenhdngend, so ist f(X) wegzusammenhdingend.

BEWEIS. Seien u = f(x), v = f(y) € f(X). Es gibt einen Weg v: [ — X
mit y(0) = = und (1) = y. Dann ist f oy ein Weg, dessen Bild in f(X)
liegt, und mit f o y(0) = w und foy(1) = v. O
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Lokaler Zusammenhang.

DEFINITION 6.16. Ein topologischer Raum X heif3t lokal zusammenhding-
end (bzw. lokal wegzusammenhdngend), falls jeder Punkt x € X eine Umge-
bungsbasis aus zusammenhéngenden (bzw. wegzusammenhingenden) Men-
gen besitzt.

BEMERKUNG 6.17. (1) Aus lokal (weg-) zusammenhéngend folgt all-
gemein weder (weg-) zuammenhéngend noch die Umkehrung. (Vgl.
Ubungen.)

(2) Aus lokal wegzusammenhéngend folgt lokal zusammenhéngend, aber
allgemein nicht die Umkehrung.
(3) Offen Teilmengen von K¥ sind lokal wegzusammenhingend.

SATZ 6.18. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Aquivalent sind:

(1) X ist lokal zusammenhdngend.
(2) Fiir alle U € T sind die Zusammenhangskomponenten von (U, Ty)

offen.

“Offen” kann man hier bzgl. 7y oder 7 verstehen. (Vgl. 3.17.) Insbeson-
dere sind die Zusammenhangskomponenten eines lokal zsuammenhéngenden
Raumes offen.

BEWEIS. (1)=-(2): Sei U € 7. Sei V eine Zusammenhangskomponente
von U bzgl. Ty. Sei x € V. Da X lokal zusammenhéngend ist, gibt es eine
zusammenhdngende Umgebung A von = (bzgl. 7) mit A C U. Da A zusam-
menhéngend ist, folgt A C V. Also ist auch V' eine Umgebung von x (bzgl.
7), und V ist damit offen.

(2)=(1): Sei = € X, sei A eine Umgebung von z. Sei U die Zusam-
menhangskomponente von A° bzgl. T4., die x enthélt. Nach Voraussetzung
ist U offen. Also enthélt A eine offene, zusammenhéngende Menge U mit
zeU. O

SATZ 6.19. Sei (X,7) ein lokal wegzusammenhingender Raum. Dann
stimmen die Bogenkomponenten mit den Zusammenhangskomponenten tiber-
ein, sind also (wegen 6.18) offen. Jeder Punkt von X besitzt eine Umgebungs-
basis aus offenen, wegzusammenhdangenden Mengen.

BEWEIS. (1) Die Bogenkomponenten sind offen: Sei z € X. Sei V = B®@),
Es gibt eine wegzusammenhingende Umgebung A von z. Also gilt A C V,
und damit ist V' eine Umgebung von z.

(2) Sei x € X, sei V die Bogenkomponente B von z und U = X®
die Zusammenhangskomponente. Nach 6.14 gilt V' C U. Sei X = J,; Vi,
wobei V; die (wegen (1) offenen) (verschiedenen) Bogenkomponenten sind.
Es gibt also ein eindeutig bestimmtes ig € I mit V = V,,. Es gilt U =
(UNV)IUUNU, Vi) and 0 = (UNV) N (U N Uy, Vi) (Dabei ist die
erste Klammer nichtleer, die zweite offen.) Weil U zusammenhéngend ist,
folgt UNV =U,d. h. U =V.
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(3) Sei x € X und U eine offene Umgebung von z. Es gibt eine wegzusam-
menhéngende Umgebung A von z mit A C U. Sei V' die Bogenkomponente
von z in (U, 7y). Es gilt x € A C V C U, und nach (1) ist V offen in U,
also auch offen bzgl. 7. Es enthélt U also die offene, wegzusammenhéngende
Umgebung V' von z. 0

KoOROLLAR 6.20. Set X ein zusammenhdngender und lokal wegzusam-
menhdngender topologischer Raum. Dann ist X wegzusammenhdngend.

BEWEIS. Nach dem vorherigen Satz stimmen die Bogenkomponenten mit
den Zusammenhangskomponenten iiberein. Es gibt aber nur eine Zusammen-
hangskomponente. U

BEISPIEL 6.21. Eine offene und zusammenhiingende Teilmenge von KV
(ein sogenanntes Gebiet) ist wegzusammenhéingend, denn sie ist lokal weg-
zusammenhéngend.

7. Initiale Topologien. Die Produkttopologie
Initiale Topologie.

LeEmMMA 7.1. Seien (X,7) und (X', 7") topologische Riume, es sei S’
eine Subbasis von T'. Sei f: X — X' eine Abbildung. Aquivalent sind:
(1) f st stetig.
(2) Fir alle U' € & gilt f~1(U") e T.
BEWEIS. (1)=-(2): klar.
(2)=(1): Jedes U’" € T" ist von der Form

U/:UﬁUi/,k:

iel k=1
mit allen U}, € &', wobei I eine Indexmenge ist. Es folgt

oy =N ) e T
i€l k=1

[l

SATZ 7.2. Sei X eine Menge, und seien (X;,7;) fir jedes i € I (wobei I
eine Indexmenge ist) topologische Riume und f;: X — X; Abbildungen. Sei

SY ) iel, UieT),

und set T die von S erzeugte Topologie auf X, die sogenannte initiale To-
pologie auf X bzgl. (f;)icr-
(1) T ist die grobste Topologie auf X derart, dass alle f; (i € 1) stetig
sind.
(2) Ist (X', T") ein topologischer Raum und f: X' — X eine Abbildung,
so gilt:

[ (X T = (X,7T) stetig < Viel: fiof: (X, T') — (X;,T;) stetig.
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BeEWwEIS. (1) folgt aus der Definition.
(2) folgt aus 7.1. O

BEISPIEL 7.3. Sei X eine Menge und (X', 7”) ein topologischer Raum, sei
f: X — X' eine Abbildung. Die initiale Topologie auf X bzgl. f ist gerade
die von 77 bzgl. f induzierte Topologie, vgl. 3.13. Im Spezialfall X C X’ und
f die Inklusionsabbildung ist dies also gerade die Spurtopologie.

Die Produkttopologie.

DEFINITION 7.4. (1) Sei (X;);es eine (nichtleere) Familie von Mengen
und

X=X ={(x)ies |Vi€Tl:z; € X}
iel

deren Produkt. Statt [],., Y schreibt man auch Y/; fiir I = {1,...,n} auch
Y™, Fiir H?Zl auch X x Xy, etc. Fiiri € I sei p;: X — X die i-te Projektion,
d. h. pi((xj>j61) = ;.

(2) Seien die X; topologogische Riume (i € I). Die initiale Topologie auf
X = T1I,e; Xi bagl. (pi)ier heiBt Produkttopologie.

Wenn nicht anders vereinbart, werden Produkte von topologischen Rdumen
stets mit dieser Topologie versehen.

BEMERKUNG 7.5. (1) Das Auswahlaxiom besagt, dass das Produkt von

nichtleeren Mengen nichtleer ist. Es ist dquivalent zum Lemma von Zorn. Ist
ein X; = (), so ist X = (.
(2) Ist X # 0, so sind alle Projektionen p; surjektiv.

BEISPIEL 7.6. Seien (Xj,d;) metrische Rdume (i = 1,...,n). Fir x =
(x:), y = (y;) € H?:l X; sei

def -
d'(z,y) = Zdz(%,yz)
i=1

und
d>(z,y) el mfalx di (i, ys)-
Dann wird die Produkttopologie sowohl von d! als auch von d* induziert.

SATZ 7.7. Sei (X;)ier eine Familie von topologischen Rdumen, und seien
0 £ U, C X; offen (i € I). Dann sind dquivalent

(1) TI,e; Ui ist offen in [[,c; Xi.
(2) Die Menge {i € I | U; # X;} ist endlich.
BEWEIS. (2)=-(1): Sei J ) {i € I | U; # X} endlich. Dann ist
iel ieJ

also offen.
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(1)=(2): [[;; Ui ist nichtleer und wegen (1) offen. Ist S die Subbasis der
Produkttopologie wie in 7.2, so gibt es Si,...,.5, € S mit

0 # ﬂSkQHUi;
k=1

iel
fiir jedes k = 1,...,nist S = p;f(Vk) fiir ein 7;, € I und eine nichtleeres,
offenes Vi, € X;,. Dabei kann man ohne Einschrénkung ¢ # i, fiir k # ¢
annehmen (da sonst pi_kl(Vk) N pi_el(Vg) = pi_kl(Vk N Vy) gilt). Es folgt also

0 # m p;kl(vk) C HUz’7
k=1 iel

und daher ist {i € I | U; # X;} C {iq,...,4,} endlich. O

KOROLLAR 7.8. Die offenen Mengen der Form [],., U; mit U; = X; fiir
fast alle i € I (U; offen) bilden eine Basis der Produkttopologie.

SATZ 7.9. Sei (X;)ier eine Familie von topologischen Rédumen, und seien
0 # A; C X, abgeschlossen (i € I). Dann ist [],.; A; abgeschlossen in
X = Hie] Xi.

BEWEIS. Fiir j, k € [ sei

Bk déf {XJ j 7& k?
’ Xi\4; j=Fk
Dann ist
xav[T4=UIL
iel kel jel
also offen. 0

LEMMA 7.10. Seien (X,7T) und (X', T") topologische Riume. Sei f: X —
X' eine Abbildung. Sei B eine Basis von T. Ist f(U) € T' fir alle U € B,
so ist f offen.

BEWEIS. Man verwendet die Beziehung f(U,c; Ui) = Ui, f(Us). (Da
eine entsprechende Beziehung vor Durchschnitte nicht gilt, gilt eine entspre-
chende Aussage fiir Subbasen bzw. mit “abgeschlossen” nicht.) O

SATz 7.11. Fiir das topologische Produkt X = [[,.; X; sind die Projek-
tionen p;: X — X; stetig und offen.

BEWwEIs. Die Stetigkeit ist klar nach Definition der Produkttopologie.
Sei U C X offen. Dann ist U von der Form

v=Ullv
sesS jel
mit einer Indexmenge S und U; C Xj offen. Es folgt fiir jedes k € I, dass
Pi(U) = U,es Ui, also offen ist. 0

_ BEMERKUNG 7.12. Projektionen sind i. a. nicht abgeschlossen. (Vgl.
Ubungen.)
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Produktrdume und Separiertheit.

DEFINITION 7.13. Sei X ein topologischer Raum. Dann heifit

AX) Y {(z,2) e X2 |2 € X}

die Diagonale von X?2.

SATZ 7.14. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Aquivalent sind:
(1) X ist separiert.
(2) A(X) ist abgeschlossen in X2.

BEWEIS. (1)=(2): Sei & = (21, 22) € X?\ A(X). Dann gilt 21 # x5. Da
X separiert ist, gibt es Uy, Uy € T disjunkt mit x; € Uy, x9 € Us. Es ist
Uy X Uy offen und z € Uy x Uy € X2\ A(X), also ist X?\ A(X) offen, d. h.
A(X) abgeschlossen.

(2)=>(1): Sei X?\ A(X) offen. Seien z, y € X mit z # y. Nach Definition
der Produkttopologie folgt, dass X? \ A(X) = J,.; Ui x V; gilt, fiir eine
Indexmenge [ und U;, V; € 7. Es gibt also einen Index ig € I mit (z,y) €
U, x Vi, € X?\ A(X). Es folgt x € U, y € Vi, und Uy, NV, = 0. O

SATz 7.15. Sei X = [[.c; Xi ein Produkt topologischer Riume X; # 0.
Aquivalent sind

(1) X ist separiert.
(2) Fir allei € I ist X; ist separiert.
BEWEIS. (1)=-(2): Sei k € I. Seien zy, yx € X mit xp # yi. Fir i # k

seien x; = y; € X;. Setze x = (x:)ier, Y = (yi)ier € X. Dann gilt x # y.
Man separiert dann x und y durch offene Mengen der Form [, , U; und
HZ.E ; Vi. Es folgt, dass xj, und y, durch Uy und Vj, separiert werden.

(2)=(1): Seien z, y € X mit x # y. Dann gibt es ein k € I mit zy # yy.
Es ist X} separiert, also gibt es Uy, Vi, C X}, offen und disjunkt mit x; € Uy

und y, € Vi. Fir i # k setze U; = Vi et X;. Setzte U e [Lic; Ui und
v [Lic; Vi- Dann sind U, V' € X offen und disjunkt mit € X und
yey. ]
Produktriaume und Kompaktheit.
SATZ 7.16 (Tychonoff). Sei X =[]
X; # 0. Aquivalent sind

(1) X ist quasikompakt.
(2) Fiir alle i € I ist X; ist quasikompakt.

i1 Xi ein Produkt topologischer Riume

BEWEIS. (1)=-(2): Sei i € I. Da p;: X — X surjektiv und stetig ist,
folgt aus der Quasikompakheit von X die von X, vgl. 5.13.

(2)=-(1): Wir zeigen: Jeder Ultrafilter F auf X konvergiert.
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(a) Seii € I. Dann ist p;(F) ein Ultrafilter auf X;: Sei A C X,. Es gilt
p; H(Xi \ A) = X \ p;'(A). Da F ein Ultrafilter ist, folgt p; '(A) € F oder
X; \ p; 1(A) € F. Aber dann ist A € p;(F) oder X; \ A € p;(F).

(b) Als Ultrafilter auf dem quasikompakten Raum X; konvergiert p;(F);

sei z; € Lim p;(F). Setze x e (xz)zej Behauptung: x € Lim F: Sei U €
W(x). Ohne Einschréinkung (durch Ubergang zu einer geeigneten Teilmenge)
sei U von der Form U = [[,.,; U; mit U; C X; offen und U; # X; nur fiir

i € J fiir eine endliche Teilmenge J C I. Seii € I, und V¢ = wf p; (U;). Wegen
x; € Limp;(F) gilt U; € p;(F). Da F ein Ultraﬁlter ist, gilt V' € F oder
X\ V' e F. Letzteres ist aber nicht moglich wegen pi(X \V) =X;\U; ¢
pi(F), also gilt V' € F. Es folgt U = (,., V' € F. O
Produktriaume und Zusammenhang.
SATZ 7.17. Sei X =[]

Aquivalent sind

i1 Xi ein Produkt topologischer Raume X; # 0.

(1) X ist zusammenhdingend.
(2) Fiir alle i € I ist X; ist zusammenhdngend.

BEWEIS. (1)=-(2): Folgt wegen p;(X) = X, aus 6.8.
(2)=-(1): Entfallt aus Zeitgriinden. O

SATZ 7.18. Sei X =[]

Aquivalent sind

X; ein Produkt topologischer Rdume X; # ().

iel

(1) X ist wegzusammenhdngend.
(2) Fiir alle i € I ist X; ist wegzusammenhdngend.

BEWEIS. (1)=-(2): Folgt wegen p;(X) = X, aus 6.15.

(2)=(1): Seien z = (x;), y = (y;) € X. Sei ¢ € I. Da X; wegzusam-
menhéngend ist, gibt es einen Weg v;: [0, 1] — X; mit ;(0) = x; und
7(1) = y;. Definiere ~: [0, 1] — X durch ~(t) e/ (7i(t))ier. Dann ist
pi 0y = i, also stetig. Aus Satz 7.2 (2) folgt, dass 7 stetig ist. O

SATZ 7.19. Sei X =[]

Aquivalent sind

i1 Xi ein Produkt topologischer Riume X; # 0.

(1) X st lokalkompakt (lokal zusammenhdngend; lokal wegzusammen-
héingend).

(2) Fir alle i € I ist X; ist lokalkompakt (lokal zusammenhdingend;
lokal wegzusammenhdngend) und fir fast alle i € I ist X; kompakt
(zusammenhdingend; wegzusammenhdngend).

BEWEIS. Entfillt aus Zeitgriinden. U

8. Finale Topologien. Die Quotiententopologie

Finale Topologien.
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SATZ 8.1. Sei X eine Menge, und seien (X;,T;) fir jedes i € I (wobei I
eine Indexmenge ist) topologische Riume und g;: X; — X Abbildungen. Sei

TYWCXx|Viel: g (U)eT).
(1) 7 ist die feinste Topologie auf X derart, dass alle g; (i € I) stetig
sind, und heifit die finale Topologie auf X vzgl. (g;)icr-
(2) Ist (X', T") ein topologischer Raum und g: X — X' eine Abbildung,

so qilt:
g: (X, T)— (X', T') stetig <& Viel:gog: (X;,T;) — (X,T) stetig.
BEWEIS. Einfach. l

DEFINITION 8.2. Seien (Xj, 7;) topologische Riume (i € I). Sei

X =YX, <X x {i}.

el iel

Fiir ¢ € I sei g;: X; — X definiert durch g;(x) «f (x,1). Es heift X =

> icr Xi versehen mit der finalen Topologie bzgl. (g;)ier die topologische Sum-
me oder der Summenraum der Raume X;, i € I.

DEFINITION 8.3. Seien (X,7) und (X’,7") topologische Rdume und
g: X — X'. Ist 7' die finale Topologie auf X’ bzgl. g, so heifit 7’ die
Quotiententopologie bzw. (X', T") der Quotientenraum bzgl. g, und ¢ auch
eine Quotientenabbildung.

BEISPIEL 8.4. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenz-
relation auf X. Sei ¢: X — X/ ~ die Abbildung, die jedem z € X sei-
ne Aquivalenzklasse [z] bzgl. ~ zuordnet. Dann heifit M/ ~ ausgestattet
mit der Quotientenabbildung bzgl. ¢ auch der Quotientenraum bzgl. der
Aquivalenzrelation ~.

SATZ 8.5. Seien (X, 7T) und (X', T") topologische Raume und g: X — X'
sei stetig, offen und surjektiv. Dann ist g eine Quotientenabbildung.

BEWEIS. Sei 7" die Quotiententopologie auf X’ bzgl. g. Da g bzgl. T’
stetig ist, folgt nach Definition 7" C 7”. Sei U” € T". Nach Definition gilt
g Y (U") € T. Da g surjektiv ist, gilt U” = g(¢g~*(U")). Da g offen und
g Y U") € T ist, folgt U" = g(¢g 1 (U")) € T". O

KOROLLAR 8.6. Ist X quasikompakt (bzw. zusammenhdingend, bzw. weg-
zusammenhdngend), so gilt dies auch fiir X/ ~.

BEWEIS. Es ist X/ ~= ¢(X) Bild unter der stetigen Abbildung ¢q. O

BEMERKUNG 8.7. Ist X/ ~ separiert, so miissen alle Aquivalenzklassen
[z] abgeschlossen in X sein.

BEWEIS. Ist X/ ~ separiert, so sind alle einpunktige Mengen {[z]}
X/ ~ abgeschlossen. Da g stetig ist, sind auch die Urbilder [z] = ¢~ ({[z]}
X abgeschlossen.

NN
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Beispiele: Orbitraume.

DEFINITION 8.8. (1) Ist G eine Gruppe und zugleich ein topologi-
scher Raum, so heifit G topologische Gruppe, wenn die Abbildung
G x G — G, (a,b) — ab™! stetig ist.

(2) Sei G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum.
Eine stetige Operation (oder Aktion) von G auf X ist eine stetige
Abbildung G x X — X, (g,x) — gz mit den Eigenschaften

(a) 1z = z fiir jedes © € X (1 das neutrale Element in G)
(b) (gh)x = g(hx) fiir alle g, h € G und alle z € X.
(3) Ein G-Raum X ist ein topologischer Raum X zusammen mit einer

stetigen Aktion einer topologischen Gruppe G auf X.

(4) Sei X ein G-Raum und z € X. Die Menge Gx X {9z | g € G}

heifit die Bahn oder der Orbit von z.

DEFINITION 8.9. Sei X ein G-Raum. Zwei Punkte z, y € X heiflen
aquivalent, © ~¢ y, falls sie dieselbe G-Bahn besitzen, wenn es also ein
g € G gibt mit y = gx. Die Aquivalenzklassen sind also genau die G-Bahnen.
Den Quotientenraum X/ ~¢ der G-Bahnen heifit der Bahnenraum oder
Orbitraum von X und wird mit X/G bezeichnet.

BEISPIEL 8.10. Sei X = S? C R? die 2-Sphiire, sei G die zur SO2(R)
isomorphe Untergruppe der SO3(R), die aus den Drehungen um die z-Achse
besteht. Die G-Bahnen sind die Breitenkreise (insbesondere der Aquator)
und die beiden Pole auf S2.

ZEICHNUNG

Dann gilt S?/G ~ [—1, 1] (homdomorph).

Beweis. Sei p3: 5% — [—1,1] die Projektion auf die z-Komponente. Dies
ist eine stetige Abbildung. Da ps konstant auf den G-Bahnen ist, induziert
dies eine (wohldefinierte!) Abbildung f3: S?/G — [—1, 1], [x] — ps(z). Sei
q: S* — S?/G die Quotientenabbildung. Dann gilt also f3 o ¢ = p3. Es folgt
aus 8.1 (2), dass f3 stetig ist. Offenbar ist f3 auch bijektiv. Da S?/G als
stetiges Bild des kompakten Raumes S? quasikompakt ist, und da [—1, 1]
separiert ist, folgt aus 5.15, dass f3 ein Homdomorphismus ist.

DEFINITION 8.11. Sei X ein G-Raum, sei x € X. Es heif3t

St(x) Yo {g€G|gr=ux}

die Standuntergruppe von G.

PROPOSITION 8.12 (Bahnenlemma). Sei X ein G-Raum, sei v € X.
Dann ist G/ St(x) = Gz, gSt(x) — gx eine stetige Bijektion.

BewEIs. Die Bijektivitét (und Wohldefiniertheit) ist einfach. (Siehe auch
Vorlesungen iiber Algebra.) Die Stetigkeit folgt aus 8.1 (2), da die Vorschal-
tung mit q: G — G/ St(x) gerade die stetige Abbildung G — Gz, g — gx
ergibt. 0
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KOROLLAR 8.13. Ist X ein Hausdorffraum und G quasikompakt, so sind
G/ St(x) und Gx homdomorph.

BEWEIS. Verwende 5.15. 0
Beispiele: Zusammenschlagen eines Teilraums zu einem Punkt.

DEFINITION 8.14. Sei X ein topologischelj. Raum und A C X eine nicht-
leere Teilmenge. Fiir x, y € X definiere eine Aquivalenzrelation wie folgt:

T~ay p2 G- y, oder x und y liegen beide in A.
Mit X/A bezeichne den Quotientenraum X/ ~ 4. Man sagt dann, dass X/A
durch Zusammenschlagen des Teilraums A zu einem Punkt aus X entsteht.

BeispieEL 8.15. ZEICHNUNG: [0, 1] x [0, 1]/[0, 1] x {1}.

BEISPIEL 8.16 (Kegel iiber einem Raum). Ist X ein topologischer Raum,
so heifit
CX Y X x[0,1]/X x 1
der Kegel iiber X.
ZEICHNUNG

DEFINITION 8.17. Sei X ein topologischer Raum und Ay, ..., A, C X
nichtleere, disjunkte Teilmengen. Fiir z, y € X definiere eine Aquivalenzrelation
wie folgt:

v~y Hoz—y od d y liegen beide im selben A;
~y x =1y, oder x und y liegen beide im selben A;.
Mit X/Ay,..., A, bezeichne den Quotientenraum X/ ~.

BeispiEL 8.18 (Einhéngung). Ist X ein topologischer Raum, so heifit

SX % X ) [-1,1)/X x -1, X x 1

die Finhdngung oder Suspension von X oder der Doppelkegel iiber X.
ZEICHNUNG

BEISPIEL 8.19. Seien X und Y topologische Raume, seien x € X und
y €Y (fest). Schreibe (“Wedge”)

XVY ¥ X x{ylufa} xY

und (“Smash”)

XAY Y X xy/X vy

BEISPIEL 8.20. Sei X = R"™. Sei D™ die Vollkugel
Ki(0) = {z e R" | ||zf| < 1}
und S"~! C D" den Rand, also die n — 1-Sphére
S Hr e R | ||z| = 1}.

Was passiert mit D" beim Zusammenschlagen von S™ ! zu einem Punkt?
Behauptung: D™/S"! ~ S™. (homdomorph)
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Beweis: Bilde eine stetige Abbildung f: D" — S", die den Rand S™~!
auf den Siidpol p und D™\ S™! bijektiv auf S™ \ {p} abbildet.

ZEICHNUNG fiir n = 2. (Radien werden auf die halben GroBkreise ab-
gebildet, die vom Nordpol zum Siidpol verlaufen.)

Dies liefert eine Bijektion f: D"/S"™' — S™ mit foq = f. Es folgt
wieder mit 8.1 (2) und 5.15, dass f ein Homdomorphismus ist.

Beispiele: Zusammenkleben von topologischen Raumen.

DEFINITION 8.21. Seien X und Y topologische Raume, sei Xg C X ein

Teilraum und ¢: Xg — Y eine stetige Abbildung. Dann bezeichne mit
YU, XY X4y/~

den Quotientenraum bzgl. der durch z ~ () fiir alle z € X, induzierten
Aquivalenzrelation auf X Y. Man sagt, dass Y U, X durch Anheften von X
an Y mittels der Anheftungsabbildung ¢ entsteht, und sagt auch, dass YU, X
aus X + Y durch Identifizieren der Punkte x € Xy mit ihren Bildpunkten
(x) € Y entsteht.

PROPOSITION 8.22. Y ist in kanonischer Weise zu einem Teilraum von
Y U, X homéomorph.

BeEWwEIS. Die kanonische Abbildung ¥ € X +Y — Y U, X ist injektiv,
denn verschiedene Punkte aus Y werden nicht miteinander identifiziert. Als
Verkettung stetiger Abbildungen ist diese Abbildung stetig. Ist U C Y offen,
sie ist U auch offen in X +Y, nach Definition der topologischen Summe. Die
Aquivalenzklassen der Punkte aus U sind einelementig, und daher ist dann
das Bild von U offen in X + Y/ ~. O

BEeISPIEL 8.23 (Mobiusband). Sei X = [0, 1] x [0, 1], sei Y = [0, 1].
Sei Xo = {0, 1} x [0, 1] und ¢: Xy — Y definiert durch ¢(0,y) = y und
©(1,y) =1 —y. Dann ist Y U, X homomorph zum Mo6biusband.

9. Vervollstiandigung metrischer Raume

DEFINITION 9.1 (Cauchy-Folge). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine
Folge (z,,) in X heifit Cauchyfolge, falls es zu jedem € > 0 ein N = N(e) € N
gibt, so dass d(x,, x,,) < ¢ gilt fiir alle n, m > N.

PROPOSITION 9.2. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum
ist eine Cauchyfolge.

BEWEIS. Sei x = lim,,_.o ,. Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N mit
d(xz,z,) < ¢/2 fur alle n > N. Dann gilt fur alle n, m > N wegen der
Dreiecksungleichung

Ad(xp, p) < d(Tg,z) +d(x,2,) <e/2+e/2 =c.

Die Umkehrung gilt i. a. nicht.
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DEFINITION 9.3. Ein metrischer Raum X heifit vollstdndig, wenn jede
Cauchyfolge in X konvergiert.

BEISPIEL 9.4. (1) Diereellen Zahlen mit der iiblichen Metrik d(x, y)
|z — y| ist vollstindig. Dies folgt dann auch fiir RY.
(2) Q (mit der induzierten Metrik) ist nicht vollstdndig. Dies folgt etwa
aus dem folgenden Satz.

SATZ 9.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X ein Teilraum.

(1) Ist A wvollstandig, so ist A abgeschlossen in X.
(2) Ist X wollstindig und A abgeschlossen, so ist A vollstindig.

BEWEIS. (1) Sei z € A. Da fiir jedes n € N gilt, dass K;,(z) N A # 0
ist, gibt es eine Folge (z,) in A, die in X gegen = konvergiert. Das Beweisar-
gument von Proposition 9.2 zeigt, dass (z,) eine Cauchyfolge in A ist, dort
also konvergiert, etwa gegen y € A. Dies ist aber auch ein Grenzwert der
Folge (z,) in X, also muss (Separiertheit!) x =y € A gelten.

(2) Sei (z,) eine Cauchyfolge in A (also insbesondere in X). Nach An-
nahme konvergiert so gegen ein z € X. Da A abgeschlossen ist, folgt dann
aber r € A. OJ

DEFINITION 9.6. Seien (X, d) und (X', d') metrische Rdume. Eine Ab-
bildung f: X — heifit Isometrie, falls fur alle z, y € X gilt d'(f(z), f(y)) =
d(xz,y). (Es ist dann f automatisch stetig und injektiv.) Die metrischen
Réume (X, d) und (X', d’) heilen isometrisch, falls es eine bijektive Isometrie
zwischen ihnen gibt. (Dies ist insbesondere ein Homéomorphismus.)

SATZ 9.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstindi-

gen metrischen Raum (X, d) und eine Isometrie f: X — X mit f(X) = X.
Jeder andere metrische Raum mit dieser Eigenschaft ist isometrisch zu X.

DEFINITION 9.8. ()A(, d) heiBt die Vervollstindigung von (X, d).

BEMERKUNG 9.9. R ist die Vervollstandigung von Q. Man kann R aber so
nicht definieren, weil man ohne R auch nicht sagen kann, was ein metrischer
Raum ist.

BEWEIS DES SATZES. (1) Zwei Cauchyfolgen (z,) und (y,) in X hei-
Ben dquivalent, wenn lim,, . d(z,,y,) = 0 gilt. Es ist offensichtlich, dass
es sich dabei um eine Aquivalenzrelation handelt. Sei X die Menge aller
Aquivalenzklassen [(x,,)] von Cauchyfolgen (z,) in X. Definiere d wie folgt:
Ist z = [(z,)] und y = [(y,)], so sei

d(w,y) < lim d(z,,y,).
(2) Behauptung: Der Limes existiert. Beweis: Es gilt

|d(xn7yn) — d(Zm, ym)| < |d($n7 yn) — d(xy, ym)l + |d(xmym> - d(xmaym”
< d(?/na ym) + d(:Cn, mm>7
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also ist (d(x,,y,)) eine Cauchyfolge in R, also konvergent.
(3) Behauptung: Der Grenzwert héngt nicht von der Auswahl der Re-
présentanten ab. Beweis: Sei [(z,,)] = [(2],)]. Dann

|d(2n, yn) — d(7,,yn)| < d(n, 27,) — 0.
Es folgt lim,,_ d(a:n, Yn) = limy, oo d(2,, Yn)-

(4) Behauptung: d ist eine Metrik. Beweis: Offenbar gilt immer d(x y) >

0, und d(x y) = 0 genau dann, wenn =z = y folgt nach Definition der
Aquivalenz, also (M1). Die Symmetrie (M2) ist klar, die Dreiecksungleichung
(M3) ergibt sich aus der fiir d.

(5) Behauptung: (X, d) ist vollsténdig. Beweis: Sei
(") kerw = ([(@h)nen]) ey
eine Cauchyfolge in X. Fiir jedes k € N wéhle Ny > k, so dass
d(z* <1/k

gilt fiir alle n, m > N;. Dabei kann man ohne Einschrankung Ny,q > N
fiir alle £ annehmen.

(i) Behauptung;: (x?vk.)keN ist eine Cauchyfolge. Beweis: Sei ¢ > 0. Es gibt
ein n; € N mit c?(xk,xf) < ¢/4 fir alle k, £ > ny. Es gibt ein ny € N mit
1/ny < €/4. Sei ng = n3(e) = max{ny, na}, und seien k, £ mit £ > k > n,.
Zu k und / existiert ein m; € N, so dass

\d(z", 2") — d(z*

n7 m)

| <e/4

m’ m)
fiir alle m > my gilt. Sei mo = max{m;, Ny}. Dann gilt
d(a,,wy,) < d(@f,,ab,) +d(z),, 2,,) +d(z,,, 2y,)
< 1/k+ (5/4+d(x L)) +1/¢

< e¢/d+(e/d+e/d)+e/i=c.

Sei < [(ak, Jnenl]

(ii) Behauptung: limy .., 2* = z. Beweis: Es ist

c/l\(xk,x) = lim d(2F, 2% ).

Sei e > 0 und k; € N mit 1/k; < /2. Sei k > max{ky, n3(¢/2)}, mit ng wie
in der Behauptung vorher. Sei r dgf N, > k. Dann gilt
dizy,2h,) < d(ay,2ly,) +d(@h,, 2),)
< 1/k+e/2<e/2+¢e/2=¢.
Es folgt d(a*,z) < e.
(6) Fiir x € X sei f(x) & [(7)nen] die Aquivalenzklasse der konstanten

Cauchyfolge z, = x. Nach Definition ist klar, dass f: (X,d) — ()/(\' ,c/i\) eine
[sometrie ist.
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(7) Behauptung: f(X) = X. Beweis: Sei 2 = [(#n)nen] € X. Dann gilt
d(f(wn).2) = lim d(x, @) < supd(n, 2,) =3 0,

r>n

also x = lim,, ., f(z,), also z € f(X).
(8) Sei (X', d') ein vollsténdiger metrischer Raum und f': X — X' eine

Isometrie mit f/(X) = X’'. Behauptung: Es gibt eine bijektive Isometrie
g: X — X' mit go f = f'. Beweis:

Zunéchst definiere h: f(X) — f/(X) durch h(z) F(fHx)). (f ist
injektiv!). Dies ist offenbar eine bijektive Isometrie auf den Teilrdumen. Setze
h fort zu einer Abbildung h: X — X': Sei x € X. Es gibt eine Folge (z,,) in
f(X) mit x = lim,,_, x,. Als konvergente Folge ist (x,) eine Cauchyfolge.
Dann ist auch h(x,,) eine Cauchyfolge. Sei ﬁ( ) “© Yim, o h(z,). Man sieht,
dass diese Definition unabhéingig von der gewéhlten Folge (x,) in f (X) ist.

Ferner sieht man ein, dass h: X — X' eine surjektive Isometrie mit ho f=1r
ist. [l

def

BEMERKUNG 9.10. Auf der Menge C([0, 1]) der stetigen Funktionen
f:10, 1] — R betrachte die folgende Metrik:

d(f,g) = / f(@) - g(x)] d.

Wenn man diesen Raum vervollsténdigt, bekommt man gerade die Lebesgue-
integrierbaren Funktionen auf [0, 1]. Um dies zu zeigen benétigt man einige
Arbeit.

10. Konstruktionen stetiger Funktionen
Grundaufgabe fiir die Konstruktion stetiger Funktionen.

10.1. Eine Grundaufgabe fiir die Konstruktion stetiger Funktionen ist
die folgende: Sei X ein topologischer Raum. Seien A, B C X disjunkte ab-
geschlossene Teilmengen. Man finde eine stetige Funktion f: X — [0, 1] mit

fla=1und flp =0.

BEMERKUNG 10.2. (1) Das Problem 10.1 ist fiir beliebige disjunkte Teil-
mengen A, B C X genau dann l6sbar, wenn es fiir A und B lésbar ist. Daher
betrachtet man von vornherein nur abgeschlossene Mengen. (vgl. Ubung)

(2) Ist die Aufgabe 10.1 16sbar, so miissen A und B durch offene Um-
gebungen trennbar sein, d. h. es gibt disjunkte offene Mengen U und V mit
ACUund B CV. (vgl. Ubung)

(3) Einen topologischer Raum X, in dem disjunkte abgeschlossene Teil-
mengen immer durch offene Umgebungen trennbar sind, nennt man auch
einen Tj-Raum. Diese Eigenschaft ist ein sog. Trennungsaxiom. Auch die
Hausdorffeigenschaft (Separiertheit) ist ein Trennungsaxiom; separierte Raume
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nennt man auch 75-Rédume. Es gibbt viele weitere Trennungsaxiome. Wir
verweise dazu auf die Literatur.

Das Lemma von Urysohn.

SATZ 10.3 (Lemma von Urysohn). Sei X ein topologischer Raum, in dem
disjunkte abgeschlossene Mengen durch offene Umgebungen trennbar sind.
Dann gibt es zu disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B C X stets eine
stetige Funktion f: X — [0, 1] mit fla =1 und f|p = 0.

BEWEIS. Seien A und B disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X.
Eine aufsteigende Kette K von Teilmengen Ag, Ay, ..., A, von X heifle
zuldssig, wenn

A=AgCAC---CACX\B
gilt, und wenn stets
A CA?
gilt (¢ =1,...,r). Die Funktion 7 = 7¢: X — [0, 1] mit

T‘Ao = 17 TIANA;_1 = - i/?‘, T|X\Ar =0

heile die gleichmaf$ige Treppenfunktion der Kette K. Formal setze noch

A Y gund A “I X Fin jedesi = 0,...,7 heifle die offene Menge A7\

A;_1 der i-te Stufenbereich. Diese iiberdecken X, denn A;\ A;_; C A? +1\Zi,1.
In jedem Stufenbereich schwankt die Treppenfunktion 7 héchstens um den
Wert 1/7.
Unter einer Verfeinerung der zuléssigen Kette K = (Ao, Ay, ..., A,) ver-
stehen wir eine zulédssige Kette der Form (Ag, A}, Ay,..., Al A,).
Behauptung: Jede zulédssige Kette léasst sich verfeinern. Dazu geniigt es,
die folgende Aussage zu beweisen:

Sind in X je zwei disjunkte abgeschlossene Telmengen durch offene Um-
gebungen trennbar, so gibt es zu je zwei Teilmengen M, N mit M C N° eine
dritte Teilmenge L mit M C L° C L C N°.

Beweis: Trenne die disjunkten abgeschlossenen Mengen A “I 37 und

B X\ N° durch offene Umgebungen U und V und setze L & U. —

Sei nun Ky die zulissige Kette (A, X \ B), und fiir jedes n = 1, 2, ...
sei IC,, eine Verfeinerung von IC,,_1. Sei f, = T, die gleichméfige Treppen-
funktion von IC,,.

Die Funktionenfolge (f,,)nen ist punktweise monoton wachsend und nach
oben beschrinkt durch den Wert 1. Sie ist also insbesondere punktweise
konvergent. Definiere f: X — [0, 1] durch

def ;.
f(z) = lim f,(x)

n—oo

fir jedes x € X. Dann gilt offenbar f|4 =1 und f|p =0.
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Es ist noch die Stetigkeit von f zu zeigen. Es gilt stets

@)= ful@) < 3 128 = 1727,
k=n+1
und da f,, auf einem Stufenbereich von K,, um nicht mehr als 1/2™ schwankt,
kann f selbst dort um nicht mehr als 1/2"~! schwanken. Ist nun z € X und
e > 0, so wird fiir 1/2"7! < e der ganze z enthaltende (offene!) Stufenbereich
von K, nach | f(x) — e, f(z)+ e[ abgebildet. Also ist f stetig. O

Der Fortsetzungssatz von Tietze.

LEMMA 10.4. Sei X ein topologischer Raum, in dem disjunkte abgeschlos-
sene Mengen durch offene Umgebungen trennbar sind. Ist A C X abgeschlos-
senund f: A — [0, 1] stetig, so gibt es eine Folge (g, )nen stetiger Funktionen
gn: X — R mit folgenden Eigenschaften:

(1) |gn(z)| < 1—(2/3)" fiir alle x € X.

(i) |f(a) = gn(a)| < (2/3)" fiir alle a € A.
(il) |gnt1(z) — gn(x)| < 1/3-(2/3)™ fiir alle x € X.
(iv) |gn(x) — gm(2)| < (2/3)P fir alle x € X, n, m > p.

BeEwEIS. Per Induktion nach n. Setze go 0. Dies erfiillt (i) und (ii).

Seien go, g1, - . ., gn bereits definierte stetige Funktionen, die (i)—(iii) erfiillen.
Sei
de 1 2\"
Bun® {ac a1 10 - 2 3 (3) )

und Cpyy {a € Al fla) — gnla) < —%(%)n} Dies sind disjunkte abge-

schlossene Teilmengen von X. Aus dem Lemma von Urysohn folgt, dass es
eine stetige Funktion h,: X — [—3(2)", 1(2)"] gibt mit hy|p,,, = —1(3)"
und hyle,,, = %(%)n Setze g1 = Gn + hy. Dann erfiillt (go, g1, -+, Gns1)
die Bedingungen (i)—(iii), und g, ist stetig.

(iv) zeigt man wie folgt: Seien m > n > p. Dann gilt

90 (2) = gm(@)] = D gnti (@) = gnyjr (2)]
=1
@) =1 /92 n+j—1 * 1/9 n+j—1
< —| = < I
<) =20

O

SaTz 10.5 (Fortsetzungssatz von Tietze). Sei X ein topologischer Raum,
in dem disjunkte abgeschlossene Mengen durch offene Umgebungen trennbar
sind. Ist A C X abgeschlossen, I C R ein Intervall und f: A — I stetig, so
gibt es eine stetige Fortsetzung F: X — I (also mit F|s = f).
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Beweris. 1. Fall: I = [0, 1]. Da [0, 1] homéomorph zu [—1, 1] ist, geniigt
es, die Aussage stattdessen fiir I = [—1, 1] zu zeigen. Sei (g, )nen eine Folge
stetiger Funktionen aus dem vorherigen Lemma. Aus (iv) folgt, dass die Folge

punktweise konvergiert. Fiir jedes z € X sei F'(x) © im, o gn(z) € [0,1].
Es folgt leicht, dass F stetig ist (gleichméBiger Limes stetiger Funktionen).
Aus (i) folgt F(X) C [—1,1], aus (ii) folgt F|4 = f.

2.Fall: I =[0,1]. Esgilt f(A) C[0,1[C [0, 1]. Aus dem 1. Fall folgt, dass
es eine stetige Funktion F: X — [0,1] gibt mit F|4 = f. Sei B L FY{1}.
Dann gilt: B ist abgeschlossen mit ANB = (). Sei h: X — [0, 1] eine Funktion

aus dem Lemma von Urysohn, also mit h|4 = 1, h|gp = 0. Setze F' “hF.
Dann ist F': X — [0, 1] stetig mit F|4 = f.
3. Fall: I =]0,1[. Analog zum 2. Fall.
4. Fall: I beliebig. Dann ist I homdomorph zu einem der drei Intervalle
[0,1],[0,1[oder |0, 1. Die Behauptung folgt dann aus den ersten drei Féllen.
O

Die Stone-Cech-Kompaktifizierung. Der folgende Satz gilt etwas
allgemeiner. Aus Zeitgriinden verzichten wir auf volle Allgemeinheit und be-
weisen nur einen Teil.

SATZ 10.6. Sei X ein topologischer Raum, in dem einpunkte Mengen ab-
geschlossen sind, und in dem sich disjunkte abgeschlossene Teilmengen stets
durch offene Umgebungen trennen lassen. Dann existiert eine Kompaktifizie-
rung (BX,3) (d. h. BX ist ein kompakter topologischer Raum, 3: X — (X
eine Einbettung mit (X)) = X ) mit folgender universellen Figenschaft: Ist
Y ein kompakter topologischer Raum und f: X — Y stetig, so gibt es genau
eine stetige Abbildung f': BX — Y mit f = f' o 3.

Dadurch ist 5X bis auf Homéomorphie durch X bestimmt und heifit die
Stone-Cech-Kompaktifizierung von X.

BEWEISSKIZZE, NUR EXISTENZ. Sei ® 4t C(]0,1]). Nach dem Satz von
Tychonoff ist [0,1]® = [],.4[0, 1] kompakt. Definiere 8: X — [0, 1]® durch

B(x) = (p(x))pee. Dann ist 5X X (X) kompakt, und trivialerweise liegt

B(X) darin dicht. Zu zeigen ist, dass [ eine Einbettung ist.

B ist injektiv: Seien z, y € X, mit x # y. Da {x} und {y} abgeschlossen
sind, gibt es nach dem Lemma von Urysohn eine stetige Funktion ¢: X —
[0,1] mit ¢(z) = 0 und ¢(y) = 1. Es folgt 5(z) # G(y).

B ist stetig: Sei ¢ € ®. Es geniigt zu zeigen, dass p, o 3 stetig ist. Aber
wegen p, o 3 = ¢ ist dies trivial.

B: X — B(X) ist offen: Sei U C X offen. Zu x € U gibt es (Lemma von
Urysohn) 1, : X — [0, 1] stetig mit 1, (x) = 0 und ¢,|x\v = 1. Es folgt, dass

U, ™ ¥;1([0,1]) offene Umgebung von x ist mit U, € U und U = |,y Us.

ped
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Also ist B(U) = U,y B(Uy). Jedes B(U,) ist offen in 3(X): Es ist
U = ¥ ([0,1]) = (ps, 2 B)7'([0,1])
= B (p,([0,1])).
Es folgt 5(U,) = p;i([(), 1[) N B(X) offen in B(X). O
BEMERKUNG 10.7. Ein Raum X mit den Voraussetzungen des Satzes

heiBt auch normal (T; und T}). Der Satz gilt allgemeiner (und genau dann),
wenn X ein sog. vollstindiger requldrer Raum ist (77 und Tj 1 ). Es ist dann
per Definition so, dass man das Lemma von Urysohn gerade in den speziellen
Féllen anwenden kann, wie sie im Beweis auftreten. Der Beweis dndert sich
also nicht.



KAPITEL 2

Algebraische Topologie

1. Homotopie
Homotope Abbildungen.

DEFINITION 1.1. Seien X und Y topologische Réume. Stetige Abbildun-
gen fo, fi: X — Y heiflen homotop, wenn es eine Homotopie H zwischen ih-
nen gibt, d. h. eine stetige Abbildung H: X x [0,1] — Y mit H(z,0) = fo(x)
und H(z,1) = fi(x) fir alle z € X.

Man schreibt dann auch fy ~ fi, oder genauer fy 2 f1. Fiir festes t €
[0, 1] schreibt man auch H;: X — Y, wobei H;(z) = H(x,t) fiir alle x € X.
Insbesondere gilt also Hy = fy und H; = f;.

Man stellt sich [0, 1] als Zeitintervall vor. Zum Startzeitpunkt ¢ = 0 hat
man die stetige Abbildung fy, die dann mit der Zeit stetig deformiert wird,

bis man zum Endzeitpunkt ¢ = 1 die stetige Abbildung f; erhélt.
ZEICHNUNG

PROPOSITION 1.2. Homotopie zwischen stetigen Abbildungen fo, fi: X —
Y ist eine Aquivalenzrelation.

BEWEIS. f ~ f: Setze H(x,t) et f(z) fir alle z € X und alle t € [0, 1].
, H
Dann gilt f ~ f.
fo~fi = fi~ forIst fo 2 f1, so setze H'(x,t) el H(z,1—1) fir alle
z € X und alle t € [0,1]. Dann gilt f; 2 fo-

fo~ fi, i~ fo = fox fo: Gelte fy < fiund f; % fa. Setze fiir alle
reX

e H 2t <t<1/2

Hix,p) % ] i@ 2) 0<t<1/2,
Hy(x,2(t—1/2)) 1/2<t<1.

Es ist dann H: X x [0,1] — Y stetig mit f 2 fa. |

PROPOSITION 1.3. Seien X, Y und Z topologische Rdaume. Seien fo, f1: X —
Y homotop sowie g, g1: Y — Z homotop. Dann sind auch gyo fo und gy o fi
homotop.

BEWEIS. Sei fy L f1 und go £ g1.

(a) Es gilt (goo F)o=goo Fo = goo found (goo F')1 = goo F1 = go© f1-
Es ist also ggo F': X x [0, 1] — Z eine Homotopie von gq o fo nach gg o fi.

45
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(b) Sei ®: X x [0,1] — Y x [0, 1] definiert durch ®(x,t) e/ (fi(x),t) fir
alle z € X und alle t € [0, 1]. Dies ist eine stetige Abbildung (vgl. Ubungen).
Esist (Go®)y=Goofi=goo frund (Go®); = G100 f; =gi0 fi. Esist
also G o @ eine Homotopie von gg o fi nach g; o fi. Zusammen mit (a) ergibt
sich nun die Behauptung. 0

DEFINITION 1.4. Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topolo-
gischen Rdumen heiflt nullhomotop, wenn sie homotop zu einer konstanten
Abbildung k: X — Y (k(x) = yp fiir ein festes yq fiir alle x € X) ist.

Homotopiedquivalenz. Bei der Homotopiedquivalenz handelt es sich
um eine (starke) Abschwichung des Begriffs der Homéomorphie topologi-
scher Rdume. Erinnerung: Zwei topologische Rdume X und Y sind hom&omorph,
wenn es stetige Abbildungen f: X — Y und g: Y — X gibt mit go f = 1x
und fog = 1ly. Die Gleichheiten hier werden nun durch Homotopien ersetzt:

DEFINITION 1.5. Zwei topologische Rdume X und Y heilen homoto-
piedquivalent, wenn es stetige Abbildungen f: X — Y und ¢g: Y — X gibt
mit go f ~ 1x und fog ~ 1y. (Es handelt sich um eine Aquivalenzrelation,
vgl. Ubungen.)

DEFINITION 1.6. Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar,
wenn er homotopiedquivalent zum einpunktigen Raum ist.

Relative Homotopie.

DEFINITION 1.7. Sei A C X ein Teilraum. Zwei stetige Abbildungen
fo, fi: X — Y heilen homotop relativ A, wenn es eine Homotopie H: X X
[0,1] — Y von fy nach f; gibt, derart dass H(a,t) = fo(a) gilt fir jedes
a € A und jedes t € [0,1]. (Insbesondere gilt also fola = Hila = fi]a fiir
jedes t € [0,1].) Wir schreiben

fo = f1rel. A.

PROPOSITION 1.8. Seien X, Y und Z topologische Riume. Seien fy, f1: X —
Y homotop relativ A C X sowie go, g1: Y — Z homotop relativ B C Y. Fer-
ner gelte fo(A) C B. Dann sind auch go o fo und g, o fi homotop relativ A.

BEWEIS. Der Beweis von 1.3 iibertragt sich problemlos. O

ZEICHNUNG: fo, fi: [0,1] — R?, f4(0) = f1(0), fo(1) = fi(1), A =
{0, 1}.

Retrakt. Deformationsretrakt.

DEFINITION 1.9. Sei A C X Teilraum des topologischen Raums X. Sei

t: A — X die Inklusionsabbildung.

(1) Eine stetige Abbildung r: X — A heiit Retraktion, falls ro. =14
gilt. (Also r|s = 14.)
(2) A heiBBt Retrakt von X, falls es eine Retraktion r: X — A gibt.
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(3) Eine Retraktion r: X — A heit Deformationsretraktion, wenn
tor ~ 1y gilt. (Insbesondere sind dann r und ¢ zueinander in-
verse Homotopiedquivalenzen.) Dementsprechend heifit A dann ein
Deformationsretrakt von X.

(4) Eine Deformationsretraktion heifit stark, wenn bei ¢ o r 21 x die
Homotopie H so gewéhlt werden kann, dass es eine Homotopie rela-
tiv A ist (dass also Hi(a) = a fur alle a € A und alle ¢ € [0, 1] gilt).
Dementsprechend heifit A dann starker Deformationsretrakt von X .

BEISpPIEL 1.10. (1) ZEICHNUNG: “A”
(2) {0} ist starker Deformationsretrakt von R™, oder auch von D". Diese
Réume sind also insbesondere zusammenziehbar. ZEICHNUNG
(3) Aus (2) folgt, dass fiir einen topologischen Raum X gilt X x R™ ~
X x{0} ~ X, und analog auch fir D" (fiir jeden zusammenziehbaren
Raum). Etwa gilt fiir den Volltorus 7"

Y px st~ s,
ZEICHNUNG
(4) Die “Kegelspitze” ist starker Deformationsretrakt des Kegels C' X
iiber X.
ZEICHNUNG

2. Kategorien

DEFINITION 2.1. Eine Kategorie C besteht aus folgenden Daten:
(1) Einer Klasse Ob(C) von Objekten X, Y, Z, ...
(2) Fiir jedes Paar (X,Y’) von Objekten einer Menge Mor (X,Y’) von
Morphismen von X nach Y.
(3) Einer Verkniipfung: Fiir jedes Tripel X, Y, Z von Objekten hat man
eine Abbildung

MorC<Y7 Z) X MorC(X7 Y) - MorC<X7 Z)a (ga f) = gf (Z go f)

Diese haben folgende Eigenschaften:

(a) Gilt f € More(X,Y), g € More(Y,Z) und h € More(Z,U), so
gilt (hg)f = h(gf).

(b) Fiir jedes Objekt X gibt es einen Morphismus 1x € More (X, X)
mit goly = f und 1y o f = f fiir alle Morphismen f €
More(Y, X) und g € More (X, Z2).

Fiir Morphismen f € More(X,Y) schreibt man oft auch X LY oder
f: X — Y, ohne das dies heiflen muss, dass X und Y Mengen und f ei-
ne Abbildung sein muss.

Fiir jedes X € Ob(C) ist offenbar der “identische” Morphismus 1x ein-
deutig.

BEISPIEL 2.2. (a) Die Kategorie Set der Mengen: (1) Objekte: Alle
Mengen. (2) Morphismen: Abbildungen. (3) Verkniipfung: Kompo-
sition von Abbildungen.
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(b) Sei K ein Korper, und Vecty die Kategorie der Vektorraume iiber
K: (1) Objekte: Alle K-Vektorraume. Morphismen: Die K-linearen
Abbildungen. (3) Verkniipfung: Komposition von Abbildungen.

(c) Die Kategorie Grp der Gruppen: 1) Objekte: Alle Gruppen. Mor-
phismen: Die Gruppenhomomorphismen. (3) Verkniipfung: Kompo-
sition von Abbildungen.

(d) Die Kategorie Top der topologischen Raume: (1) Objekte: Alle topo-
logischen Rdume. Morphismen: Die stetigen Abbildungen. (3) Ver-
kniipfung: Komposition von Abbildungen.

(e) Die Homotopiekategorie Htp: (1) Objekte: Alle topologischen Raume
(wie in Top. Morphismen: Homotopieklassen [f] stetiger Abbildun-
gen f; wir schreiben

[X, Y] def

= Morp,(X,Y).
(3) Verkniipfung: [g] o [f] ) [g o f]. Nach 1.3 ist dies wohldefiniert.
DEFINITION 2.3 (Isomorphismen). Sei C eine Kategorie. Ein Morphismus
f: X — Y hei3t Isomorphismus, wenn es einen Morphismus ¢g: Y — X gibt
mit go f = 1x und f o g = 1y. Offenbar ist dann ¢g durch f eindeutig
bestimmt, und man schreibt oft auch g = f~! und nennt g den zu f inversen
Morphismus.

BEISPIEL 2.4. (1) In der Kategorie Top sind die Isomorphismen ge-
rade die Hombomorphismen.
(2) In der Kategorie Htp sind die Isomorphismen gerade die Homoto-
piedquivalenzen.

DEFINITION 2.5. Es gibt Varianten der Kategorien Top und Htp:

(1) Objekte sind Paare (X, A), wobei X ein topologischer Raum und
A C X ein Teilraum ist. Morphismen f: (X, A) — (Y, B) sind
stetige Abbildungen f: X — Y mit f(A) C B.

(2) Objekte sind wie in (1) Paare (X, A), wobei X ein topologischer
Raum und A C X ein Teilraum ist. Morphismen f: (X, A) —
(Y, B) sind Homotiepieklassen [f] relativ A von stetigen Abbildun-

gen f: X — Y mit f(A) C B. Durch [g]o[f] = [go f] erhilt man we-
gen 1.8 eine wohldefinierte Verkniipfung. Wir schreiben [(X, A), (Y, B)]
fiir die Menge der Morphismen. Besteht A aus nur einem Punkt x,
so schreiben wir auch (X, xg) statt (X, {zo}).

Ein Paar (X, z¢) nennt man auch einen punktierten Raum und
x( einen Basispunkt. Dementsprechend betrachtet man auch die Ka-
tegorie Top * der punktierten topologischen Rdume.

3. Die Fundamentalgruppe

3.1. Wir schauen uns Homotopieklassen von geschlossenen Wegen an. Sei
X ein topologischer Raum und zy € X ein Punkt, ein sogenannter Basis-
punkt. Wir schauen uns das Paar (X, z) an.
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Sei v: [0,1] — X ein geschlossener Weg zum Basispunkt xg, also mit
v(0) = 2o = ~(1). (Wir erinnern daran, dass Wege per Definition immer
stetig sind.) Einen solchen nennt man auch eine Schlaufe. Zwischen zwei
Schlaufen 7y, 71 mit Basispunkt zq betrachten wir Homotopien relativ {0, 1}.
Wir werden in diesem Kontext nur von Homotopie sprechen, und relativ
{0, 1} meist weglassen, und schreiben dementsprechend meist g ~ ;.

Wir nennen eine stetige Abbildung ¢: [0,1] — [0,1] mit ¢(0) = 0 und
©(1) = 1 eine Umparametrisierung. Etwas inkorrekt nennen wir auch v o ¢
eine Umparametrisierung von 7.

LEMMA 3.2. Seiy: [0,1] — X eine Schlaufe (mit Basispunkt xo) und ¢
eine Umparametrisierung. Dann gilt v o p >~ 7.

BeweEls. Fir alle ¢, s € [0, 1] sei

Hy(s ) = 70((1—15) (s) +ts).

Man beachte, dass (1 — t)¢(s) + ts ziwschen ¢(s) und s, also in [0, 1] liegt.
Dies definiert eine stetige Abbildung H: [0,1] x [0,1] — [0, 1], (s,t) — Hy(s).
Es gilt Hy = yop und H; = ¢, sowie H;(0 ) v(0) = zp und Hy(1) =~(1) =
Zg- ]

DEFINITION 3.3. Sei X ein topologischer Raum und xy € X ein Basis-
punkt. Sei (X, zo) die Menge aller Homotopieklassen [y] (relativ {0, 1})
von Schlaufen v: [0, 1] — X mit Basispunkt .

3.4. Seien «, (3: [0,1] — X zwei Schlaufen (mit Basispunkt xy. Dann ist
das Produkt oder die Komposition ax 3 die wie folgt definierte Schlaufe (mit
Basispunkt xp): Fiir alle s € [0,1] sei

def | a(2s) 0<s<1/2;
axBls) = {ﬁ(Zs—l) 1/2<s<1.

Dies kann man genauso auch allgemeiner fiir Wege a, beta: [0,1] — X mit
a(1) = 5(0) definieren und erhélt einen Weg a * 3 von «(0) nach 5(1).

LEMMA 3.5. Seien ag >~ oy und By ~ 1 jeweils homotope Schlaufen mit
Basispunkt xq. Dann gilt ag * By ~ aq * (.

BEWEIS. Seien ay < a1 und [y £ (1. Dann sind fir jedes t € [0, 1]
die Abbildungen F;, G;: [0,1] — X zwei Schlaufen mit Basispunkt zy und
mit FQ = (Op, F1 = 7 und GO = /60, G1 = 51. Es definiert dann E * Gt
eine Homotopie (relativ zg) zwischen ag * Gy und ay x B;. (F * G(s,t) =4
Fy x Gy(s).) O

SATZ 3.6. Sei X ein topologischer Raum mit Basispunkt xo. Dann ist die
m (X, zo) eine Gruppe mit Verknipfung definiert durch

la] - [8] € [a* 4.
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DEFINITION 3.7. Sei X ein topologischer Raum mit Basispunkt xy. Dann
heifit 1 (X, x¢) die Fundamentalgruppe von X im Basispunkt z.

BeEweIs. Nach Lemma 3.5 ist das Produkt (auf den Homotopieklassen)
wohldefiniert. Seien «, (3, v drei Schlaufen. Dann ist

a(4s) 0<s<1/4;
(axB)*y(s) = PB4s—1) 1/4<s<1/2;
v(2s—1) 1/2<s<1,

und
a(2s) 0<s<1/2;
ax(Bx7)(s) =< [4s—2) 1/2<s<3/4
v(4s—3) 3/4<s<1.

Diese beiden zusammengesetzten Schlaufen entstehen aber aus der jeweils
anderen offenbar durch eine Umparametrisierung von Wegen,

s/2 0<s<1/2
o(s) =< s—1/4 1/2<s<3/4;
2s—1 3/4<s<1,

ZEICHNUNG

und nach Lemma 3.2 sind sie daher homotop. Die Multiplikation (auf
den Homotopieklassen) ist also assoziativ.

Sei ¢: [0,1] — X die konstante Schlaufe mit c(s) = xz¢ fiir alle s €
[0,1]. Sei 7 eine beliebige Schlaufe zum Basispunkt xy. Dann ist 7 * ¢ eine
Umparametrisierung von <, die durch die folgende Abbildung ¢ zustande
kommt:

(s) = 2s 0<s<1/2;
TN 12<s<

ZEICHNUNG
Also ist y*c¢ ~ 7. Ebenso ist ¢x7v ~ v, was durch die Umparametrisierung
¢’ zustande kommt, definiert durch

, 0 0<s<1/2;
¢'(s) =
2s—1 1/2<s<1.

ZEICHNUNG

Es folgt, dass [c| das neutrale Element in 7 (X, o) ist.

Sei v allgemeiner ein Weg von zy nach x;. Definiere den zu v inversen
Weg 7 von x7 nach xg durch

7(s) < y(1 - 5).
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Es gilt nun v*7% ~ ¢, denn H; = fr+g; definiert eine Homotopie hierzwischen,
wobei

def ) v(s) 0<s<1-—t
fils) = {7(1—@ l—t<s<l

und g; der zu f; inverse Weg ist. Sei ¢ der konstante Weg mit Wert x,. Man
sieht: fo =7, fi = ¢, und H; definiert eine Homotopie von %% nach c*¢ = c.
Vertauscht man die Rollen von « und 7, so sieht man, dass auch 7 % v ~ ¢/
gilt, wobei jetzt ¢ der konstante Weg mit Wert z ist. Ist nun «y eine Schlaufe
mit Basispunkt zg, so folgt, dass [7] zu [y] invers ist. O

BEeispIEL 3.8 (Lineare Homotopien). Je zwei Wege o und 3 in R" mit
selbem Anfangs- und selben Endpunkten sind homotop via der durch

de
ha(s) < (1= t)als) + t6(s)
definierten linearen Homotopie.
Es folgt: Ist X C R™ konvex (d. h. zu je zwei Punkten z, y € X liegt
auch die Verbindungslinie dazwischen ganz in X)), so sind je zwei Wege in X
mit selben Anfangs- und selben Endpunkten homotop. Insbesondere folgt:

PROPOSITION 3.9. Sei X C R"™ konvex. Dann gilt m (X, x) = 1.

Die Rolle des Basispunktes. Sei X ein topologischer Raum und sei-
en o und x; zwei Basispunkte. Was ist die Beziehung zwischen (X, z¢)
und 7 (X, z1)? Offenbar spielt fiir die Fundamentalgruppe nur die Bogen-
komponente des Basispunktes eine Rolle. Liegen xy und x; in verschiedenen
Bogenkomponenten, so kann man keine Beziehung zwischen den jeweiligen
Fundamentalgruppen erwarten konnen. Wir nehmen nun an, dass zy und z;
in derselben Bogenkomponente liegen. Es gibt also einen Weg h: [0,1] — X
mit h(0) = xp und k(1) = z;. Wir zuvor im Beweis definiert sei h der zu h
inverse Weg.

SATZ 3.10. Seir X ein topologische Raum. Sei h ein Weg von xy nach x;.
Dann definiert

O m (X, 20) = m (X, 1), [7] =[xy * h]
einen Isomorphismus von Gruppen.

BEWEIS. Definiert H; eine Homotopie von Schlaufen mit Basispunkt xg,
so definiert offenbar h * Hy * h eine Homotopie von Schlaufen mit Basispunkt
x1. Die Abbildung ist also wohldefiniert. Sie ist ein Homomorphismus von
Gruppen: Denn sind 71, 72 Schlaufen mit Basispunkt zg, so gilt

Ou([n]-a2l) = ®ally *12])
= [h*yi*vyaxh] =[h*vyxhxhxy*h)
= [hxy *h]-[h*7*h]
= Ou([n]) - Pu([r))-
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®,, ist auch bijektiv, denn eine Umkehrabbildung ist offenbar gegeben durch
O, denn

@5 0 Py([y]) = Cr([h 7 *h]) = [hxhxy s« hxh] =[],
und ebenso ¢y, 0 P ([7]) = [7]. O

DEFINITION 3.11. (1) Sei X ein wegzusammenhéngender Raum. Da
(X, zp) bis auf Isomorphie unabhéngig vom Basispunkt z; ist,
schreiben wir auch 7 (X) statt m (X, zo).

(2) Ein topologischer Raum X heifit einfach zusammenhdngend, wenn
er wegzusammenhéngend und die Fundamentalgruppe m;(X) = 1
trivial ist.

KOROLLAR 3.12. Jede konvexe Teilmenge des R™ ist einfach zusam-
menhdngend.

BEMERKUNG 3.13. Will man sich von der Wahl eines Basispunktes be-
freien, so kann man auch statt Fundamentalgruppen das Fundamentalgrup-
poid TI(X) eines topologischen Raumes X betrachten. Ein Gruppoid ist eine
Kategorie, in dem jeder Morphismus ein Isomorphismus ist. Das Gruppoid
I1(X) ist wie folgt definiert: Die Objekte sind gerade die Punkte von X, und
die Morphismen von x nach y sind gerade die Homotopieklassen von Wegen
von x nach y.

Alternative Beschreibung von Schlaufen. Wir fassen die Einheits-
kreislinie
St ={z eR*||lz| =1}
auch als Teilmenge von C auf.
Sei sy ein Basispunkt auf der Einheitskreislinie S, sagen wir so = 1.

Betrachte die Abbildung
exp: [0,1] — S, s+ exp(2mis).
LEMMA 3.14. Sei~y: [0,1] — X ein Weg mit v(0) = xo = y(1). Dann gibt
es genau eine stetige Abbildung ~': S* — X mit v = v'ocexp und v'(s¢) = .

BEWEIS. Setze 7'(e2™*) % ~(1). Dies ist wohldefiniert wegen ~(0) =

7(1). [
LEMMA 3.15. Es gilt vo ~ v rel. {0, 1} genau dann, wenn ) ~ v, rel.
So gilt.

BEWEIS. Sind v 2 7 rel. {0, 1} mit der Homotopie [0, 1] x[0, 1] — X, so
ist H': S'x[0,1] — X definiert durch H'(e*™t) w H(t, s) eine Homotopie,
die 4, in 1 iiberfiihrt relativ sg. Die Umkehrung geht in offensichtlicher Weise
genauso. O

In offensichtlicher Weise definiert man auf [(S?,sg), (X, zo)] eine Ver-
kniipfung, so dass [(S!, s¢), (X, zo)] eine Gruppe ist.

PROPOSITION 3.16. (X, o) = [(S?, s0), (X, z0)].
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4. Die Fundamentalgruppe der Kreislinie
SATZ 4.1. Die Abbildung

D: 7 — 7T1(Sl), n— [wy),

wobei w, die Schlaufe s — exp(ns) = €™ mit Basispunkt 1 ist, definiert
einen Isomorphisus von Gruppen.

BEWEIS. Seip = exp: R — S! die Abbildung s + 2™, Diese Abbildung
kann man sich gut visuell vorstellen, wenn man R als Spirale in den R?
einbettet, parametrisiert durch s — (cos(27s),sin(27s), s); dann ist p die
Projektion R3 — R2, (z,v,2) — (z,y).

ZEICHNUNG

Es ist die Schlaufe w,, die Komposition p o W,, wobei @, : [0,1] — R der

durch @y, (s) “ s definierte Weg ist, der in 0 startet und in n endet; dies ist
also der Weg, der die Spirale |n|-mal durchlduft, aufwirts, falls n > 0, und
abwiarts, falls n < 0. Man nennt w,, auch eine Hochhebung (engl. Lift) von
W

Es ist ®(n) die Homotopieklasse der Schlaufe p o, wobei 7 ein belieber
Weg in R von 0 nach n ist. denn ein solcher Weg 5 ist homotop zu w,
vermoge der linearen Homotopie (1 —t)7 + tw,,, und damit ist p o homotop
U P, = W,.

Wir zeigen, dass ® ein Homomorphismus ist. Dazu sei 7,,,: R — R die
Verschiebung um m, also 7,,(x) g + m. Es ist Wy, * (7, 0 0,) ein Weg in
R von 0 nach n + m. Also ist ®(m + n) die Homotopieklasse der Schlaufe
in St die das Bild dieses Weges unter p ist. Aber dieses Bild ist w,, * w,, so
dass also ®(m + n) = ®(m) - (n) gilt.

Um die Bijektivitédt von ® zu zeigen, benotigen wir die folgenden Aussa-
gen:

(a) Zu jedem Weg ~: [0,1] — S, der in einem Punkt z, € S' star-
tet, und zu jedem T, € p~'(zo) gibt es genau eine Hochhebung
7:[0,1] — R, die in 7, startet.

(b) Zu jeder Homotopie v;: [0,1] — S! von Wegen die in x( starten, und
zu jedem Ty € p~(xg) gibt es genau eine hochgehobene Homotopie
7e: 10, 1] — R relativ {0, 1}, die in 7, starten.

Wir zeigen, wie aus diesen beiden Aussagen nun die Bijektivitét folgt. Sur-
jektivitit: Seiy: [0,1] — S! ein Schlaufe mit Basispunkt 1, welches ein gege-
benes Element von 71 (S') repriisentiert. Wegen (a) gibt es eine Hochhebung
7, die in 0 startet. Dieser Weg endet in einer ganzen Zahl n, da po7(1) =
(1) = 1 gilt, und es ist p~1(1) = Z C R. Es folgt ®(n) = [po 7] = [7].
Injektivitéat: Seien m, n € Z mit ®(m) = ®(n). Es gilt also wy, ~ w,.
Sei H; eine Homotopie von Hy = w,, nach H; = w,. Wegen (b) existiert
eine hochgehobene Homotopie ﬁt von Wegen, die in 0 starten. Wegen der
Eindeutigkeit in (a) folgt Hy = &,, und H; = @,. Da H,; eine Homotopie
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relativ {0, 1} ist, ist der Endpunkt f[t(l) unabhéngig von t. Fiir ¢ = 0 ist
dieser Endpunkt m, fiir ¢ = 1 ist der Endpunkt n, also folgt m = n.

Es bleiben also die Aussagen (a) und (b) zu beweisen. Dazu geniigt es,
die folgende Aussage zu beweisen, die als Spezialfiille (a) und (b) enthélt.

(c) Gegeben eine stetige Abbildung F': Y x [0,1] — S* und eine stetige
Abbildung F': Y x {0} — R, die Fly x{oy hochhebt, dann gibt es eine
eindeutige stetige Abbildung F: Y x [0,1] — R, die F' hochhebt und
sich auf Y x {0} zu dem gegebenen F cinschréinkt.

Es ist ndmlich (a) der Spezialfall, dass Y aus einem Punkt besteht, und (b)
ergibt sich als Spezialfall Y = [0, 1], denn die Homotopien v; aus (b) be-
deuten ja, dass sie eine stetige Funktion F': [0,1] x [0,1] — S* definie-

ren, durch F(s, t) = Vt( ). Wegen (a) erhélt man eine eindeutige Hoch-
hebung F: [0,1] x {0} — R, und (c) liefert eine eindeutige Hochhebung
F: [0,1] x [0,1] — R. Es sind ﬁ|{0}x[071] und ﬁ’|{1}x[071] Wege, die konstante
Wege hochheben, miissen also selbst konstant sein nach der Eindeutigkeits-
aussage in (a). Also ist 7; “F (s,t) eine (relative) Homotopie von Wegen,
die 74 hochheben wegen p o F=F,

Wir zeigen nun Aussage (c). Wir benutzen dabei die folgende Eigenschalft,
die die Abbildung p: R — S* hat:

(d) Es gibt eine offene Uberdeckung (U;)ic; von S', so dass sich fiir
jedes ¢ € I das Urbild p~!(U;) in eine disjunkte Vereinigung von
offenen Mengen zerlegt, die alle jeweils durch p homéomorph auf U
abgebildet werden.

In der Tat, man nimmt fir U; kleine, offene Kreissegmente. (Anschauliches
Bild!)

Sei yg € Y, seit € [0,1]. Da F: Y x [0,1] — S! stetig ist, gibt es eine
offene Umgebung von (yo, t) der Form V; x] a;, b; [ (wobei V; offene Umgebung
von yo und ¢ €] ay, by [ ), so dass F(Vix]|as, b [) C U; gilt fiir ein j (U; enthélt
das Bild F(yo,t)). Da {yo} x [0, 1] kompakt ist, gibt es endlich viele solcher
Umgebungen Vx| ay, b [, die {yo} x [0,1] iiberdecken. Es folgt, dass man
eine Umgebung V' von g findet (den Durchschnitt der endlich vielen V;) und
eine Zerlegung 0 = tg < t; < -+ < t,, = 1 von [0,1], so dass fiir jedes i
nun F(V x [t;, t;41]) C U; fiir ein j gilt; wir schreiben j = i. Per Induktion
kann man nun annchmen, dass F' bereits auf V x [0,;] konstruiert ist. Es
gilt F(V x [t;,tir1]) € U;, und daher gibt es wegen (d) eine offene Menge
[Zi C R, die durch p homéomorph auf U; abgebildet wird und den Punkt
F(yo,t;) enthélt. Verkleinert man V' x {t;} weiter, ersetzt es etwa durch
seinen Durchschnitt mit (F|Vx{t 1) Y(U;), so kann man F(V x {t;}) C U,
annehmen. Definiere nun £ auf V x [ti,ti11] als Komposition von F mit
dem Homoomorphismus p~t: U; — sz Nach endlichen vielen Wiederholung
erhélt man schlielich eine Hochhebung F': V' x [0, 1] — R fiir eine Umgebung
V' von yp.
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Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeitsaussage in (c) fiir den Spezialfall, dass
Y ein Punkt ist. Dann kann man Y in der Notation iibergehen. Nehme
also an, dass F' und F’ zwei Hochhebungen von F': [0,1] — S! sind mit
ﬁ(O) = ﬁ/(O). Wie zuvor wihlen wir eine Zerlegung 0 = ¢y < t; < --- <
tm = 1 von [0, 1], so dass F([t;,ti+1]) C U; gilt (fiir ein U;). Nehme induktiv
an, dass I = F” auf [0,t;] gilt. Es ist F([t;, t;+1]) zusammenhingend, und
daher muss es in einer einzigen der disjunkten offenen Mengen U; liegen, die
durch p homoomorph auf U; abgebildet werden (nach (d)). Dies gilt auch
fiir F'([t;, ti41]), und es muss im selben Uj; liegen, da F(t;) = F'(t;). Da p
injektiv auf U, ist und po F = po F gilt, folgt F = F auf [ti,tiv1], und
induktiv auf ganz [0, 1].

Es ist fiir (¢) noch zu zeigen, dass F' global auf ganz Y x [0, 1] (eindeutig)
definiert werden kann. Es ist oben auf Mengen der Form V' x [0, 1] definiert
worden, und deren Einschrankungen auf jedes Segment {y} x [0, 1] sind ein-
deutig, also miissen sie auch auf zwei sich iiberlappenden Mengen der Form
V' x [0, 1] iibereinstimmen. In der Weise kann F' auf ganz Y x [0, 1] definiert
werden, und dies ist stetig, da die Einschrankungen auf jedes V' x [0, 1] ste-
tig ist, und eindeutig, da die Einschrankung auf jedes Segment {y} x [0, 1]
eindeutig ist. 0

PROPOSITION 4.2. Die Umkehrabbildung des Isomorphismus in Satz 4.1
ist durch den Abbildungsgrad gegeben.

5. Anwendungen
Der Fundamentalsatz der Algebra.

SATZ 5.1. Jedes nicht-konstante Polynom mit komplexen Koeffizienten
hat eine Nullstelle in C.

BEWEIS. Sei p ein nicht-konstantes Polynom, welches keine komplexe
Nullstelle hat; sei p von der Form

p(z)=z"+a2" '+ - +a,1z+a, (2€C)
wobei n > 1 fest ist. Fiir jede reelle Zahl » > 0 definiert der Term

def p(re?™®) /p(r)
I8} = 1) fp(r)]

eine Schlaufe in S' C C mit Basispunkt 1. Es definiert f, eine Homotopie
von Schlaufen mit Basispunkt 1, wobei fy die triviale (konstante) Schlaufe
ist. Es ist also die Homotopieklasse [f,] € m;(S?) trivial (= 0) fiir alle r > 0.
Waihle nun r groBer als |a;|+ - - - + |a,|, und auch gréfer als 1. Dann gilt fiir
z € C mit |z| = r die Ungleichung

2=t =" > (a4 fan]) [T 2 0T et an,

Hieraus folgt, dass das Polynom

e(2) ©om s t(arz" 4+ ay)
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keine Nullstelle auf der Kreislinie |z| = r hat, wenn 0 < ¢ < 1 gilt. setzt man
nun p; statt p in die Formel fiir f, ein, und lduft ¢ von 0 bis 1, so erhalten

wir eine Homotopie von der Schlaufe f, zur Schlaufe w,. Insgesamt folgt
[wn] = [fr] =0, also n = 0, Widerspruch. O

Der Brouwerscher Fixpunktsatz in Dimension 2.

SATZ 5.2. Jede stetige Funktion f: D* — D? hat einen Fizpunkt, d. h.
einen Punkt x € D? mit f(x) = x.

BEWEIS. Nehme im Gegenteil an, dass f(x) # x gilt fiir alle z € D2
Definiere 7: D?* — S (= dD?) dadurch, dass 7(x) der Schnittpunkt der Ge-
raden, die in f(r) startet und durch x geht, mit dem Rand S*. Dies definiert
offenbar eine stetige Funktion. (Kleine Verdnderungen von x bewirken nur
kleine Veréinderungen von r(z).) Es gilt r(z) = z fiir alle z € S'. Also ist r
eine Retraktion von D? auf S*. Wir zeigen, dass eine solche Retraktion nicht
existieren kann:

Sei fy eine Schlaufe in S*. In D? gibt es eine Homotopie von f, zur
konstanten Schlaufe, etwa die lineare Homotopie f;(s) = (1 —t)fo(s) + tc,
wobei ¢ die konstante Schlaufe mit selben Basispunkt wie der von fy ist.
Da r die Identitidt auf S! ist, folgt, dass r o f, eine Homotopie in S* von
ro fo = fo nach ¢ (eingeschriinkt auf S*) ist. Es wiirde also 7(S') = 0 folgen,
Widerspruch. ([l

Der Satz von Borsuk-Ulam in Dimension 2.

SATZ 5.3. Sei f: S? — R? eine stetige Abbildung. Dann gibt es ein x € S?
mit f(z) = f(—z).

BEWEIS. Angenommen, dies ist falsch fiir f: S? — R2%. Dann definiere
g: S? — S! durch

Sei v: [0,1] — S? die Schlaufe, die den “Aquator” umrundet, also (s) =
(cos(2ms),sin(27s),0), und sei h e/ go~:[0,1] — S*. Dies ist eine Schlaufe
mit Basispunkt 1. Da g(—xz) = —g(x) gilt, folgt h(s + 1/2) = —h(s) fiir
alle s € [0,1/2]. Wie im Beweis fiir m;(S') ~ Z oben gezeigt wurde, kann
h hochgehoben werden zu einem Weg h: [0,1] — R. Es gilt dann h(s +
1/2) = h(s) + m/2 fur eine ungerade ganze Zahl m. Hierbei hingt m stetig
von s ab, ist als ganze Zahl damit unabhéngig von s. Insbesondere ergibt
sich h(1) = h(1/2) + m/2 = h(0) + m. Es ergibt sich also h ~ w,, % wy,
da m ungerade ist. Andererseits, v >~ wg = 0, also auch h = go~vy ~ 0,
Widerspruch. ([l
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6. Induzierte Homomorphismen und Funktoren

Induzierte Homomorphismen. 7; Ordnet nicht nur jedem (punktier-
ten) topologischen Raum eine Gruppe zu (also einem Objekt der einen Kate-
gorie ein Objekt der anderen Kategorie), sondern “wirkt” auch auf stetigen
Abbildungen (also auf den Morphismen).

PROPOSITION 6.1. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topo-
logischen Raumen X und Y. Set xy € X. Dann ist

for m(X,w0) — m(Y, f(0)), Y] — [f 0]

ein Homomorphismus von Gruppen, der sog. (durch f) induzierte Homomor-
phismus. Induzierte Homomorphismen haben folgende Eigenschaften:

(1) (go f)« = g« o fu fir alle stetigen Abbildungen (X, xq) J, (Y, y0) EN
(Z, Zo).
(2) (Ix)s = Lz (x20) fiir alle punktierten Riume (X, x).

6.2. Man schreibt auch m(f) = f.. Es gilt dann

(1) mi(g * ) = m(g) o m(f);
(2) m(1x) = 1x (x,20) fiir alle punktierten Raume (X, o).

BEWEIS VON PROPOSITION 6.1. Seien vy, 7 Schlaufen in X mit Basis-
punkt xy. Dann gilt

flln] - [2]) = falln % 2]) = [f o (71 % 72)]

= [(fom)*(for)
= fullm)) - fellr2))-

Also ist f, ein Gruppenhomomorphismus.
Es gilt (1): Seien f und g wie in der Proposition. Es gilt
(gof)(l]) = [gof)erl=Ilgo(fo)]
= g:([f 27])) = g.(£u([D]))-
Bs gilt (2): Bs ist (1y).(1)) = [Ly 0] = ). .
Funktoren.

DEFINITION 6.3. Seien C und D Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor
F: C — D ordnet jedem Objekt X aus C ein Objekt F'(X) aus D und jedem
f € More(X,Y) ein F(f) € Morp(F(X), F(Y)) mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(1) Fiir alle f € More(X,Y) und g € More (Y, Z) gilt F(gf) = F(g)F(f).
(2) Fiir alle X € Ob(C) gilt F(1x) = Lpx)-
Ein kontravarianter Funktor ordnet jedem f € More(X,Y) ein F(f) €
Morp(F(Y), F(X)) zu, und es gilt statt (1) die Eigenschaft
(1*) Fiir alle f € More(X,Y) und g € More(Y, Z) gilt F(gf) = F(f)F(g).

BEISPIEL 6.4. Sei C eine Kategorie und sei C' € Ob(C).
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(1) Es definiert Mor¢(C, —): C — Set einen (kovarianten) Funktor; hier-
bei ist fiir f € Morg(X,Y)
More(C, f): More(C, X) — More(C,Y)
definiert durch h — f o h.
(2) Es definiert More(—,C): C — Set einen kontravarianten Funktor;
hierbei ist fiir f € Morg(X,Y)
More(f,C): More(Y,C) — More(X, C)
definiert durch h +— ho f.

PROPOSITION 6.5. 7 st ein Funktor von der Kategorie Top x der punk-
tierten topologischen Rdume in die Kategorie Grp der Gruppen.

BEWEIS. Folgt direkt aus 6.2. 0

PROPOSITION 6.6. Seien C und D Kategorien und F: C — D ein Funk-
tor. Ist f ein Isomorphismus zwischen Objekten in C, so ist F(f) ein Iso-
morphismus in D.

BEWEIS. Es gibt einen Morphismus g mit gf = 1 und fg = 1. Es folgt
Flg)F(f) = F(gf) = F(1) = 1und F(f)F(9) = F(fg) = F(1) = L
(Analog im kontravarianten Fall.) O

Dies 14t sich insbesondere auf den Funktor m; anwenden. Etwas anders
formuliert folgt:

KOROLLAR 6.7. Seien X undY wegzusammenhdngende topologische Rdu-
me. Gilt m(X) 2 m(Y), so sind X und Y nicht homéomorph.

BEWEIS. In der Kategorie Top sind die Isomorphismen gerade die Homoo-
morphismen. O

PROPOSITION 6.8. Sei A C X ein Retrakt von X, sei xqg € A. Dann ist
der durch die Inklusion 1: A — X induzierte Homomorphismus v,.: m (A, xo) —
m (X, xo) injektiv.

BEWEIs. Es gibt eine Retraktion, d. h. eine stetige Abbildung r: X — A
mit 7 o = 14. Es folgt r, o, = 1, und insbesondere ist ¢, injektiv. O

LEMMA 6.9. Seixg € X ein Basispunkt. Sei f: X — 'Y eine Homotopie,
und sei h der Weg t — fi(x¢). Dann gilt

Py 0 (fo)r = (f1)
wobei @y, m (Y, fo(xo)) — m(Y, fi(xo)) den schon zuvor definierten Basis-
wechelsisomorphismus bezeichnet.
BEWEIS. Sei h; die Einschréankung von h auf [0, ¢], wobei aber wieder auf

das Intervall [0,¢] umparametrisiert wird, also h:(s) o h(ts). Dies ist also
ein Weg von fo(xo) nach f;(zg). Sei v eine Schlaufe in X mit Basispunkt z.
Dann ergibt h; * (f; o ¥) * h; eine Homotopie von Schlaufen im Basispunkt
fo(xo). Fiir t = 0 und ¢ = 1 erhilt man also fy oy ~ h* (f; 07) * h, also

Dok (foory)* h = fioyund damit @5((fo)([1])) = (f1)«([7]). N
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SATZ 6.10. Sei f: X — Y eine Homotopiedquivalenz zwischen topologi-
schen Riumen X undY . Sei xy € X. Dann ist f.: m (X, x0) — m (Y, f(20))

ein Isomorphismus.

BEWEIS. Es gibt ein stetiges g: Y — X mit go f ~ 1y und fog~ 1y.
Betrachte die Komposition der induzierten Abbildungen

(X, o) L 1 (Y, flwo) 2 m (X, g(f(x0) L mi(Y, Fg(f(20)))).

Wegen g o f ~ 1x erhélt man mit dem Lemma g, o f, = &, fiir einen
Weg h, also ist g, o f, ein Isomorphismus, insbesondere f, injektiv. Genauso
erhélt man, dass f, o g, ein Isomorphismus und insbesondere f, surjektiv ist.
Insgesamt ist also f, bijektiv. O

Eine haufige Anwendung ist die folgende Umformulierung;:

KOROLLAR 6.11. Seien X und Y wegzusammenhdngende topologische
Réaume. Gilt m(X) 2 m(Y), so sind X und Y nicht homotopiedquivalent.

KOROLLAR 6.12. Sei A C X ein Deformationsretrakt von X, sei xg € A.
Dann ist der durch die Inklusion v: A — X induzierte Homomorphismus
Le: (A, z0) — m (X, x0) ein Isomorphismus.

KOROLLAR 6.13. Sei X ein zusammenziehbarer Raum. Dann ist X ein-
fach zusammenhdngend.

BEMERKUNG 6.14. Sei C eine Kategorie. Sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf Ob(C) (meist: Isomorphie von Objekten). Sei M eine Klasse. Eine Ab-
bildung 7: Ob(C) — M heifit eine Invariante bzgl. ~, wenn fir alle X, Y €
Ob(C) gilt:

X~Y = [(X)=I().

Gilt auch immer die Umkehrung, so heifit die Invariante vollstindig. Es folgt:

m ist eine Invariante auf der Kategorie der punktierten topologischen
Rdaume bzgl. Homdomorphie, sogar bzgl. Homotopiedquivalenz.

Sind G und G5 zwei Gruppen, sie ist das Produkt G; x G5 ein Gruppe

. .. def
mit der folgenden Verkniipfung: (g1, g2) X (91, 95) = (9191, 9295)-

SATZ 6.15. Seien (X, xo) und (Y, yo) punktierte topologische Riume. Die
Abbildung

(X XY, (20,50)) — m(X,10) X (Y, %)
v~ (px o9l [py 0])

(mit Projektionen px: X XY — X und py: X xY — Y ) ist ein Isomor-
phismus.

BEWEIS. Die Aussage wurde schon in den Ubungen behandelt. U
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7. Die Fundamentalgruppe einer n-Spihre
SATZ 7.1. Sein > 2. Dann gilt 7 (S™) = 0.

BEWEIS. Sei 7 eine Schlaufe in S™ mit Basispunkt xy. Wenn es einen
Punkt z € S™ gibt mit & ([0, 1]), so ist v nullhomotop, denn S™ \ {z}
ist homGomorph zum R™. Also geniigt es zu zeigen, dass v homotop zu einer
nicht-surjektiven Schlaufe ist.

Sei x € S™ ein Punkt mit x # xg. Sei U eine offene Kugel um z in
U mit g ¢ U. Es ist v~ 1(U) C]0, 1 offen, also disjunkte Zerlegung von
offenen Intervallen |a;, b;[ (denn die Zusammenhangskomponenten in einem
lokal zusammenhéngenden Raum sind offen, vgl. 1.6.18). Die kompakte Men-
ge f~1(z) liegt in der Vereinigung endlich vieler dieser offenen Intervalle. Fiir
ein solches |a;, b;] sei v; der Weg, der durch Einschrankung von v auf [a;, b;]
entsteht. Dieser Weg liegt im Abschluss von U, wobei f(a;) und f(b;) auf
dem Rand liegen. Da n > 2 ist, gibt es einen Weg 3; in U, dessen Bild dis-
junkt ist von z, etwa einen Weg auf dem Rand von U, welcher homéomorph
zu einer Sphire S"!, also wegzusammenhingend ist. Der Abschluss von U
ist hombomorph zu einer konvexen Teilmenge des R”, also sind ~; und (; ho-
motop. Also kann v homotop abgeéndert werden, indem ~; durch ; ersetzt
wird. Wiederholt man dies fiir die endlich vielen Intervalle Ja;, b;[, die f~'(x)
enthalten, so bekommt man eine Schlaufe 3 in S”, die homotop ist zu v und
mit x ¢ 3([0,1]). O

BEISPIEL 7.2. Sei x € R". Dann ist R" \ {z} homdomorph zu S"~! x R.
Also ist 7 (R™ \ {z}) ~ m(S"1) x 71(R), und es folgt

n=2;
n > 2.

m(®"\ (o)) = {f

KOROLLAR 7.3. Fiir n # 2 ist R™ nicht homdomorph zu R2.

Allgemeiner gilt, dass R™ nicht homéomorph ist zu R” ist, falls m # n.
Dafiir braucht man aber “héhere” Homotopiegruppen oder Homologiegrup-
pen.

BEWEIS. Angenommen, f: R? — R" ist ein Homdomorphismus. Dann
sind R?\ {0} und R™\ {f(0)} homomorph. Im Fall n = 1 gibt es sofort einen
Widerspruch, denn R?\ {0} ist wegzusammenhéngend, R\ {f(0)} aber nicht.
Sei also n > 2. Aber dann zeigt das vorherige Beispiel, dass R? \ {0} und
R™\ {f(0)} nicht-isomorphe Fundamentalgruppen haben, Widerspruch. [

8. Satz von Seifert und van Kampen

Freie Produkte von Gruppen. Seien G und H Gruppen. Das direkte
Produkt Gruppe G x H hat die Eigenschaft, dass G und H natiirlich darin
einbetten, und dann Elemente aus G' mit Elementen aus H kommutieren.
Soll dies nicht gelten, so bildet man das freie Produkt G « H: Die Elemente
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sind beliebige reduzierte Worter der Form ajas...a, von beliebiger, end-
licher Lénge n, wobei a; € (G U H) \ {1} gilt, und benachbarte Elemente
a;, a;11 nicht in derselben Gruppe liegen (beliebe Worter konnen immer re-
duziert werden). Verschiedene reduzierte Worter liefern (per definitionem)
verschiedene Elemente. Zwei solche reduzierten Worter a; ... a, und by ... b,,
werden multipliziert, indem man sie einfach hintereinander schreibt. Sind da-
bei a, und b; in derselben Gruppe, so nimmt man deren Produkt a,b; als
“Buchstaben” an der Stelle; falls dies das neutrale Element ergibt, wird es
weggelassen, u.s.w. Das “leere” Wort (der Léange null) ist das neutrale Ele-
ment. Man zeigt, dass dies eine assoziative Verkniifung gibt. Ist a; ... a, ein
reduziertes Wort, so ist auch a;'...a;" ein reduziertes Wort, und offenbar
das Inverse.

BEISPIEL 8.1. (1) Wir schauen uns Z*Z an. Dazu sei a der Erzeuger
der einen Kopie von Z, und b der Erzeuger der anderen Kopie. Dann
ist etwa a®b~2ab a2 ein reduziertes Wort.

(2) Ein reduziertes Wort in Zg * Z, ist einfach ein “alternierendes” Wort
ababa o. #. Man beachte, dass a? = 1 = b? gilt.

Durch die folgende “universelle Eigenschaft” ist das freie Produkt (bis
auf Isomorphie) eindeutig bestimmt:

PROPOSITION 8.2 (Universelle Eigenschaft der freien Produkts). Seien
G1, G, H Gruppen. Seien f1: Gy — H und fy: Gy — H Gruppenhomomor-
phismen. Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus f: G *x Gy —

H mit flg, = fi und flg, = fo.

BEWEIS. Ist a; ... a, ein reduziertes Wort mit a;, € G, (mit o;; € {1, 2}),
so definiert man (und muss dies so tun)

def

flay...an) = fa,(a1) ... fa,(an).
U

SATZ 8.3. Sei der topologische Raum X Vereinigung der wegzusammen-
hingenden, offenen Teilrdume U und U’. Es sei UNU’ wegzusammenhdngend,
und enthalte einen Basispunkt xq. Bezeichne mit j: U — X, j': U — X,
i:UNU = U undi: UNU — U die Inklusionen. Die induzierten Homo-
morphismen j, und j.. liefern eine eindeutige Fortsetzung ®: m(U)*m (V) —

T (X) .
(1) Das Diagramm

1st kommutativ.
(2) P ist surjektiv.
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(3) Der Kern N von ® ist der durch alle Elemente der Form
(W) (w)™ (wem(UNU)

erzeugte Normalteiler.

(4) Es ist m(X) ~ (m (U) * 7 (U"))/N.

BEWEIS. Aussage (1) ist wegen j o4 = j' o4 klar. Aussage (4) folgt
sofort aus (2) und (3) mit dem Homomorphiesatz fiir Gruppen. (EXKURS:
Homomorphiesatz.)

(2) Seiv: [0,1] — X eine Schlaufe mit Basispunkt 2. Zu jedem s € [0, 1]
gibt es eine Umgebung V; in [0, 1] mit v(V;) C U oder (Vi) C U’. Dabei
kann man V; als offenes Intervall annehmen, dessen Abschluss nach U bzw. U’
abgebildet wird. Da [0, 1] kompakt ist, reichen endlich viele solcher Intervalle,
die [0,1] iiberdecken. Die Endpunkte dieser Intervalle ergeben dann eine

Partition 0 = so < 51 < ... < s, = 1, so dass v([s;_1,s:;]) € U oder
v([si-1, 8:]) C U’ gilt. Sei U; eine der Mengen U oder U’ mit y([s;_1, s;]) C Us;.
Sei v; die Einschrankung von « auf [s;_1, s;] fiir jedes i = 1,..., m. Es ist

dann v = vy % ... % 7,. Da U; N U;;; wegzusammenhéngend ist, gibt es einen
Weg (3; in U; N U;yq von xg nach y(s;) € U; N Uyy1. Die Schlaufe

(m *31)*(51 *72*32)*(52*’73*52)*---*(577%1*’%)

ist homotop zu « und ist eine Komposition von Schlaufen (jeweils innerhalb
der Klammern), die in U; liegen. Also liegt [7] im Bild von ®.

(3) Wegen (1) liegen die Elemente i, (w)i’,(w)™! (w € m(UNU’) in N.
Dass Kern @ der kleinste Normalteiler N ist, der diese Elemente enthélt, ist
nur aufwandig zu zeigen. Aus Zeitgriinden zeigen wir nur die Strategie: Sei
[7] € m1(X). Ein formales Produkt [y1] - - [yx] heifit Faktorisierung von [7],
wenn jedes 7; eine Schlaufe in U; = U oder U; = U’ ist mit Basispunkt
xo, und [y;] € m (U;) die Homotopieklasse ist, und « homotop zu v * ... %
v, ist. Ein Faktorisierung von [y] ist also ein Wort (moglicherweise nicht
reduziert) in my (U)*m (U’). Der Beweis von (2) hat gezeigt, dass jedes [y] eine
Faktorisierung besitzt. Wir nennen zwei Faktorisierungen von [y] dquivalent,
wenn sie durch eine endliche Folge von Transformationen des folgendes Typs
oder ihrer Inverse auseinander hervorgehen:

e Gehoren zwei aufeinanderfolgende Faktoren [v;] und [v;11] beide
gleichzeitig zum selben 7 (U;), so wird aus [v;][yi41] ein einziger
Faktor [y; * vi41];

e Ist 7; eine Schlaufe in U N U, so fasse [y;] € m(U) als Element in
m(U’) auf, bzw. umgekehrt.

Aquivalente Faktorisierung ergeben nach der Definition von N also dasselbe
Element in der Faktorgruppe (m(U) % m1(U’))/N. Es ist zu zeigen, dass je
zwei Faktorisierungen von [y] 4quivalent sind, denn dann folgt, dass die durch
® induzierte Abbildung (7 (U) *m(U’))/N — m1(X) injektiv ist, d. h. N ist
genau der Kern von &. ([l



9. UBERLAGERUNGEN 63

KOROLLAR 8.4 (Wedge-Summen). Seien (X, xg) und (X', xy) punktierte
topologische Riume. Sei X V X' die Wedge-Summe, d. h. die topologische
Summe von X und X', wobei xy und xj, identifiziert werden. Nehme an,

dass xqy (bzw. xy) ein Deformationsretrakt einer offenen Umgebung V' (bzw.
V') in X (bzw. X') ist. Dann gilt

m (X VX') ~m(X) *m(X).

BeweEs. Seien U < X vV und U ¥ Vv X’. Dann ist X ein Deforma-
tionsretrakt seiner offenen Umgebung U und X' ist ein Deformationsretrakt
seiner offenen Umgebung U’. Es ist U N U’ = V N V', was zu einem Punkt
deformationsretrahiert. Auflerdem ist X V X’ = U U U’. Es folgt mit dem
Satz von Seifert und van Kampen, dass

m(XVX)=mUUU) ~m(U)«m(U)/1 ~m(X) *m (X).

BEISPIEL 8.5. Es ist m;(S'V S') ~Z x Z.

9. Uberlagerungen

DEFINITION 9.1. Sei X ein topologischer Raum. Ein topologischer Raum
X zusammen mit einer stetigen Abbildung p: X — X heiBt Uberlagerung
von X, wenn folgende Eigenschaft gilt:

e Es gibt cine offene Uberdeckung (U;);er von X, so dass sich fiir
jedes i € I das Urbild p~(U;) € X in eine disjunkte Vereinigung
von offenen Mengen zerlegt, die alle jeweils durch p homéomorph
auf U; abgebildet werden.

Beachte: Fiir die Abbildung p = exp: R — S war dies gerade die Eigen-
schaft (d) aus dem Beweis von Satz 4.1. Man beachte, dass nicht gefordert
wird, dass p~!(U;) nicht-leer sein muss, d. h. p muss nicht notwendig surjektiv
sein.

PROPOSITION 9.2. Eine Uberlagerung p: X — X st offen.
BeEwEIs. Entfillt aus Zeitgriinden. U

DEFINITION 9.3. Gegeben sei eine Uberlagerung p: X - X. Ist f: YV —
X eine stetige Abbildung, so heifit eine stetige Abbildung f: Y — X eine
Hochhebung von f, falls po f = f gilt.

PrRoOPOSITION 9.4 (Homotoplehochhebungselgenschaft) Gegeben sei ei-
ne Uberlagerung b X — X und eine Homotopie f;: Y — X, sowie ei-
ne Hochhebung fo Y — X wvon fo. Dann gibt es genau eine Homotopie
ft Y — X die die Homotopie f, hochhebt und fiir t = 0 mit dem gegeben
fo tibereinstimmd.

BEWEIS. Dies ist die Eigenschaft (c¢) aus dem Beweis von Satz 4.1. Der
Beweis geht in der allgemeinen Situation genau wie dort. 0
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Spezialfille:

e Besteht Y aus einem Punkt, so ist dies gerade die Hochhebungseigen-
schaft fiir Wege, die Eigenschaft (a) aus dem Beweis von Satz 4.1.
e Fiir Y = [0, 1] bekommt man die Hochhebungseigenschaften fiir Ho-
motopien von Wegen, also die Eigenschaft (b) aus dem Beweis von
Satz 4.1.
Bezeichne im folgenden p: X — X eine Uberlagerung. Sei 2o € X ein
Basispunkt, so sei g € X ein Urbild unter p.

PROPOSITION 9.5. (1) Der induzierte Homomorphismus p, : m (X, 7o) —
m1 (X, o) ist injektiv.
(2) Das Bild p.(m1(X,Zo)) in w1 (X, x0) besteht aus den Homotopieklas-
sen von Schlaufen mit Basispunkt xy, deren Hochhebungen, die in
To starten, Schlaufen sind.

BEWEIS. (1) Sei [8] € m1(X, Zo) mit p,([]) = 1. D. h. es ist po3 homotop
zur konstanten Schlaufe in 3. Wegen der Eindeutigkeit von Hochhebungen
von Homotopien ist dann § = 5 homotop zur konstanten Schlaufe, also

5] = 1.

(2) Ist [v] im Bild von p,, dann gibt es eine Schlaufe 5 mit Basispunkt
Zo und po B =~ v. Da poy = ~ gilt, folgt § ~ 7, also ist auch 7 eine
Schlaufe. Umgekehrt, ist v eine Schlaufe mit Basispunkt g, so dass auch 5
eine Schlaufe ist, so ist offenbar [v] = p.([7]). O

DEFINITION 9.6. Die Untergruppe p,(m (X, %)) von my (X, o) heift die
charakteristische Untergruppe der Uberlagerung p: (X, o) — (X, o).
Sei z € X. Dann ist die Kardinalitéit der Menge p~!(z) lokal konstant.

Ist X zusammenhéngend, so ist die Anzahl konstant fiir alle x € X. Diese
Anzahl wird die Bldtterzahl genannt. (Sie kann unendlich sein.)

PROPOSITION 9.7. Die Blitterzahl einer Uberlagerung p: ()?, Zo) — (X, z0),
wobei X und X wegzusammenhdingend sind, ist gleich dem Index der Unter-
gruppe p,(m1(X,Zo)) in w1 (X, x0).

BEwEIS. Entféllt aus Zeitgriinden. ([l

PROPOSITION 9.8 (Hochhebungskriterium). Sei eine Uberlagerung p: ()?, Zy) —
(X, z0) und eine stetige Abbildung f: (Y,y0) — (X, o) gegeben, wobei Y
wegzusammenhdngend und lokal wegzusammenhdngend ist. Dann sind dquivalent:

(1) Es existiert eine Hochhebung f: (Y, o) — (X,%o).
(2) fe(m(Y,50)) S pe(m(X, Z0)).

BEWEIS. (1)=(2): Es ist f, = p, o f., also f.([7]) = p.([f 0 7).

(2)=(1): Sei y € Y. Sei v ein Weg in Y von y, nach y. Es ist f o ein
Weg in X, der in z( startet. Dieser hat eine eindeutige Hochhebung f o,
ein Weg, der in 7, startet. Definiere f(y) X fo~(1). Dies ist wohldefiniert:
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Denn sei 4/ ein weiterer Weg in Y von 7o nach y. Dann ist (f o y') * (f o)
eine Schlaufe B, mit Basispunkt zo mit [Go] € f.(m1 (Y, 50)) C pu(m (X, To)).
Das heifit, es gibt eine Homotopie §; von [y zu einer Schlaufe f;, die zu
einer Schlaufe ; mit Basispunkt o hochgehoben werden kann. Es konnen
dann alle Homotopien f; zu Homotopien ; hochgehoben werden. Da ﬁl eine
Schlaufe mit Basispunkt zy ist, gilt dies auch fiir 60 Wegen der Eindeutigkeit
der Hochhebung von Wegen ist f/g;’ die erste Halfte von Eo, und die zweite
Hilfte von 50 ist fc;/fy riickwérts durchlaufen; der gemeinsame Mittelpunt
ist m(l) = m’ (1). Also ist dieser Wert unabhéngig von der Wahl von
.

f ist stetig: Hier geht der lokale Wegzusammenhang von Y ein. Sei
y € Y, und sei V eine offene Umgebung von f(y) Wegen 9.2 kann man
ohne Einschrinkung annehmen, dass V' so klein ist, dass p : V' — p(V) ein
Homdoomorphismus auf die offene Umgebung p(V') von f(y) ist. Wahle eine
wegzusammenhéngende offene Umgebung W von y in Y, so dass f(W) C
p(V) gilt (da f stetig und Y lokal wegzusammenhéngend ist). Sei v ein Weg
von yo nach y. Sei 3y € W, und 3 ein Weg von y nach 3" in W. Dann ist der
Weg (f o) (fof)in X, und ergibt eine Hochhebung ]7\0/7 * m in )Z,
wobei f/;/ﬁ p~'ofofB mit dem Umkehrhomdomorphismus p= : p(V) — V
ist. Es folgt f(W)=pL(f(W)) C V. O

PROPOSITION 9.9 (Eindeutigkeit der Hochhebung). Sei f: Y — X ste-
tig mit zwei Hochhebungen fl, f2 X — X, die in einem Punkt von Y
tibereinstimmen, wober Y zusammenhdngend ist. Dann gilt f1 fz

BEWEIS. Sei y € Y. Sei U eine offene Umgebung von f (y) in X, so dass
p~}(U) eine disjunkte Vereinigung von offenen Menge U, ist, die durch p
homoéomorph auf U abgebildet werden. Sei etwa fl( ) € U1 und fg( ) € Us.
Es gibt eine Umgebung W von y mit fl( ) C U, und fg( ) C Us. Falls
fl( ) # fg( ), sind U, und U, ungleich, also disjunkt, und deshalb durchweg
f1 + f2 auf W. Falls jedoch fl( ) = fg( ), so ist U, = Uy und es folgt
f1 = f2 auf W. Da Y zusammenhéngend ist, und weil fi und f2 in einem
Punkt iibereinstimmen, folgt ]?1 = ﬁ auf ganz Y. 0J

9.10. Wir wollen eine “Galois-Korrespondenz” zeigen, eine Bijektion zwi-
schen den wegzusammenhingenden Uberlagerungen eines (lokal) wegzusam-
menhéngenden Raumes X und den Untergruppen der Fundamentalgruppe

m1(X). Dabei soll einer Uberlagerung p: (X, 7o) — (X, o) die charakteristi-
sche Untergruppe p, (m1(X, o)) von (X, zo) zugeordnet werden. Soll dies
gelten, so muss zumindest eine Uberlagerung p: (X, 7o) — (X, o) zur tri-
vialen Untergruppe von (X, xy) existieren. Wegen der Injektivitat von p,
ist also m (X, 7)) trivial, d. h. es ist X einfach zusammenhéngend.

Eine notwendige Bedingung dafiir ist sicherlich folgende: Jeder Punkt
x € X hat eine Umgebung U, so dass die inklusionsinduzierte Abbildung
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m(U,x) — m (X, x) trivial ist. Denn es gibt eine Umgebung U von z mit
einer Hochhebung U , die durch p hom6éomorph auf U abgebildet wird. Jede
Schlaufe in U lisst sich hochheben zu einer Schlaufe in U ; diese ist in X aber
nullhomotop. Komponiert man diese Nullhomotopie mit p, so ergibt sich fiir
die urspriingliche Schlaufe in U eine Nullhomotopie in X.
Gilt dies, so sagt man, dass X semilokal einfach zusammenhdingend ist.
Wir nehmen diese notwendige Bedingung nun an. Sei also X
e wegzusammenhéngend,
e lokal wegzusammenhéngend, und
e semilokal einfach zusammenhéngend.
Wir konstruieren nun einen einfach zusammenhéngenden Uberlagerungsraum
X.

Motivation: Angenommen p: (X, %) — (X, ) ist eine Uberlagerung,
mit X einfach zusammenhéngend. Ist = € X , 80 gibt es genau eine Homoto-
pieklasse von Wegen in X von 7o nach 7. Wegen der eindeutigen Hochhebung
von Homotopien sind Homotopieklassen von Wegen in X , die in x( starten,
dasselbe wie Homotopieklassen von Wegen in X, die in z( starten. Wir de-
finieren also:

X« {[7] | ¥ Weg in X, der in z, startet}.

Auch hier werden wieder Homotopien relativ Anfangs- und Endpunkt be-
trachtet. Definiere _

p: X — X, [v] —~(1).
Es ist p offenbar wohldefiniert und surjektiv.

BY {U C X | U wegzshgd., m(U) — m(X) trivial}

ist eine Basis der Topologie auf X (einfach). Ist U € B und 7 ein Weg in X
von xy zu einem Punkt in U, so sei

def . . v

U = {[y=n] | n Weg in U mit n(0) = v(1)} € X.
Es ist p: Uy — U surjektiv (da U wegzshgd.) und injektiv (da m(U) —
7 (X) trivial). Man zeigt, dass die U, eine Basis einer Topologie auf X

bilden, und es ist p: U,; — U ein Homéomorphismus, denn p liefert eine
Bijektion zwischen den V' C U € Bund V},) C Uy, denn Vi) = p~H (V) NUy;.

Es folgt weiter, dass p: X=X stetig ist. Auflerdem ist fiir U € B
p ' (U) = U,
]
und dies liefert eine Partition, denn aus [§] € U}, folgt Ujg = Uy

Es ist noch zu zeigen, dass X einfach zusammenhéngend ist. Sei dazu
[v] € X, sei

def {'y(s) 0<s<t;
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Es ist I': [0,1] — X, ¢ — [,] ein Weg, der in der Homotopieklasse [z]

des konstanten Weges in zy started und in [y] = [y1] endet. Also ist X
wegzusammenhingend. Da p, injektiv ist, geniigt es, p, (1 (X, [z])) = 0 zu
zeigen. Sei also [y] in dieser charakteristischen Gruppe. Es gilt p o T'(t) =
p([ve)) = 7(1) = ~(t), also ist I' eine Hochhebung von I', also eine Schlaufe.

Also ist [zo] =T'(0) =I'(1) = [v], also ist v nullhomotop.
Wir haben also gezeigt:
SATZ 9.11. Set X ein topologischer Raum, der

e wegzusammenhdngend,
e lokal wegzusammenhdngend, und
e semilokal einfach zusammenhdngend

ist. Dann gibt es eine Uberlagerung p: X — X, wober X einfach zusam-
menhdngend ist.

PROPOSITION 9.12. Sei X ein topologischer Raum, der

e wegzusammenhdngend,

o [okal wegzusammenhdngend, und

e semilokal einfach zusammenhdngend
ist. Sei xg € X ein Basispunkt und H C m(X,x¢) eine Untergruppe. Dann
gibt es eine Uberlagerung p: (X, rr) — (X, 20) mit charakteristischer Un-
tergruppe H und wegzusammenhdngendem X.

BEWEIS. Sei p: (X, Ty) — (X, z) eine Uberlagerung mit X einfach zu-
sammenhéngend. Fiir [7], [y] € X definiere [7] ~ [y, falls v(1) = ~/(1)
gilt und [y x /] € H gilt. Aus der Untergruppeneigenschaft von H folgt,
dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Sei Xy der Quotientenraum X / ~. Mit
X ist auch X n wegzusammenhéngend. Sei pH: Xy — X induziert durch
[7] — ~v(1). Man zeigt dann, dass dies eine Uberlagerung mit charakteristi-
scher Untergruppe H definiert. O

DEFINITION 9.13. Seien p;: (X1, 71) — (X, xo) und pa: (Xs, 2) — (X, 20)
Uberlagerungen von X. Ein Homéomorphismus f: X; — X» mit f (T1) =Ty
heiBt Isomorphismus von Uberlagungen, wenn py o f = p; und f(Z,) = @,
gilt. (Gibt auch eine Version ohne Basispunkte.) Gibt es einen solchen, so
heiBen entsprechend die Uberlagerungen isomorph.

PROPOSITION 9.14. Sei X wegzusammenhingend und lokal wegzusam-
menhdngend, und seien p : (X1,71) — (X, z0) und py: (Xo,72) — (X, x0)
Uberlagerungen von X . Dann sind dquivalent:

(1) Es gibt einen Uberlagerungsisomorphismus f : X: — Xo.
(2) Bs gilt (p1)«(m1(X1,71)) = (p2)«(m1(Xa2, T2)).

BEWEIS. Gilt (1), so folgt aus p; = py o f und py = p; o f~! die Gleich-
heit der charakteristischen Untergruppen. Umgekehrt gelte (2). Man kann p;
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hochheben zu p : ()?1, T1) — ()?2, Tg) mit poop; = p;. Analog findet man ein

p2 in die umgekehrte Richtung. Wegen der Eindeutigkeit der Hochhebungen

folgt dann ps o p; = 1%, sowie D1 0Py = 1, 0
Es folgt:

SATZ 9.15. Sei X ein topologischer Raum, der

o wegzusammenhdngend,

e [okal wegzusammenhdngend, und

e semilokal einfach zusammenhdngend
ist, und sei xg € X ein Basispunkt. Dann gibt es eine Bijektion zwischen
der Menge der Isomorphieklassen von Uberlagerungen p: (X,To) — (X, xo),
wobei X wegzusammenhdngend ist, und der Menge der Untergruppen H C
71 (X, x0). Hierbei wird jeder Uberlagerung ihre charakteristische Untergrup-
pe zugeordnet.

DEFINITION 9.16. Sei X wegzusammenhéngend und lokal wegzusam-
menhéngend. Eine Uberlagerung p: X — X, wobei X einfach zusammenhéngend
ist, heifit universelle Uberlagerung von X.

Eine universelle Uberlagerung ist bis auf Isomorphie von Uberlagerungen
eindeutig. Aus dem Hochhebungskriterium folgt:

KoroLLAR 9.17. Sei p: X — X universelle Uberlagerung des wegzu-
sammenhdngenden und lokal wegzusammenhdngenden Raums X. Dann ist
X eine Uberlagerung jeder Uberlagerung von X.

BEMERKUNG 9.18 (Decktransformationen). Sei p: (X, 7o) — (X, zo) ei-
ne wegzusammenhingende Uberlagerung des wegzusammenhéngenden, lokal
wegzusammenhédngenden Raums X. Sei G ()? ) die Gruppe aller Decktransfor-
mationen, das sind die Uberlagerungsisomorphismen f: (X, %) — (X, o).
Sei H C m(X, x¢) die charakteristische Untergruppe dieser Uberlagerung. Ist
H ein Normalteiler, so ist G(X) ~ 71 (X, z9)/H. Insbesondere: Ist p: X — X

universelle Uberlagerung, so ist G(X) ~ (X, xq).

BEISPIEL 9.19. FOLIE: Einige Uberlagerungen von S* v S' und deren
charakteristische Untergruppen.

10. (Hohere) Homotopiegruppen
11. Singuldre Homologie
12. Homotopieinvarianz

13. Erste Homologie und Fundamentalgruppe
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