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KAPITEL 1

Grundbegriffe

1. Mengen und Abbildungen

1.1 (Mengen). Wir werden hier keine axiomatische Mengentheorie be-
treiben. Deshalb nehmen wir hier den naiven Standpunkt ein und verstehen
unter einer Menge eine Zusammenfassung gewisser Objekte, den sogenannten
Elementen der Menge. Eine Menge X ist also eindeutig durch ihre Elemente
festgelegt, und man schreibt z € X, falls z ein Element ist in X, und x ¢ X,
falls x kein Element von X ist.

Beispiele:

(1) Die leere Menge ist die Menge, die kein Element enthélt. Sie wird
mit () bezeichnet.
(2) Die Menge aller Buchstaben in OTTO ist

X ={0,T,T,0} = {T,0,T,0} = {0, T}.

1,2,3,4,...} = {x | = ist eine natiirliche Zahl}.
0=190,1,2,3,4,...} = {x | x = 0 oder z ist eine natiirliche Zahl}.
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} ={0,+1,4+2} = {x | z ist eine ganze Zahl}.
Q={p/q|p€Z,qe N} ={z|zist eine rationale Zahl}.

R = {z | = ist eine reelle Zahl}.

1.2 (Bildungen von Mengen). Die Mengenaxiome (die wir hier nicht be-
handeln) lassen bestimmte Prozesse zu, um aus gegeben Mengen weitere zu
bilden. Dazu gehoren:

(1) Teilmengen. Sei X eine Menge. Fiir jedes x € X sei P(z) eine Aus-
sage, von der man iiberpriifen kann, ob sie fiir x wahr oder falsch ist.
Esist Y = {x € X | P(x) ist wahr} eine Teilmenge von X. Sie be-
steht aus denjenigen Elementen x von X, fiir die P(x) zutrifft. Man
schreibt Y C X. Zum Beispiel ist die Menge Rog = {zr € R | z > 0}
eine Teilmenge von R.

Eine Menge Y ist genau dann Teilmenge einer Menge X, wenn
fiir jedes y € Y gilt, dass y € X ist.
Zwei Mengen X und Y sind offenbar genau dann gleich, wenn
XCYund Y C X gilt.
(2) Vereinigung. Seien A und B Mengen. Dann heifit die Menge

AUBdéf{x|$€AoderazeB}

(sprich “A vereinigt B”) die Vereinigung oder Vereinigungsmenge
von A und B.
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Man kann folgende allgemeinere Konstruktion durchfiithren: Sei
X eine Menge und I eine Indexmenge. Fiir jedes ¢ € [ sei eine
Teilmenge X; C X gegeben. Dann ist

| JXi={z € X|esgibt eini € I mit x € X;}

el
eine Menge (eine Teilmenge von X), die Vereinigung der Mengen
X; (1el).

(3) Durchschnitt. Seien A und B Mengen. Dann heifit die Menge

ANBY (x| 2 € Aund z € A}
(sprich “A Durchschnitt B”) der Durchschnitt oder die Schnittmen-
ge von A und B.
Allgemeiner: Sei X eine Menge und I eine Indexmenge. Fiir jedes
1 € I sei eine Teilmenge X; C X gegeben. Dann ist

()X ={z € X |fiirallei € I gilt x € X;}
iel
eine Menge (eine Teilmenge von X)), der Durchschnitt der Mengen
X; (i el).
Ist I = {1, 2,..., n} endlich, so schreibt man auch |J;_, X; =
XiUXoU---UX, bzw. N, X; = XiNXoN---NX,.

(4) Differenz. Seien X und Y Mengen. Dann heifit die Menge

X\Y={zeX|zgV}

die Differenz von X und Y. Gilt Y C X, so nennt man X \ Y auch
das Komplement von Y in X.

(5) Kartesisches Produkt. Seien X7, ..., X,, Mengen. Dann heifit

HXi:X1><X2><---><Xn:{(:El,...,mn)|xi€Xifﬂrjedesi:1,...,n}

i=1

das (kartesische) Produkt der Mengen Xj,...,X,. Die Elemente

(x1,...,x,) nennt man auch n-Tupel (fiir n = 2 (geordnete) Paare
und fiir n = 3 (geordnete) Tripel). Zwei n-Tupel (xq,...,z,) und
(Y1, - -, Yn) sind genau dann gleich, wenn z; = y; firallei = 1,... ,n

gilt. Sei I eine Indexmenge und X; eine Menge fiir jedes i € I.
Dann definiert man analog allgemeiner J[..; Xi = {(2i)ier | z: €
X; fir alle ¢ € I}, Gilt X; = X fiir alle ¢ € I, so schreibt man auch
X7 statt [],.; X.

(6) Potenzmenge. Sei X eine Menge. Dann ist

X Yty 1y Cc X}

eine Menge, die Menge aller Teilmengen von X. Sie heifit die Po-
tenzmenge von X.
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BEMERKUNG 1.3. Das Auswahlaxiom besagt: Ist I eine nichtleere Index-
menge, und ist X; eine nichtleere Menge fiir jedes 7 € I, so ist das kartesische
Produkt ], , X; eine nichtleere Menge.

1.4 (Abbildungen). Seien X und Y Mengen. Eine Abbildung f: X — Y
zwischen X und Y besteht aus

(i) Dem Definitionsbereich X;
(ii) dem Wertebereich Y,
(iii) einer Zuordnungsvorschrift x — f(z), die jedem x € X ein eindeutig
bestimmtes Element f(x) € Y zuordnet.

Zwei Abbildungen f: X — Y und f’: X’ — Y” sind also genau dann gleich,
wenn X = X' Y =Y und f(x) = f'(z) gilt fir alle x € X. Beispiele:

(1) Sei X eine Menge. Dann heifit die Abbildung 1x = id,: X — X
mit idx(x) = x fiir jedes x € X die identische Abbildung auf X.

(2) Ordnet man jeder reellen Zahl z die reelle Zahl 22 + 5 zu, so erhilt
man die Abbildung (Funktion) f: R — R, x — 2% + 5. Da fiir
jedes z € R die Zahl 22 + 5 immer positiv (> 0) ist, kann man
auch die Abbildung g: R — R, x — 2% + 5 betrachten. Diese
hat denselben Definitionsbereich und dieselbe Zuordnungsvorschrift
wie f, aber einen anderen Wertebereich, und daher sind dies zwei
verschiedene Abbildungen!

(3) Ordnet man man jedem geordnetem Paar (z,y) € R x R deren
Produkt zy € R zu, so erhélt man die Abbildung p: R x R — R,
(2,y) = zy (= p(z,y)).

(4) Sei f: X — Y eine Abbildung. Ist A C X, so betrachtet man
haufig die Einschrinkung fla: A — Y, a — f(a) fir alle a € A.
Analog werden auch Einschrinkungen des Bildbereichs auf B C Y
mit f(A) C B betrachtet, vgl. Beispiel oben.

1.5 (Komposition von Abbildungen). Seien f: X — Y und g: YV — Z
Abbildungen (X, Y und Z Mengen). Dann kann man die folgende Abbildung
betrachten:

gof: X —Z go f(x) o g(f(x)) fir alle z € X.

(Sprich “g nach f”.) Man nennt g o f die Komposition (Verkniipfung, Ver-
kettung, Hintereinanderschaltung) der Abbildungen g und f.

BEMERKUNG 1.6. (1) Seien f: X =Y, 9:Y = Zund h: Z - W
Abbildungen. Dann gilt

(hog)of=ho(golf)

(2) Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt 1y o f = fund folyx = f.
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BeEwEIS. (1) Fir jedes x € X gilt:
[(hog)o fl(z) = (hog)(f(z))

= h(g(f(2)))

= h(go f(z))

= [ho(go fl(z).
(2) Fiir jedes x € X gilt 1y o f(z) = 1y(f(z)) = f(z) und f o lx(z) =
f(x(2)) = f(=). m

1.7 (Bild und Urbild). Sei f: X — Y eine Abbildung. Seien A C X und
B CY Teilmengen.

(1) Man nennt

f(A )def{f( Jjae Ay ={yeY |esgibteina € Amity= f(a)} CY

das Bild von A (unter f).
(2) Man nennt

[7B) < {zeX | fx) e By C X
das Urbild von B (unter f). Ist B = {y} einelementig, so schreibt
man auch f~!(y) statt f~'({y}).
1.8 (Injektiv, surjektiv, bijektiv). Sei f: X — Y eine Abbildung.
(1) f heiit injektiv, wenn fiur alle x, 2’ € X aus f(z) = f(z’) stets
x = 2’ folgt. (Oder dquivalent dazu: Fiir alle z, ' € X mit x # a2/

gilt f(x) # f(2).)

(2) f heifit surjektiv, wenn zu jedem y € Y ein z € X existiert mit

y = f(=).

(3) f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
1.9. Sei f: X — Y eine Abbildung. Eine Abbildung ¢g: ¥ — X heifit
Umkehrabbildung von f, falls go f = 1x und f o g = 1y gilt.

BEMERKUNG 1.10. Sei f: X — Y eine Abbildung. Eine Umkehrabbil-
dung zu f ist (falls sie existiert) eindeutig bestimmt.

BEWEIS. Es seien g, ¢': Y — X zwei Umkehrabbildungen zu f. Sei y €
Y. Dann gilt

gly) = g(1 ()) g(f ()) [go(fod)l(y)
y) =

Es folgt ¢’ = g. O
SATZ 1.11. Set f: X — Y eine Abbildung. Folgende beiden Aussagen
sind dquivalent:
(1) f st bijektiv.
(2) Zu f existiert eine Umkehrabbildung g: Y — X.
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Die Umkehrabbildung zu einer bijektiven Abbildung f wird meist mit
f~! bezeichnet.

BEWEIS. “(1)=(2)” Es gelte (1), d. h. f sei bijektiv. Sei y € Y. Da f
surjektiv ist, gibt es € X mit y = f(z). Ein solches Urbild = von y ist
eindeutig bestimmt, denn ist auch 2’ € X ein Urbild, also mit y = f(2’) und

damit f(z) = f(a'), so folgt x = 2’ aus der Injektivitéit von f. Definiere eine

Abbildung ¢g: Y — X durch g(y) “/ 2. Dann gilt fogy) = flx) =y =

1y (y), also f o g = 1y (y war beliebig in Y'). Sei umgekehrt z € X. Setze

Yy et (). Dann ist « ein (und damit das) Urbild von y. Nach Definition von

g gilt also g(y) = z, und es folgt go f(z) = g(f(x)) = g(y) =z = 1x(2); es
folgt also auch go f = 1x.

“(2)=-(1)" Es gelte (2), d. h. es gebe zu f eine Umkehrabbildung ¢g: ¥ —
X.

f ist injektiv: Seien z, ' € X mit f(x) = f(2'). Dann folgt z = g(f(z)) =
g(f(a)) = o'.

f ist surjektiv: Sei y € Y. Setze x = g(y). Dann gilt f(z) = f(g(vy))

<
oo

2. Gruppen

2.1. Sei X eine Menge. Eine Abbildung f: X x X — X (z,2') — f(x,2’)
heifit (innere) Verkniipfung. Statt f(z,z") benutzt man meist die suggestivere
Schreibweise x % 2’ = f(z,2'), mit einem Verkniipfungssymbol *. Weitere
Symbole sind je nach Kontext in Gebrauch, haufig auch - und +; letzteres
haufig, wenn die Verkniipfung kommutativ ist, d. h. wenn f(z,2') = f(2/, z)
gilt fiir alle x, ' € X. Das Paar (X, f) bzw. (X, *) nennt man auch eine
algebraische Struktur.

DEFINITION 2.2. Eine Menge G mit einer Verkniipfung G x G — G,
(a,b) — a b heifit eine Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(G1) Fiir alle a, b, ¢ € G gilt (a*b)*xc = ax(bxc) (d. h. die Verkniipfung
ist assoziativ).

(G2) Es gibt ein Element e € G mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes
a € Ggilt axe = aund e xa = a. (Man nennt e ein neutrales
FElement.)

(G3) Zu jedem a € G gibt es ein b € G mit b*a = e und axb = e. (Man
nennt b ein zu a inverses Element.

BEMERKUNG 2.3. Sei (G, ) eine Gruppe.

(1) Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.

(2) Zu jedem a € G ist das inverse Element b eindeutig bestimmt. (Man
schreibt dafiir b =a™'.)

BEWEIS. (1) Seien e und €’ zwei neutrale Elemente. Dann gilt

€ =exe=c¢
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(die erste Gleichheit, da e neutral ist, die zweite, da €’ neutral ist).
(2) Sei a € G, und seien b, b’ € G zwei zu a inverse Elemente. Dann gilt

b=bxe=bx(axt)=(bxa)xt =ext =V
U

Wird die Verkniipfung mit + bezeichnet, so schreibt man —a statt a=*.
(“Additive Schreibweise versus multiplikative Schreibweise.”)

DEFINITION 2.4. Sei (G,*) eine Gruppe. Ist * kommutativ, d. h. gilt
axb="bxa fiir alle a, b € G, so heifit die Gruppe G abelsch. (Nach dem
norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829).)

BEISPIELE 2.5. (1) (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Grup-
pen.

(2) (Q\ {0},-) und (R\ {0}, -) sind abelsche Gruppen.

(3) Die algebraischen Strukturen (Q,-) und (R,-) sind keine Gruppen,
denn die Null 0 ist nicht invertierbar: fiir jedes x € R gilt - 0 =
0 # 1.

(4) Die algebraische Struktur (N, +) ist keine Gruppe, denn es gibt kein
neutrales Element. (Fiir jedes = € N gilt z. B.  + 2 # x.) Die alge-
braische Struktur (N, +) hat zwar ein neutrales Element (nédmlich
0), ist aber auch keine Gruppe, denn etwa hat x = 2 kein inverses
Element: Fiir jedes y € Ny gilt 2 4+ y # 0.

(5) (Z\ {0}, ) ist keine Gruppe, denn z. B. ist a = 2 nicht invertierbar.

SATZ 2.6. Sei X eine Menge. Dann ist S(X) = Bij(X, X) die Menge
aller biyjektiven Abbildungen von X nach X eine Gruppe; die Verkniipfung

“w.

ist durch Komposition “o” von Abbildungen gegeben, neutrales Element ist
die identische Abbildung 1x auf X.

Die Elemente von S(X) heiflen auch die Permutationen von X. Ist X =
{1, 2,..., n}, so schreibt man auch S,, = S(X).

BEWEIS. Da hier Abbildungen von X in sich selbst betrachtet werden,
und da die Komposition bijektiver Abbildungen wieder bijektiv ist, ist die
Komposition eine wohldefinierte Verkniipfung auf S(X'). Nach Bemerkung 1.6
ist Komposition von Abbildungen assoziativ und 1x verhélt sich als neutrales
Element. Aus Satz 1.11 folgt die Existenz von inversen Elementen. O

BEMERKUNG 2.7. (1) Ist X eine Menge mit mindestens drei Elementen,
so ist die Gruppe S(X) nicht abelsch.
(2) Die Gruppe S, hat n! =1-2-...-n Elemente.

Im folgenden (und in Zukunft) werden wir die Verkniipfung oft als “Mul-
tiplikation -7 schreiben. Statt a - b werden wir dann haufig einfach ab schrei-
ben. Fiir “Additionen +” und “Komposition o” gilt diese Regelung nicht.

SATZ 2.8. Sei G eine Gruppe, seien a, b € GG.
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(1) (Kiirzungsregel) Wenn es ein ¢ € G gibt mit ca = cb oder mit
ac = be, so ist a = b.

(2) Es gibt genau ein x € G mit ax = b, nimlich x = a~'b. Es gibt
genau ein y € G mit ya = b, ndmlich y = ba™!

(3) Es gilt (a1t =a.

(4) Es gilt (ab)™t =b"ta™t.

BEWEIS. (1) Aus ca = ¢b folgt a = ea = ¢ tca = ¢ lcb = eb = b, aus
ac = be folgt a = ae = acc™! = bee™! = be = b.

(2) Fiir x “/ a=1b gilt ar = aa~'b = eb = b. Ist auch 2/ € G mit az’ = b,
so folgt 2’ = ex’ = a~tax’ = a~'b. Die andere Beziehung mit y folgt analog.

(3)Esist at- (a7t =e=a"ta. Aus (1) (kiirzen) folgt (a™')~! = a.

(4) Esist (b7ta ) (ab) = b7 (a"ta)b = b~ reb = b1b = e = (ab)~1(ab).
Aus (2) folgt b~'a™! = (ab)™". O

BEMERKUNG 2.9. (1) Satz 2.8 (3) und (4) besagen fiir (R, +): Fiir
jedes a € R ist —(—a) = a; fur alle a, b € R gilt —(a + b) =
(=b) + (—a) = (—a) + (—b). Statt a + (—b) schreibt man einfacher
a—b.

(2) Satz 2.8 (3) und (4) besagen fiir (R\ {0},-): Fir alle a € R\ {0} ist
1/a*a Fir alle a, be R\ {0} ist & =1 -2 =1.1
(3) Es sei X eine Menge. Fur S(X) besagt Satz 2.8 (3) und (4): Fiir
jedes f € S(X)ist (f~ 1)~ = f; fiir alle f, g € S(X) is ( fog)t=
g lofh
(4) Ist G eine nichtabelsche Gruppe, so gibt es a, b € G mit ab # ba.
Fiir solche Elemente gilt dann (ab)~! # a~'b~'. (Ubung.)

DEFINITION 2.10. Sei (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element e. Eine
Teilmenge U C G heifit Untergruppe, falls folgendes gilt:

(Ul) e U.
(U2) Fiir alle a, b € U gilt ab € U.
(U3) Fiir allea € U gilt a™* € U.

b

Es ist offensichtlich, dass U mit der auf U eingeschriankten Verkniipfung
selbst wieder eine Gruppe ist. Das Assoziativgesetz gilt in G, also dann
erst recht in U.

(132

SATz 2.11. Sei (G, +) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G ist genau dann
eine Untergruppe, wenn folgendes gilt:

(1) U #0.
(2) Fiir allea,be U gilt ab™' € U.

BEWEIS. “=" Sei U eine Untergruppe. Dann ist e € U nach (U1), also
U=#0.Sind a, be U, soist b! € U wegen (U3) und dann ab~' € U wegen
(U2).

“<” Es gelten die beiden oben genannten Bedingungen. Da U # () gibt
es ein ¢ € G. Nach der zweiten Bedingung ist dann aber e = cc™! € U, also
gilt (U1). Fiir jedes b € U gilt nach der zweiten Bedingung b=! = eb™! € U,
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also (U3). Sind nun a, b € U beliebig, so ist dann ab = a(b~!)~! € U, also
gilt (U2). O

BEISPIELE 2.12. (1) fiir jede Gruppe G (mit neutralem Element e)
gilt: {e} und G sind Untergruppen von G.
(2) Es ist Z eine Untergruppe von (Q, +) und auch von (R, +).
(3) Esist (Q\ {0},) eine Untergruppe von (R \ {0}, ).

3. Korper

Wir betrachten nun eine weitere algebraische Strukur. Als Vorbild dient
uns dabei die Menge der reellen Zahlen mit ihrer Addition und Multiplikation
und den entsprechenden Rechenregeln.

DEFINITION 3.1. Es sei K eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen ge-
geben sind, eine “Addition” +: K x K — K und eine “Multiplikation”
-+ K x K — K, fiir die die folgenden Eigenschaften gelten:

(K1) (K, +) ist eine abelsche Gruppe; das neutrale Elemente wird mit 0
(“null”) bezeichnet.
(K2) (K'\{0},) ist eine abelsche Gruppe; das neutrale Element wird mit
1 (“eins”) bezeichnet.
(K3) In K gelten die Distributivgesetz: Fiir alle a, b, ¢ € K gilt a-(b+c¢) =
a-b+a-cund (a+0b)-c=a-c+b-c
Dann heifit K ein Korper.

BEMERKUNG 3.2. Sei K ein Korper.

(1) Wir schreiben auch hier haufig kiirzer ab statt a - b.

(2) Um Klammern zu sparen, verwenden bei der Schreibweise die Kon-
vention “Punktrechnung vor Strichrechnung”, d. h. - bindet stérker
als +. Diese Konvention haben wir schon in (K3) benutzt, denn
sonst hétten wir dort z. B. a- (b+¢) = (a-b) + (a - ¢) schreiben
miissen.

(3) Fiir jedesa € K gilt a-0=0=0-a. (Beweis: a-0 =a-(0+0)
a0+ a-0, und Kiirzen (in der Gruppe (K,+)) ergibt a - 0 = 0;
analog 0-a =0.)

(4) Fir alle a, b € K gilt a-b = b-a. (Beweis: Fiir a, b # 0 gilt dies nach
Defnition (K2);ist @ = 0 oder b = 0, so folgt dies aus der vorherigen
Bemerkung.)

(5) Ebenso gilt (ab)c = a(bc) fur alle a, b, c € K.

(6) Sind a, b € K, so schreibt man a — b statt a + (—b).

(7) (Die folgende Aussage ist schon implizit in der Formulierung des
Axioms (K2) enthalten. Sie wiirde aber auch unter einer abgeschwéchten
leicht Annahme mit folgendem Argument gelten.) Fiir alle a, b € K
gilt: Sind @ # 0 und b # 0, so ist ab # 0. (Beweis: Denn aus ab = 0
folgt a = a(bb™!) = (ab)b=' = 0- b=+ = 0, Widerspruch.)

BEISPIELE 3.3. (1) Q und R sind Korper (mit der tiblichen Addition
und Multiplikation).

(K3)
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(2) Z ist kein Korper.

(3) Es sei Fy eine Menge mit zwei Elementen, die mit 0 und 1 bezeich-
net seien. Auf Fy definieren wir zwei Verkniipfungen + und - durch
folgende Wertetafeln:

+ 1101 1011
o0t 0foo
T 1o

Man priift leicht nach, dass damit Fy zu einem Korper wird, mit
Nullelement 0 und Einselement 1.

DEFINITION 3.4. Es sei L ein Korper. Eine Teilmenge K C L heifit
Unterkérper (oder Teilkérper) von L, und L heifit dann auch Oberkdrper
von K, wenn folgendes gilt:

(1) K ist Untergruppe von (L, +).
(2) K\ {0} ist Untergruppe von (L \ {0}, ).
Es ist klar, dass ein Unterkoérper K von L mit den von L vererbten
Verkniipfungen selbst wieder ein Korper ist.

BEISPIELE 3.5. (1) Es ist Q ein Unterkérper von R.
(2) Definiere K%Y {a+b-v2|a,beQ} CR.

(a) Es gilt Q C K. Fiir alle a, o, b, b’ € Q gilt

(a+b-V2)+(d +V-V2)=(a+d)+ D+ V)V2€ K
und

—(a+b-V2) = (—a)+ (=b)- V2 € K

. Also ist K eine Untergruppe von (R, +).

(b) Fiir alle a, o', b, b’ € Q gilt

(a+b-V2) - (a + b -V2) = (ad + 200') + (abl + a'b)V/2 € K.

Sei z € K mit x # 0. Dann existieren a, b € Q mit z = a+bv/2.
Es ist a — bv/2 # 0 (denn andernfalls ist a = b\/ﬁ; ist b =0,
so folgt auch a = 0 und daher x = 0, im Widerspruch zur
Annahme 2 # 0; also b # 0, aber dann folgt /2 = 7 € Qim

Widerspruch zu der Tatsache v/2 ¢ Q.)
Es folgt a® — 20> = (a + bv/2) - (a — by/2) # 0 und

1 1 a—bv2
T a+ V2 (a+bV2)-(a—bV2)
a—b\/§: a

—b
2¢ K.
a? — 2h? 612—2b2—i_cz2—2b2\/_e

(¢) Aus (a) und (b) folgt, dass K ein Unterkorper von R ist. Es ist
K auch ein Oberkorper von Q.

LEMMA 3.6. V2 ¢ Q.
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BEwEISs. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch und nehmen an,
dass v2 € Q gilt. Weil auBerdem /2 > 0 ist, gibt es dann a, b € N mit
V2 = 7. Dabei kénnen wir ohne Einschréinkung annehmen, dass der Bruch
7 gekiirzt vorliegt, d. h. @ und b haben aufler 1 keinen gemeinsamen Teiler.

Obige Gleichung bedeutet v/2b = a, und Quadrieren ergibt
20% = a?.

Also ist a? eine gerade Zahl. Dann ist aber a selbst eine gerade Zahl (wiire
a ungerade, von der Form a = 2c¢ + 1, so wire a® = 4¢% + 4c + 1 ungerade).
Wir kénnenalso schreiben a = 2¢ fiir ein ¢ € N. Wir erhalten 20* = a? = 4¢?,
also b? = 2¢2. Also ist b? und damit auch b eine gerade Zahl. Also haben
sowohl a wie auch b die Zahl 2 als gemeinsamen Teiler, Widerspruch zur
Gekiirztheit des Bruches! Also war die Annahme /2 € Q falsch, und wir

schlieBen /2 ¢ Q. O
3.7 (Allgemeines Distributivgesetz). Sei K ein Kérper, und seien ay, . .., Gy, b1, . ..
K. Dann gilt

i=1 j=1 j=1 i=1
4. Die komplexen Zahlen

4.1. Auf RxR = {(a,b) | a, b € R} werden zwei Verkniipfungen definiert:
Fiir alle (a,b), (a/,b') € R x R definiere

(a,0) + (a', V) E (a+ a0+ V)
(a,b) - (@, V) ™ (aa’ — bV, ab/ + a'b)

(1) Man rechnet nach, dass 4+ und - innere Verkniipfungen sind, fiir die
jeweils das Assoziativgesetz und das Kommutativitdtsgesetz gelten,
und das Distributivgesetz (dies folgt, weil die entsprechenden Geset-
ze in R gelten). Ferner sieht man, dass (0, 0) neutrales Element bzgl.
+ und (1, 0) neutrales Element bzgl. - ist. Fiir jedes (a,b) € R xR ist
(—a, —b) bzgl. + invers zu (a,b). Es ist also (R xR, +) eine abelsche
Gruppe.

(2) Sei (a,b) € R x R mit (a,b) # 0. Dann gilt a # 0 oder b # 0, also
ist die reelle Zahl a® + b > 0. Es ist

a b
- R xR
(a2+b2’ a2+b2) cRx

a b
b) - . .yl
(a,5) (a2+62’ a2+b2) (1,0),

d. h. (a,b) ist invertierbar mit

1 a B b
(,8) _<a2+b2’ a2+b2)'

und
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Es folgt, dass R x R mit diesen Verkniipfungen ein Korper ist. Wir
bezeichnen diesen Korper mit C und nennen ihn den Korper der
komplexen Zahlen. Die Elemente von C heiflen komplexe Zahlen.
Fiir jedes a € R sei ¢: R — C definiert durch ¢(a) & (a,0). Offen-
bar ist ¢ injektiv, und fiir alle a, b € R gilt ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b)
und ¢(ab) = ¢(a)p(b), ferner ¢(1) = (1,0).

Wir identifizieren jede reelle Zahl ¢ mit ihrem Bild ¢(a) =
(a,0) € C. Auf diese Weise konnen wir also R mit Hilfe von ¢
als einen Teilkorper von C auffassen; statt (a,0) schreiben wir nur
noch a.

Wir setzen zur Abkiirzung i et (0,1). Jedes z € C hat eine eindeu-
tige Darstellung der Form

a+bi mita, beR.

Beweis: Sei z = (a,b) mit (eindeutigen) a, b € R. Wir haben nur zu
zeigen, dass
(a,b) =a+bi

gilt. Die rechte Seite ist aber nur eine Abkiirzung fiir

(a,0) + (b,0) - (0,1),
und nach Definition von Addition und Multiplikation in C ist dies
(a,0) + (0,0) = (a,b).
Es gilt

—~
=

> = (0,1)-(0,1) = (=1,0) = ¢(—1) = —1.
Dies kann man zum Rechnen in C benutzen: Ist z = a + bi und
2 =d +Vimita,d, b b eR, so gilt
242 =(a+bi)+ (d+Vi)=(a+ad)+ (b+ )i
z-2 = (a+bi)-(a +0i) = (ad" —bV') + (ab + a'b)i
Ist 2z =a+ bi # 0, so ist auch a — bi # 0 und es gilt
1 1 a— b a —b

z a+bi (a+bi) - (a— bi) :a2—|—62+a2—|—b2 -

4.2 (Die Gaufische Ebene (Carl Friedrich Gau8, 1777-1855)). ZEICH-

NUNG

DEFINITION 4.3. Es sei z € C, es seien a, b € R mit z = a + bi.

(1)
(2)

(3) z

(4)

Re(z) “ @ € R heift der Realteil von z.
Im(z) “I'b € R heift der Imagindrteil von z.

7% 4 — bi heiBt die zu 2 konjugierte komplexe Zahl.

|| Wb e R>¢ heiBt der Betrag von z.

BEMERKUNG 4.4. Es seien z, y € C. Es gilt

(1)

Re(z) = 3(z +7), Im(z) = 5 (z — 7).

24
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2)7=2 & Im(x)=0 < zeR.

B)T=—x < Re(x)=0 < esgibteinbe R mit z = bi.
4) |2 =27, [7] = |2, (T) = 2.

(5) |x| >0, und es gilt || =0 < 2z =0.
6)r+y=7+7, T y=7-7.

(7) |-yl =l - lyl.

BEwEIs. Nachrechnen! OJ
SATZ 4.5 (Dreiecksungleichung). Fir alle z, y € C gilt
|z +y| < ||+ [yl.
BEwEIS. Setze z < xy+7y. Es gilt Z = z, also z € R. Setze w = xY—7TY.
Es gilt W = —w, also w? = —ww = —|w|? < 0. AuBerdem

2 = (ay +Ty)* = (27 — Ty)* + 427) (Ty) = 0> + 4|z *|y/*,

und damit
2 < |z = V22 < VAl Plyl? = 2|yl
Es folgt
z+y)? = (z+y)@T+Y) =T+ (27 +Ty) +yy
= |z’ + 2+ [y < |z|* + 2Jzlly| + |y[* = (=] + |y])*.
]

Aus den (Ordnungs-) Axiomen fiir die reellen Zahlen folgt, dass eine reelle
Zahl x mit x < 0 keine reelle Quadratwurzel besitzt. (Ist y € R so ist stets
y?> > 0.) Dieses Manko wird in C behoben, Quadratwurzelziehen ist in C
stets moglich.

SATZ 4.6 (Existenz von Quadratwurzeln). Sei z € C. Dann existiert ein
w € C mit w? = 2z,

BEWEIS. Sei z = a + bi mit a, b € R.

(1) Ist z = 0, so setze w “o.
(2) Sei z # 0 und @ > 0. Dann ist

e 1
cd:f \/§(a+\/a2+b2) eR

und ¢ > 0. Setze

def b
w—c—l—ch.
Dann gilt
? ? + bi i 1(+\/2+b2) i +bi
w- = cC 1 — — = —(a a - 7
42 2 2(a + va? +b?)

9242 + 2av/aZ T B2
_ eV a Y b2

2(a+ va?+ b?)
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(3) Sei z # 0 und a < 0. Dann ist

e 1
dif¢—(ﬂ+wm1+m)eR

2

und d > 0. Setze

difi .
w = Qd—l-d@.

Dann verifiziert man analog w? = z.

0

Wir erwéhnen hier nur ein viel besseres Ergebnis:

SATZ 4.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante Poly-
nom mit komplexen Koeffizienten hat eine Nullstelle in C.

Dieser Satz wird am elegantesten in der Funktionentheorie bewiesen.

5. Der binomische Lehrsatz

Wir wollen im folgenden eine allgemeine Rechenregel beweisen. Diese ist
eine gute Illustration fiir einen Beweis durch vollstdndige Induktion.

DEFINITION 5.1. (1) Sei n € Ny. Definiere n! T (“n
Fakultét”). Man setzt 0! = 1. (Leeres Produkt.)
(2) Seien n, k € Ny mit 0 < k < n. Man definiert den Binomialkoeffizi-

enten

n\ n!

k) k'-(n—k)!
(“n tber k)

LEMMA 5.2. Sein € N,.
(1) Es gilt () =1=(1).
(2) Fir jedes k € Ny mit 0 < k <n gilt (Z) = (nﬁk)
(3) Seien n, k € Ny mit 1 < k <n. Dann gilt

("?;1) B @ i (k:)'

BEWEIS. (1) und (2) sind unmittelbar klar.

(3) Es gilt
n n n! n!
Q>+(k—J T M =R =D (n—kt 1)
~ nlln—k+1) nlk
T Mkt M k1)
nl-(n+1) (n+1)!

E-(n—k+1)! k- (n—k+1)!

-0
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O

5.3 (Pascalsches Dreieck (Blaise Pascal, 16231662, franzosischer Mathe-
matiker, Physiker, Literat und Philosoph.)). ZEICHNUNG

SATZ 5.4 (Binomischer Lehrsatz). Sei K ein Korper, und seien a, b € K.
Fiir jedes n € Ny gilt

(a+b)" = i <Z) a" k.

k=0

BEwEIS. Wir beweisen diese Aussage durch vollstindige Induktion
nach n.
Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Aussage richtig, denn

(a+b)=1= (8) a’b’ = 20: (2) a®= k0,

k=0

[Wem diese Argumentation wegen des hohen Grades an Trivialitat su-
spekt erscheint, kann den Induktionsanfang auch fiir n = 1 machen, aller-
dings wird die Aussage dann nur fiir n > 1 bewiesen:

1
(a+b)l=a+b= ((1)) altd + <1> aOp! = Z (;) A kpk

(Auch nicht wesentlich schwieriger.)]
Induktionsvoraussetzung: (IV) Sei n € Ny, fiir dass die Aussagen bereits
bewiesen ist, so das also (fiir dieses n) gilt

(a+b)"

I
ol
[l 3
()
VR
> 3
~_
)
i
ol
o
.?r

Induktionsschlufl: Wir haben zu zeigen, dass aus der IV folgt, dass die Aus-
sage auch fiir n + 1 statt n gilt, d. h. die Aussage “vererbt” sich von n auf
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n -+ 1. In der Tat:
(a+0)"" = (a+b)-(a+0d)"

k=0
_ Z (Z) ankarlbk + Z (Z) anfk:bk+l
k=0 k=0
n n—1
n+1 N\ o ktipk N\ pkpktl n+1
e 3 (a3 ()t
k=1 k=0
v n+1 . n nkarlbk . n nkarlbk n+1
a —i—;(k)a +kzl(k_1>a +b

n+1 - n n nkarlbk bn+1
e () (e

—
*
~

. 1
82 nl g Z (n‘ll‘ )ank+1bk Lopntt
k=1
n+1
_ Z n+1 o (1) —kpk
k )
k=0

und dies ist die behauptete Formel fiir n + 1. Bei (%) wurde eine Indexver-
schiebung durchgefiihrt: £ wurde durch £ — 1 ersetzt. 0






KAPITEL 2

Matrizen

6. Das Rechnen mit Matrizen
Im folgenden werde mit K immer ein Korper bezeichnet.

DEFINITION 6.1. Seien m, n € N.

(1) Fiir jedes ¢ € {1,...,m} und jedes j € {1,...,n} sei ein Element
a;; € K gegeben. Das rechteckige Schema

11 19 e A1p

921 929 P Aoy
A=

AOm1 Om2 ... Omn

= (aij)1<z‘<m 1<j<n = (aij)

I S e

heifit eine Matriz iiber K mit m Zeilen und n Spalten, oder auch
eine m x n-Matrix {iber K.
(2) Die Menge aller m xn-Matrizen iiber K bezeichnen wir mit M(m, n; K).
(3) Eine n x n-Matrix nennt man quadratisch. Die Menge aller n x n-
Matrizen tiber K bezeichnen wir mit M(n; K).

Man beachte: Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (f3;;) iiber K sind genau
dann gleich, wenn sie dasselbe Format haben und wenn o;; = 3;; an jeder
Stelle 7, j gilt.

6.2 (Weitere Bezeichnungen). (1) Sei A = (o) € M(m,n; K). Wir
schreiben manchmal auch Ali, j] = a;;. Fir jedes ¢ € {1,...,m}
heif3t

Aje Ef (vit, Qvig, -+« -+, ain) € M(1,n; K)

die i-te Zeile von A. Fiir jedes j € {1,...,n} sei
Qi
def Q2
g

die j-te Spalte von A.
21
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(2) Seien
B B2 Bin
by = ﬁfl , ﬁ:” ﬂf” € M(m, 1; K).
ﬁml ﬁmQ 6mn

Wir schreiben [by, ba, ..., ba] 2 (8,) € M(m,n: K) fiir die Matrix

mit den Spalten by, bs, ..., b,.

(3) Es seien ¢1 = (711,712, -+ s Y1n), C2 = (121,722, - V20)5« - 5 Cm =
(Ym1s Ym2s - - - s Ymn) € M(1,n; K). Wir schreiben

C1
Co | def
Cm
fiir die Matrix mit den Zeilen c¢q, ca, ..., ¢p.

6.3. Es seien A = (a;5) € M(m,n; K) und B = (8;;) € M(m,n; K). Es
sei A € K.
(1) Man setzt

A+ B def (auj + Bij) € M(m,n; K).

Mit anderen Worten, fiir jedes ¢ € {1,...,m} und jedes j € {1,...,n}
ist
(A+ B)li, j] = Ali, j] + Bli, j].
(2) Man setzt

M=)-AY (Aaj) € M(m,n; K).

SATZ 6.4. (1) Mit der oben definierten Addition von Matrizen ist
M(m,n; K) eine abelsche Gruppe. Ihr neutrales Element ist die
Nullmatriz

00 0

00 ... 0
0=1]. . i

00 ... 0

und zu jedem A = (ou;) € M(m,n; K) ist die Matriz —A wf (—a;) €
M(m,n; K) invers.

(2) Fir alle A\, p € K und alle A, B € M(m,n; K) gilt
(a) A\-(A+B)=X-A+ )\ B.

(b) A +p)-A=X-A+pu- A
(€) A-p)- A=X-(u-A).
(d) 1- A=A

BEWEIS. Der Beweis dieser Aussagen ist einfach; man erhélt sie durch
Rechnen im Korper K. 0
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Wir definieren jetzt auch die Multiplikation von Matrizen geeigneten For-
mats.

DEFINITION 6.5. Es seien A = (a;;) € M(m,n; K) und B = (§;;) €
M(n, p; K). Man setzt

SO ) >

k 1

Mit anderen Worten, fiir jedes i € {1,...,m} und jedes j € {1,...,p} ist

= Ali,k]- Bk
k=1
Beispiel: (vorgefiihrt)
SATZ 6.6. (1) Fiir alle A € M(m,n; K), B € M(n,p; K) und C' €

M(p, q; K) gilt
(AB)C = A(BC).

(Diese Gleichung gilt in M(m, q; K).)
(2) Fiir alle A € M(m,n; K) und B, C' € M(n,p; K) und gilt

A(B+C)=AB+ AC.
(3) Fiir alle BC € M(m,n; K) und A € M(n,p; K) gilt
(B+ C)A=BA+ CA.
(4) Fir alle A € K und A € M(m,n; K) und B € M(n,p; K) gilt
(M)B = A(AB) = \(AB).
BEWEIS. (1) Seieni € {1,...,m} und j € {1,...,¢}. Dann gilt

p

(AB)Cli,j] = ) (AB)[i.k]-Clk,j]

k=1

_ i(i/l[i,é] B, k]) - Clk, j]
37 ZA@E (ZBM; )

= ZA - (BO)[t, ]

= A(BC)[Z,J]-
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(2) Seieni € {1,...,m}und j € {1,...,p}. Dann gilt

A-(B+CO)i,j] = ZA (Blk, 4] + Clk, 4])

= ZA Blk, j +ZA
O
DEFINITION 6.7. Es sei A = (a;; € M(m,n; K). Dann heifit die Matrix

a1p Qo1 ... Qi

def 19 Qg9 ... (675
A= ) ) € M(n,m; K)

A1y Qo ... Omn

die zu A transponierte Matriz. Fir allei € {1,... ,n}und j € {1,...,m} ist
also "Ali, j| = Alj, i].
Beispiel: (angegeben)
SATZ 6.8. (1) Fiir jedes A € M(m,n; K) gilt '(*A) = A.
(2) Fiir alle A, B € M(m,n; K) gilt '(A+ B) ='A+'B.
(3) Fiir alle A\ € K und A € M(m,n; K) gilt "(A- A) = \-'A.
(4) Fiir alle A € M(m,n; K) und B € M(n,p; K) gilt
"A-B)="'B-'A.

BEWEIS. (1) bis (3) sind klar.
(4) Offenbar sind sowohl (A - B) als auch ‘B -*A in M(p, n; K). Fiir alle
ie{l,....,p}und j € {1,...,m} gilt

= > 'Alk.g]-'Bli,kl = 'Bli, k] - 'Alk, j]
= (‘B-'A)i, j].

6.9 (Kronecker-Symbol). (1) Fiir ganze Zahlen i und j setzt man

Cdef )1 falls i = 7,
Y )0 falls i # .

Dies heifit das Kronecker-Symbol (nach dem Mathematiker Leopold Kronecker,
1823-1891).
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(2) Seien k € {1,...,m} und ¢ € {1,...,n}. Definiere

de
B < (G - 5%)1§z‘sm,1§j§n € M(m, n; K).
Fiir jedes i € {1,...,m} und jedes j € {1,...,n} gilt also

. 1 fallst =k und j = ¢ ist,
Buli, i1 = 0 sonst

Die Matrizen Fi1, Eis, ..., Epn, € M(m,n; K) heilen die Basismatrizen in
M(m,n; K).
(3) Die Matrix

E, “ (6,;) € M(n; K)
heifit die (n-te) Einheitsmatriz (iiber K).
BEMERKUNG 6.10. (1) Fiir jedes A = (o;) € M(m,n; K) gilt

A= Z Z aijEij.

=1 j=1
(2) Fiir jedes A = (o) € M(m,n; K) gilt
Z5k Oék] Oé”) A

und

Z (67 5k] CYU) = A.
BEMERKUNG 6.11. Fir k, ¢, r, s € {1,...,n} gilt in M(n; K)

E., (=,
By - Ers = 0p - Es = { g "
0 sonst.

Bewers. Fir i, j € {1,...,n} gilt

Ekf rsZJ ZEMZP rsp ]]
= Z Oki * 5€p : 61";7 ’ 553’
p=1
= 6kz : <Z 6€p ’ 57"p> : 5sj
p=1

= 6kz : 647’ : 6sj
= 5@7‘ : Eks[zaj]
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DEFINITION 6.12. Eine Matrix A € M(n; K) heiit invertierbar, wenn es
eine Matrix B € M(n; K) gibt mit

(6.1) A-B=F, und B-A=FE,.

BEMERKUNG 6.13. (1) Man zeigt (etwa wie in 1.10 oder in 2.3), dass fiir
jedes A € M(n; K) ein B € M(n; K), fir das (6.1) gilt, eindeutig ist. Man
bezeichnet B meist mit A~!, und nennt A~! die zu A inverse Matrix.

(2) Es ist

GL(n; K) «f {A € M(n; K) | A ist invertierbar}
mit der Matrizenmultilikation - eine Gruppe; das neutrale Element ist die
einheitsmatrix F,, und fiir jedes A € GL(n; K) gilt: invers zu A ist die
inverse Matrix A™!. (GL steht fiir “general linear group”.) All dies ergibt
sich aus dem folgenden ((a) und (b)):
(3) Es seien A, B € GL(n; K). Dann gilt
(a) Esist A- B € GL(n; K) und (AB)™! = B71A™%,
(b) Esist A™' € GL(n; K) und (A™1)~! = A.
(c) Esist A € GL(n; K) und (*fA)~t =*(A71).

(4) Es gelte n > 2. Dann ist GL(n; K) nicht abelsch.

(5) Die Gruppe GL(1; K) ist (bis auf Schreibung ihrer Elemente) gerade
die (abelsche) Gruppe K \ {0}.

BewEIs. (3) Fiir (a) und (b) macht man dieselben Rechnungen wie im
Beweis von Satz 2.8, die zeigen, dass B~'A~! invers zu AB ist und A invers
zu A™1; es folgt dann insbesondere, dass AB und A~! invertierbar sind.

(c) Es gilt

t(A—l)_tAﬁiBt(A_A—1> —'p = F,
und
AN AT =HATA) =B, = E,.
(4) Ubung. O

7. Der Algorithmus von Gauf3
Im folgenden werde mit K immer ein Korper bezeichnet.

DEFINITION 7.1. Eine (quadratische) Matrix A = («a;;) € M(n; K) heifit
Diagonalmatriz, wenn o;; = 0 gilt fiir alle 4,j € {1,...,n} mit ¢ # j, d. h.
es gilt

def ;.
A: . é dlag(au,agg,...,am).

ann
(Hierbei sind die nicht sichtbaren Eintrége = 0.)
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BEMERKUNG 7.2. Seien A = diag(ay, ag, ..., ), B = (diag(f, Ba, ..., 0n) €
M(n; K).
(1) Es ist
A+B = dlag(al +51,0{2 +ﬁ?a"'7an+ﬁn)v
A- B =diag(ay - fi,02 - Ba, ..o+ )
und ‘A = A.

(2) Es gilt A € GL(n; K) genau dann, wenn «; # 0 gilt fiir alle i €
{1,...,n}. In dem Fall gilt
A7t =diag(a;t, art, ... a0 ).

n

Beweis. (1) Fiir ¢ # j hat man

3

AB[i, ] = zn:A[z',k:]-B[k, 1=S"0=o0,

denn es kann nicht sowohl £k = ¢ und k& = j gelten, also ist in der Summe

Ali, k] = 0 oder B[k, j] = 0. AuBerdem ist
AB[i,i] = A[i, k] - B[k,i] = A[i,4] - B[i,].
k=1

Der Rest in (1) ist klar.

(2) Sind alle «; # 0, so folgt aus der gerade bewiesenen Rechenregel
sofort, dass diag(a; ', a5, ..., a; 1) invers zu A ist; insbesondere ist dann A
invertierbar. Umgekehrt gelte, dass A = diag(ay, ..., a,) invertierbar ist. Sei
A_l = (&ZJ) Dann gllt

k=1

und es folgt o; #0 (i =1,...,n). O

BEMERKUNG 7.3. Sei D = diag(\1,...,\,) € M(m; K), seien A =
(ij) € M(m,n; K) und B = (8;;) € M(n, m; K). Dann gilt fiir alle 4, j

D-Afi,j] = \i - Ali,j] und B-Dli,j] = A, - B[i, ],
d. h.
(D . A)zo = )\,L . Az‘. und (B . D).j = )‘j . A.j.

Speziell: Sei A € K \ {0}. Bezeichne

DN < diag(1,..., 1, M\ 1,...,1)

(mit A an der k-ten Stelle). Dann ist Di(\) € GL(m; K) mit Dy(\)~! =
Dy (A1), und Dy - A erhiilt man aus A durch Multiplikation der k-ten Zeile
mit A (bzw. B-Dj(A) erhdlt man aus B durch Multiplikation der k-ten Spalte
mit .
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BEMERKUNG 7.4. Seien Eyq, Eig,..., Epm € M(m; K) die Basismatri-
zen. Es seien k, ¢ € {1,...,m}.

(1) Es sei A = (a;j) € M(m,n; K). Dann ist

Ekg . A[Z,j] = Z(Slk . (Spg . Ckm' = 6zk . Oégj.

p=1
Also ist (Fge - A)re = Avse, und sonst stehen in Ey, - A nur Nullen:
0 o ... 0
0O 0 ... 0
(71) Ekg A= Qy1r Q2 ... Oyp
0 o ... 0
0 o ... 0

wobei die ay; in der k-ten Zeile stehen.
(2) Sei B = () € M(n,m; K). Analog gilt dann

0O ... 0 By 0 ... 0
0o ... 0 0O ... 0
B-Ey= ) P .
0 ... 0 Bxg O ... 0

wobei die (;;, in der (-ten Spalte stehen.
7.5 (Vertauschungsmatrizen). Seien k, £ € {1,...,m}.
(1) Die Matrizen
de
Vie ? B, — Ex — B + Ero + Ene

heiflen Vertauschungsmatrizen.

(2) Sei A € M(m,n; K). Aus (7.1) folgt:
Vie A=A—FEu - A—Epy- A+ Ey - A+ Ey - A

entsteht aus A durch Vertauschen der k-ten und der ¢-ten Zeile.
(3) Sei B € M(n,m; K). Dann gilt:

B"/M:B_B'Ekk_B'Eg5+B'Ekg+B~Egk

entsteht aus B durch Vertauschen der k-ten und der ¢-ten Spalte.
(4) Es gilt

Vi =Vie - Vie =Vie - Vi - En) = Ep.
Also gilt Vi, € GL(m; K) mit szl = V.
7.6 (Additionsmatrizen). Seien k, ¢ € {1,...,m} mit k # {, sei A\ € K.
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(1) Die Matrizen

Wkg()\) d;f E, + )\Ekg € M(m; K)

heilen Additionsmatrizen.
(2) Es gilt
Wie(A) = Wie(1) - Dg(N).
(3) Sei A\, p € K. Es gilt
Wie(A) - Wie(p) = (Em + A+ Ege) - (B + 1 Ege)
= En+ A Eg+p-Eu+ A p Ey - Ege
= En+(A+p) B
= Wkg()\—l-ﬂ) :WM(,U—F)\) =...
= Wie(p) - Wie(N).
(4) Es folgt Wie(—=A) - Wie(A) = Wie(0) = Ep = Wie(A) - Wie(=A), also
ist Wkg()\> € GL(m, K) mit Wkg()\>_1 = Wkg(—)\).
(5) Sei A = (a;;) € M(m,n; K). Dann gilt

11 192 Ce A1p
Ap—1,1 ap—-12 cee Ok—1.n
@b A A A
= 1 +A-Qpp Qe+ A-Qpp ... Qpp T Ay |
Qp41,1 Qp41,2 cee Ortin
am1 m2 e Amn

d. h. aufler der k-ten Zeile bleiben alle Zeilen von A unverdndert,
nur zur k-ten wird das A-fache der /-ten Zeile hinzuaddiert.

(6) Sei B = (#;;) € M(n,m;K). Dann geht B - Wy, () aus B wie
folgt hervor: alle Spalten aufler der /-ten Spalte von B bleiben un-
verandert, nur zur /-ten Spalte wird das A-fache der k-ten Spalte
hinzuaddiert.

DEFINITION 7.7. Eine Matrix P € M(m; K) heifit Elementarmatriz,
wenn sie eine der folgenden Matrizen ist:
(1) Di(A) mit einem k € {1,...,m} und einem A € K \ {0}.
(2) Vie mit k, £ € {1,...,m} (Vertauschungsmatrix).
(3) Wie(X) mit verschiedenen k, ¢ € {1,...,m} und mit einem A\ € K
(Additionsmatrix).

Die vorherige Diskussion hat u. a. folgendes gezeigt:

SATZ 7.8. Sei P € M(m; K) eine Elementarmatriz. Dann gilt
(1) P e GL(m; K).
(2) P~ ist eine Elementarmatriz.
(3) 'P ist eine Elementarmatriz.
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7.9 (Elementare Zeilenumformungen). (1) Sei A, A" € M(m,n; K).
Man sagt, dass A" aus A durch eine elementare Zeilenumformung
hervorgeht, wenn es eine Elementarmatrix P € M(m; K) gibt mit
A" = P- A. (Analog, durch Multiplikation von rechts, definiert man
elementare Spaltenumformungen.)

(2) Den drei Typen von Elementarmatrizen entsprechend gibt es drei
Typen von elementaren Zeilenumformungen. Schreibe dazu

a1

a2

A:
am

mit den Zeilen ay, ..., a, € M(1,n; K).
[. Multiplikation einer k-ten Zeile mit \ # 0:

A= Qg — )\-ak :A/.

I1. Vertauschung zweier Zeilen:

III. Addition des A-fachen der (-ten Zeile zur k-ten Zeile (k # ¢,
A€ K):

(Analoges gilt fiir elementare Spaltenumformungen.)

DEFINITION 7.10. Sei T' = (7;;) € M(m,n; K). Es sei r € Ny mit r
min{m,n}, und es seien j(1), j(2),...,7(r) € {1,...,n} mit j(1) < j(2)
()

(1) T heifit eine schwache (obere) Treppenmatrix, wenn folgendes gilt:
(a) Fiir jedes i € {1,...,r} ist

<
<

Til =Tig ="+ = Ti,j(i)—l = O und Tz’](z) =1.
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(b) Fiir jedes i € {r+1,...,m} gilt
T =Tig =+ =Ty = 0.

(2) T heifit eine (obere) Treppenmatrix, wenn 7" eine schwache Trep-

penmatrix ist (also (a) und (b) gilt) und zusétzlich folgendes gilt:

(c) Fiir jedes i € {1,...,r} ist
Tkj(@) = 0 fiir alle k= 1, ce ,i —1.

(3) Ist T eine schwache Treppenmatrix, so heifit » der Rang von T" und

J(1),...,j(r) heien die charakteristischen Spaltenindizes von T.

BEMERKUNG 7.11. (1) T € M(m,n; K) ist genau dann eine (schwa-
che) Treppenmatrix vom Rang 0, wenn 7" = 0 ist.
(2) Eine schwache Treppenmatrix 7' € M(5, 10; K') vom Rang 4 und mit
den charakteristischen Spaltenindizes j(1) = 2, j(2) = 3, j(3) = 6
und j(4) = 8 hat die folgende Form:

0 1 % % % * *x % * *
0 0 1 % % * *x % * *
T=10 000 0 1 % *x *x x|,
00 0O0O0O0O0 1 % x
00 0O0O0O0OO0OTO0OTU OO

wobei * fiir beliebige Elemente in K steht.

(3) Eine Treppenmatrix 7' € M(5,10; K) vom Rang 4 und mit den
charakteristischen Spaltenindizes j(1) = 2, j(2) = 3, j(3) = 6 und
j(4) = 8 hat die folgende Form:

01 0 % % 0 % 0 % x
001 = %x 0 % 0 % =x
T=10 00001 0 % *
0000O0O0O0T1 % x
0000O0OOOOOOU

SATz 7.12. Sei A € M(m,n; K). Dann gibt es ein P € M(m; K) mit

folgenden Eigenschaften:

(1) P ist ein Produkt von endlich vielen Elementarmatrizen; insbeson-

dere P € GL(m; K).
def

(2) T = P - A ist eine Treppenmatriz.
Die Existenz solcher Matrizen P und T wird durch den sogenannten
GauB-Algorithmus weiter unten gezeigt.

BEMERKUNG 7.13. Die Aussagen des vorherigen Satzes kann man auch
so lesen: Ist P = P, - P,_; - ... - P, ein Produkt von Elementarmatrizen
Py, ..., P, € M(m; K), so ergibt sich die Treppenmatrix T aus A durch suk-
zessive Anwendung von elementaren Zeilenumformungen, die zu Py, P, ..., P,
(in der Reihenfolge!) wie in 7.9 korrespondieren.
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AvcorIiTHMUS A. Eingabe: A € M(m,n; K).

Ausgabe: Eine Matrix P € M(m; K), welche Produkt von Elementar-
matrizen ist, und eine schwache Treppenmatrix S € M(m,n; K) mit S =
P - A, sowie den Rang r von S und die charakteristischen Spaltenindizes
J(1), 3.
g=1Lk:=1P:=FE,; S:=A;r:=0;

. Falls S[i, j] = 0 fiir alle i = k, ..., m, so setze j := j+ 1. Andernfalls
gehe zu 4.

3. Falls j < n, so gehe zu 2. Andernfalls gebe P, S, r, j(1),...,(r)

aus und STOP.

ri=r+1; j(k) = j;

Wihle ein p € {k,...,m} mit Sp, j|] # 0.

P =V -P; 5=V, S5;

P := Dy(S[k,j]™") - P; S := Dp(S[k,j]71) - S;

Fir: = k+1,...,mtue P := Wy (=S, j|)-P; S :== Wu(=S]i, j])-S;

k:=k+1;j:=7+1; falls j <n, so gehe zu 2. Andernfalls gebe P,

S, r, j(1),...,7(r) aus und STOP.

DN —

© 0N o

Es ist offensichtlich, dass am Ende P ein Produkt von Elementarmatrizen
und S eine schwache Treppenmatrix ist, wobei S = PA gilt.

BEISPIEL 7.14.

0129 -1
3459 -1

A= 678 9 _1 € M(4,5;R).
1111 1

Der Algoritmus A liefert der Reihe nach: S| = A,

1111 1 1111 1
3459 —1 0126 —4
S2=Viudi =16 7 g 9 _ 3 =Wa(=3)5 = 6 789 —1]°
0129 —1 0129 —1
1111 1
0126 —4
S4ZW31(_6)53: 012 3 —7 7S5:W41(0)S4:E4S4:S47
0129 —1
111 1 1 111 1
012 6 —4 012 6 —4
S =Wal(=D)S% =4 g g 3 3|57 =Wel==19 ¢ 3 3
012 9 -1 000 3
1111 1 1111 1
0126 —4 0126 —4
Ss= D35 =10 g g1 1 |»F=WslEN=10 001 1
0003 3 0000 0
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Man erhélt also die schwache Treppenmatrix

1111 1
01 2 6 —4
5—59_00011’
0000 0

den Rang 3 und die charakteristischen Spaltenindizes j(1) = 1, j(2) = 2,
7(3) = 4. Die Matrix

P = Wiy3(—=3)D3(—1/3)Wya(—1)Wio(—1)Wy1 (0) W31 (—6) Wi (—3)Vig
o0 0 1/3
0o 1 0 -3
0 1/3 —1/3 1
1 -2 1 0

ist ein Produkt von Elementarmatrizen und es gilt S = PA.

Interessiert man sich nur fiir die schwache Treppenmatrix S (und nicht
auch fiir P), so braucht man in den obigen Schritten die jeweiligen Element-
armatrizen (bzw. elementaren Zeilenumformungen) nicht jedesmal mitzuno-
tieren.

ALGORITHMUS B. Eingabe: Ein schwache Treppenmatrix S € M(m, n; K)
sowie deren Rang r und charakteritischen Spaltenindizes j(1),...,j(r).

Ausgabe: Eine Treppenmatrix 7 € M(m, n; K) sowie ein Q € M(m; K),
welche Produkt von Elementarmatrizen ist und mit 7' = @)S.

1. Q:=FE,; T:=S5;

2. Falls r = 0 oder r = 1, dann gebe @, T aus und STOP. Andernfalls
gehe zu 3.

3. k:=2;

4. Firi=1,...,k=1tue: Q := Wi (=T1i,j(k)))-Q; T := Wi (=T1i, j(k)])-
T

5. k:=k+ 1. Falls £ < r, gehe zu 4. Andernfalls gebe ), T" aus und
STOP.

BEISPIEL 7.15. Sei

1111 1
012 6 —4
S=1000 1 1
0000 O
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Esist r =3 und j(1) =1, j(2) = 2, j(3) = 4. Der Algorithmus B liefert der
Reihe nach 77 = 9,

10 -1 =5 5 10 -1 0
L= Wal-Uhi= g o ¢ 1 1| B=Wa®k=|g o o i
00 0 0 O 00 0 O
10 -1 0 10
Ty = Wa3(—6) = 8(1) g (1)_110 =T
00 0 0 O

T ist eine Treppenmatrix (mit selbem Rang und charakteristischen Spalten-
indizes wie .S).

Fur
1 -1 5 0
0O 1 -6 0
Q = Was(—6)Wi3(5)Wia(—1) = 00 1 0
0 0 0 1
oilt T = SO.

7.16 (Der Algorithmus von Gau$). (Nach dem Mathematiker Carl Fried-
rich GauB, 1777-1855.) Es sei A € M(m,n; K). Der Algorithmus liefert eine
Treppenmatrix 7' € M(m, n; K) und eine Matrix P € M(m; K), die ein Pro-
dukt von Elementarmatrizen ist, und fiir die T'= PA gilt. Ferner liefert er
den Rang r und die charakteristischen Spaltenindizes j(1),...,j(r) von 7.

1. Man wendet auf A den Algorithmus A an und erhélt eine schwa-
che Treppenmatrix S € M(m,n; K) vom Rang r und mit den cha-

rakteristischen Spaltenindizes j(1),...,j(r) sowie eine Matrix P, €
M(m; K), die ein Produkt von Elementarmatrizen ist, und fir die

2. Im zweiten Schritt wendet man auf S den Algorithmus B an und
erhélt eine Treppenmatrix 7" mit selben Rang und selben charakte-
ristischen Spaltenindizes wie S, sowie eine Matrix P, € M(m; K),
die ein Produkt von Elementarmatrizen ist, und fiir die T = PS

gilt. Dann ist P def P, Py ein Produkt von Elementarmatrizen, und
eSglltT:PQS:.nglA:PA

BEMERKUNG 7.17. (1) Satz 7.12 ist damit bewiesen.

(2) Der Algorithmus von Gaufl wird auch Eliminationsverfahren von
Gaufl genannt.

(3) Es gibt Varianten des Gaufl-Algorithmus. Oftmals ben6tigt man nur
eine zu A gehorige schwache Treppenmatrix bzw. oftmals nur deren Rang
und/oder charakteristischen Spaltenindizes. Dann benotigt man nur den Al-
gorithmus A, wobei man auch noch auf die Berechnung der Matrix P ver-
zichten mag. Statt auf A erst Algorithmus A und dann auf das Ergebnis
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Algorithmus B anzuwenden, kann man auch Algorithmus B schon innerhalb
eines modifizierten Algorithmus A abarbeiten. Man erweitert dafiir in 8. den
Bereich des Laufindex i, so dass dieser Schritt ersetzt wird durch

8 Firi=1,....k—1,k+1,...,mtue P := Wy(=S[i,j]) - P; S :=

SAaTz 7.18. Seien T, T € M(m,n; K) Treppenmatrizen. Es gebe ein P €
GL(m; K) mit T" = PT. Dann gilt T' =T.

BEwEIS. Induktion nach n. Induktionsanfang: n = 1. In M(m,1; K)
gibt es genau zwei Treppenmatrizen, namlich 0 = *(0,...,0) und E;; =
{(1,0,...,0). Wére T # T", dann wire etwa T'= 0 und 7" = Ey;. Aber aus
der Beziehung 7" = PT mit P € GL(m; K) folgt, dass T' = 0 ist genau dann,
wenn 1" = 0 ist.

Induktionsschlufl: Es sei n > 2, und es sei bereits gezeigt: Sind S, S’ €
M(m,n —1; K) Treppenmatrizen und ist @) € GL(m, K) mit S" = Q.5, so ist
S =S.

Seien nun T' = (7;;), T" = (7];) € M(m,n; K) Treppenmatrizen und

P € GL(m; K) mit 7" = PT. Definiere

def p def g
S = (Tij)1cicm1<jen—1 und S = (7)) 1<i<m, 1<j<n—1-

Offenbar sind S und S" Treppenmatrizen in M(m,n — 1; K), und es gilt
S’ = PS. Nach Induktionsvorausstezung gilt deswegen S’ = S. Damit gilt
also

T, =T, j=1,....n—1.

Es ist noch T, = T, zu zeigen.

Sei r der Rang von T, sei 7’ der Rang von T". Seien j(1),...,j(r) bzw.
J'(1),...,7(r") die charakteristischen Spaltenindizes von T" bzw. T".

1. Fall: Es gelte j(r) < n — 1. Wegen S = S" = PS gilt fiir jedes i €
{1,...,m} und jedes k € {1,...,r}

0w = Tli,j(k)] = S[i, j(k)] = PS[i, j (k)]

= > " Pli.p]- Slp. (k)] =Y Pli,p] - Tlp, j (k)]
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und daher ergibt sich

T'li,n) = PT[i,n] =Y P[i,k]-T[k,n]

k=1

= > Pli, k] T[k,n]

= > 6Tk,
k=1

= Tli,n)].

(Bei * wurde jeweils die Definition einer Treppenmatrix benutzt.) Also gilt
T., =T,, und damit 7" =T

2. Fall: Es gelte j/(r') < n — 1. Wegen T'= P~'T" schliefit man wie im
1. Fall, dass T' = T" gilt.

3. Fall: j(r) = n = j/(+'). Dann folgt, dass r — 1 der Rang von S und
r" — 1 der Rang von S’ ist. Da ' = § gilt, folgt ' — 1 = r — 1, also
r" = r. Dann folgt aber (nach Definition einer Treppenmatrix), dass sowohl
T., = E., € M(n,1;K) als auch T,, = E,; € M(n,1;K) gilt. Es folgt
T =T. 0]

FOLGERUNG 7.19. Sei A € M(m,n; K). Seien P, P' € GL(m; K), so

dass T < PA und T < P'A Treppenmatrizen sind. Dann gilt T" = T.
Insbesondere ist die im Satz 7.12 vorkommende Treppenmatriz T durch A
ewndeutig bestimmdt.

m

BEZEICHNUNG: T heif$t die zu A gehirige Treppenmatrix.
BEWEIs. Es gilt 77 = P'A = P'P7'PA = (PP Y)T. Da P'P7! €
GL(m; K) ist, folgt aus dem vorherigen Satz 7" = T. O

DEFINITION 7.20. Sei A € M(m,n; K). Sei T die zu A gehorige Trep-
penmatrix. Der Rang von A ist definiert als der Rang von T, also

rang(A) = #{i | 1 <i <m mit T;s # (0,0,...,0)}.

BEMERKUNG 7.21. Sei A € M(m,n; K) mit zugehoriger Treppenmatrix
T. Dann gilt:

(1) Es gilt 0 < rang(A) = rang(7") < min{m,n}.
(2) rang(A) =0 < rang(7) =0 & T'=0 & A=0.
(3) Fiir jedes B € GL(m; K) gilt rang(BA) = rang(A).

BEWEIS. (3) Es gibt ein P € GL(m; K) mit T = PA. Es ist PB™! €
GL(m; K) und T = (PB™')(BA), also ist T auch die zu BA gehorige Trep-
penmatrix. Also rang(BA) = rang(T") = rang(A). O

DEFINITION 7.22. Seien A, B € M(m,n; K). Man nennt A und B dqui-
valent, wenn es P € GL(m; K) und Q) € GL(n; K) gibt mit B = PAQ; man
schreibt dann A ~ B. (Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge
M(m,n; K), vgl. Ubungen.)
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SATZ 7.23. (1) Sei A € M(m,n; K) vom Rang r = rang(A). Dann
qilt

(2) Seien A, B € M(m,n; K). Dann gilt
A~ B <« rang(A) =rang(B).

BEWETS. Mit den gezeigten Ergebnissen und Methoden dieses Abschnitts
ergibt sich dies leicht. Siehe Ubungen. U

SATZ 7.24. Sei A € M(n; K). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) A st invertierbar.

(2) rang(A) = n.

(3) Die zu A gehorige Treppenmatriz ist die Einheitsmatriz E,.
(4) A ist Produkt von Elementarmatrizen.

BEWEIS. (1)=(2): Sei A € GL(n; K). Esist A~! € GL(n; K) und A™'A =
E,. Es ist also F, die zu A gehorige Treppenmatrix, und sie ist vom Rang
n. Es folgt rang(A) = n.

(2)=(3): Es gelte rang(A) = n. Es sei T" € M(n; K) die zu A gehorige
Treppenmatrix. Fiir die charakteristischen Spaltenindizes von T" muss dann
gelten j(1) =1, j(2) = 2,...,j(n) = n, und nach Definition einer Treppen-
matrix folgt T = E,,.

(3)=(4): Es sei E,, die Treppenmatrix zu A. Der Gaufische Algorithmus
liefert Elementarmatrizen Py, Ps, ..., P; € M(n; K), so dass E,, = (Ps- Ps_1 -

..o P) - Agilt. Es folgt A= Pt Pyt ... - P7Y und die P! osind nach
Satz 7.8 Elementarmatrizen.

(4)=(1): Es sei A = P, -...- P;, wobei alle P, € M(n; K) Elementar-
matrizen sind. Nach Satz 7.8 sind alle P, invertierbar, also ist es auch A als
deren Produkt. 0

BEMERKUNG 7.25. Es sei A = (a;;) € M(n; K).

(1) Will man feststellen, ob A invertierbar ist, so ermittelt man mit
Algorithmus A den Rang von A, denn A ist genau dann invertierbar,
wenn rang(A) = n gilt.

(2) Sei A invertierbar. Dann ist E,, die zugehorige Treppenmatrix. Der
Gaufsche Algorithmus liefert Elementarmatrizen Py, ..., P; € GL(n; K)
mit E, = (Ps-...- P;) - A. Es folgt

A'=E, At'=pP,.....P-A- A =P, ..... P,

und dies ist eine Moglichkeit zur Berechnung der Inversen.
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(3) Wir beschreiben eine andere, praktischere Moglichkeit. Setze

a1 ... (5T 1 ... 0
A def (A|En)déf : o ] € M(n,2n; K).
(07 Opn 0 1

Sei T € M(n; K) die zu A gehorige Treppenmatrix. Es gibt ein
P € GL(n; K) mit T'= PA. Dann ist

T p.A=(PA|PE,) = (T|P)eMn,2nK).

Gilt T' # FE,, so ist A nicht invertierbar. Gilt T' = FE,,, so ist T =
(E, | A1) offenbar die zu A gehérige Treppenmatrix.

Dies liefert ein Rezept zum Feststellen, ob A invertierbar ist und
zur Berechung der Inversen im invertierbaren Fall. Dazu berechnet
man mit dem Gaufischen Algorithmus die Treppenmatrix T = (T |

P)von A = (A | E,). Ist T # E,, so ist A nicht invertierbar. Ist
T = E,, so ist A invertierbar und A~! = P.

BEISPIEL 7.26. Sei

3 5

Der Gauf3-Algorithmus angewendet auf

~ 2 2110
i=(3 30 1)
liefert der Reihe nach
1 1]1/2 0 1 1] 1/2 0
3500 1) \o2[=321)"
1 1]1/2 0 1 0| 5/4 —1/2
0 1]-3/4 1/2 )"\ 0 1|=-3/4 1/2 )°
Es folgt, dass A invertierbar ist und

e ()

A= (2 2) € M(2,2:R).

UBuUNG 7.27. (a) Man zeige: Fiir jedes A € M(m, n; K) gilt
rang(*A) = rang(A).
(b) Man zeige: Fiir alle A € M(m,n; K) und B € M(n, p; K) gilt
rang(A - B) < rang(A).

(Hinweis: Man zeige dies zunéchst fiir eine Treppenmatrix A und
fithre dann den allgemeinen Fall darauf zuriick.)

(¢) Aus (a) und (b) folgere man: Fiir alle A € M(m,n; K) und B €
M(n,p; K) gilt

rang(A - B) < rang(B).
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(d) Sei A € M(n; K). Man folgere:
e Gibt es ein B € M(n; K) mit A- B = E,, so ist A invertierbar,
und es gilt B = A~L.
e Gibt es ein C' € M(n; K) mit C'- A = E,, so ist A invertierbar,
und es gilt O = A™L.






KAPITEL 3

Vektorrdume und lineare Abbildungen

8. Vektorridume
Im folgenden sei K immer ein Korper.

DEFINITION 8.1. Sei V' eine Menge, auf der zwei Abbildungen (Ver-
kniipfungen) gegeben sind:

VXV =V (z,y) —z+y,
KxV =V, (o) — «a-z.
V heifit ein K- Vektorraum, oder ein Vektorraum tiber K, wenn folgendes gilt:

(VR1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(VR2) Fiir alle o, § € K und alle z, y € V gilt
(a) a-(x4+y) =a-x+a-vy.
(b) (a+p8) z=a-x+ 0z
(€) (- ) -z =a-(F-2)
(d) 1 -x ==.

BEMERKUNG 8.2. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Das neutrale Element in der abelschen Gruppe (V,+) wird mit
0 = 0Oy bezeichnet und heifit das Nullelement von V. Es ist zu
unterscheiden vom Nullelement 0 = 0 von K. Fiir jedes v € V
wird das Inverse mit —z bezeichnet.

(2) Fir o, f € K und z, y € V schreibt man ax statt a - z, —ax statt
—(ax), ax+ Py statt (a-z)+(8-y), afz statt (- 0) -2 = a-(6-x).

(3) Fiir xq, xo, ..., 2, € V schreibt man

i def
Z%zle—i-xg—l-—'—l’m
i=1

Ist m = 0, so setzt man Y ;" = Oy (leere Summe).
(4) Fir a € K und xq, xg, ..., 2, € V gilt
OCZLUZ:ZO[IZ
i=1 i=1
(Induktion nach m.)
BEMERKUNG 8.3. Sei V ein K-Vektorraum, und seien « € K und x € V.

(1) a-OV:OVundOK-x:0V.
(2) Gilt @ # 0g und x # Oy, so ist a -z # Oy.

41
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def
3) (—a)-z=-a-z (= —(a-x)).
4) (-1g) -z = —x.
BeEwels. (1) Es gilt
a-0y+0y = Oé'OV:a-(Ov+Ov)
= a0y +a-0y,
= OK'$+0K-CL’,

und Kiirzen 2.8 (1) in der Gruppe (V,+) ergibt a- 0y = Oy und O - & = Oy .
(2) Es gelte a # 0 und ax = 0. Dann folgt

Do,

r=1g -v=(a'a)r=a Y ar)=a ' 0Oy
(3) Es ist

ar + (—a)r = (a+ (—a))r =0k - @ @ Oy = ax + (—ax),

und 2.8 (1) liefert (—a)z = —au.
®3)

(4) Esist (—1g) -2 = —(1g - ) = —u. O
BEISPIELE 8.4. (1) Seien m, n € N. Es ist M(m,n; K) mit den
Verkiipfungen

M(m,n; K) x M(m,n; K) — M(m,n; K), (A,B) — A+ B
K xM(m,n; K) — M(m,n; K), (\,A)— A-A

aus 6.3 ein K-Vektorraum, vgl. 6.4.
(2) Speziell ist

o5
K”défM(n,l;K):{ 2 al,ag,...,anEK}
Qp
ein K-Vektorraum. Fiir
031 B
am | ] o= [ en
O, Bn
und A\ € K ist
a + By Aag
a+b= az—f_ﬁz und A-a= /\(_12

oy, + ﬁn /\Oén
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(3) Sei M # () eine Menge. Sei

v Abb(M, K) et {f|f: M — K ist eine Abbildung}.

Fiir f, g € V definiert man f + g € V durch

(f +9)(x) = f(z) + g(z) fir jedes x € M.

Man sieht, dass (V. +) eine abelsche Gruppe ist. Ihr neutrales Ele-
ment ist die Abbildung 0,: M — K mit Oy(z) = Ok fiir jedes
x € M. Zu jedem f € V ist die Abbildung —f: M — K mit
(—f)(x) = —f(z) fir jedes z € M invers.

Fir a € K und f € V definiert man eine Abbildung af: M —
K durch

(af)(z) et af(x) fir jedes z € M.

Mit diesen beiden Abbildungen wird V' zu einem K-Vektorraum.
(Vgl. Ubungen.)

(4) Es sei L ein Korper und K ein Unterkorper. Mit der in L gegebenen
Addition Lx L — L, (z,y) — x+y und der durch die Multiplikation
in L induzierte Abbildung K x L — L, (o, z) — «a - x ist L ein K-
Vektorraum.

(5) Insbesondere ist K ein K-Vektorraum. Er ist (bis auf Schreibweise
der Elemente) gleich dem K-Vektorraum K' = M(1; K).

(6) C ist ein R-Vektorraum, R ist ein Q-Vektorraum.

DEFINITION 8.5. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V ist
ein Unterraum von V', wenn gilt
(UR1) U # 0.
(UR2) Furallez, y e U gilt z +y € U.
(UR3) Fir alle « € K und z € U gilt az € U.

BEMERKUNG 8.6. Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum.
Dann ist U mit den von V' vererbten Verkniipfungen U x U — U, (z,y) —
r+yund K xU — U, (o, x) — ax selbst ein K-Vektorraum. Es ist 0y das
Nullelement in U, und fiir jedes x € U ist das Inverse —x in V invers zu x

in U.

BEwers. Fir alle z, y € Uist t+y € U und —z = (1) -z € U.
Also ist U eine Untergruppe der abelschen Gruppe (V,+) und daher selbst
eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0y, und zu jedem x € U ist
—z invers in (U, +). Die Aussagen in (VR2) gelten in V| also erst recht in
U. OJ

BEISPIELE 8.7. (1) Fiir jeden K-Vektorraum V sind {0y} und V
Unterrdume.
(2) Uy = {"(,qz,...,a,) € R" | a; = 0} ist ein Unterraum von R".
Uy = {"(a1,9,...,a,) € R" | @y > 0} ist kein Unterraum von
R" denn z =*(1,0,...,0) € Uy, aber (—1)-x =*(—1,0,...,0) & Us.
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Us = {¥(a1,9,...,0,) € R" | ag # 0} ist kein Unterraum von
R™, denn *(0,0,...,0) & Us.
(3) Sei V ein K-Vektorraum, und seien Uy, Us, ..., U, Unterrdume von
V. Dann ist

ZU,»:Ul—\—UQ—i—---—}—Umdéf{in|I1€Ul’x2€U27~'=meUm}
i=1 1=1

ein Unterraum von V', und zwar der kleinste Unterraum von V', der
alle U; enthélt (i = 1,...,m). Er heifit die Summe der Unterrdume
U, ..., Upn.

(4) Sei V ein K-Vektorraum. Sei I eine Indexmenge, und fiir jedes i € I
sei U; ein Unterraum von V. Dann ist

ﬂUi:{x€V|x€Uifﬁrjedesiel}
i€l
ein Unterraum von V.

BEWEIS. (3) Es gilt 0 € >, U;. Seien A € K und @ = Y." @5, y =
Yoy € > Uy, also mit @y, y; € U; fiir jedes i € {1,...,m}. Dann gilt
Ax; € Uy und x;4y; € U fir jedes i € {1,...,m}, und es folgt A\x = > | Ay,
r+y = " (zi +y) € >, Ui Offensichtlich gilt U; € 377, U; fiir
jedes ¢ € {1,...,m}. Sei W C V ein Unterraum mit U; C W fiir alle
i€ {l,....,m}. Sei x € >.7" U, beliebig, also von der Form x = " | ; mit
x € Uy, also x; € W fiir alle ¢ € {1,...,m}. Da W ein Unterraum ist, folgt
(induktiv) x € W. Es folgt > ", U; C W.

(4) Setze U = N;erU;. Da jedes U; den Nullvektor enthélt, folgt U # (0.
Sei A € K, und seien z, y € U. Dann gilt z, y € U,, also auch \z, x +y € U;
fir alle s € {1,...,m}, und damit Az, z +y € U. O

DEFINITION 8.8. Sei V ein K-Vektorraum. Seien z,...,x,, € V. Ein
Element z € V' der Form
m
xr = Z ;5
i=1

mit g, ..., q, € K heifit eine (K-) Linearkombination von 1, ..., xy,.
SATZ 8.9. Sei 'V ein K-Vektorraum und X CV eine Menge. Dann ist

P
Span(X) def (X) def {Zaixi lpeNy; aq,...,ap € Ky 2q,...,0, € X}
i=1
ein Unterraum von V. Es gilt X C Span(X), und Span(X) ist der kleinste
Unterraum von V', der X enthdlt.

BEZEICHNUNG: Span(X) = (X) heit der von X erzeugte Unterraum
von V.

BEWEIS. Man sieht, dass Span(X) ein Unterraum von V' ist mit X

C
Span(X). Fiir jeden Unterraum U von V mit X C U gilt offenbar Span(X) C
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U: Denn ein beliebiges Element aus Span(X) hat die Form 7 | ojx; mit
o,...,0 € Kund q,...,2, € X. Dann gilt z;,...,2, € U, und da U eine
Unterraum ist, folgt > 7, ayx; € U. (Induktion nach p.) O

BEISPIELE 8.10. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Es gilt Span(V) =V und Span(()) = {0y} (leere Summe!).
(2) Es sei z € V. Dann ist

Span(z) «f Span({z}) = {azx | a € K}

der kleinste Unterraum von V', der x enthélt. Man schreibt hierfiir
auch Span(z) = K.
(3) Seien z1,...,z, € V. Dann ist

Span(z1, ..., Tmy) = Span({z1,...,x,}) = {Z x| oy, . an € K}
i=1

der kleinste Unterraum von V', der z, ..., x,, enthilt. Es gilt

Span(z1,...,xy) = Koy + Kxg + -+ - + Ka,,.

9. Erzeugendensysteme und Basen. Lineare Unabhingigkeit

Es sei K stets ein Kérper und V' ein K-Vektorraum.

DEFINITION 9.1. (1) Eine Teilmenge E C V heifit Erzeugendensy-
stem von V| wenn Span(FE) = V gilt (wenn also zu jedem z € V
Elemente ay,...,0p, € K und 24,...,2, € V existieren mit x =

D i1 Ty,

(2) V heifit endlich erzeugt, wenn es ein endliches Erzeugendensystem
E von V gibt, wenn also xy,...,x,, € V existieren, so dass es zu
jedem x € V Elemente aq,...,q,, € K gibt mit x = Z;il ;.

BEISPIELE 9.2. (1) Es gilt Span(V) =V.
(2) Sei n € N. Fiir jedes i € {1,...,n} setze ¢; def Y051, 032y -+, 0in) €
K™, also
1 0 0
0 1 0
0 0 0
€1 = . , €2 = . yeeey En =
0 0 0
0 0 1

Fiir jedes (aq, ..., a,) € K™ gilt Y"1 | ase;. Also gilt K™ = Span(ey, ..., €,).
(3) Allgemeiner: Seien Eyy, Eio, ..., E,,, die Basismatrizen in M(m, n; K).
Dann gilt M(m,n; K) = Span(E11, Era, ..., Enn).
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DEFINITION 9.3. (1) 1,..., 2z, € V heilen linear unabhingig, wenn
folgendes gilt: Fiir alle aq, ..., a,, € K gilt
Z%‘%‘ZO = ar=aQy=":--=q,; =0.
=1
(2) x1,...,x, € V heiflen linear abhdingig, wenn sie nicht linear un-
abhéngig sind (wenn also aq,...,a,, € K existieren, die nicht alle

= 0 sind, und fir die >, oyz; = 0 gilt).
(3) Eine Teilmenge F C V heifit frei (oder linear unabhdngig, wenn je
endlich viele paarweise verschiedene von F' linear unabhéngig sind.

BEMERKUNG 9.4. (1) O CV ist frei.

(2) Ist X CV frei und Y C X, so ist auch Y frei.

(3) Sei « € V. Es ist {z} frei genau dann, wenn z # 0 ist. Denn ist
xr=0,s0¢gilt 1-2=0.Ist x #0 und o € K mit ax = 0, so ist
a = 0 nach 8.3 (2).

(4) Wenn x4, ..., 2, € V linear unabhéngig sind, dann sind 21, ..., x,, €
V' paarweise verschieden und # 0. (Die Umkehrung gilt nicht!)

(5) Sei X C V. Es ist X genau dann frei, wenn jedes a € Span(X)
genau eine Darstellung als Linearkombination von endlich vielen
paarweise verschiedenen Elementen aus X ist.

BEWwEIS. (5) Es gelte: X ist frei. Sei a € Span(X). Dann ist a eine
Linearkombination von endlich vielen Elementen in X, d. h. es gilt a =
Y rex Oz mit a, € K fiir jedes x € X und so, dass #{z € X | a, # 0} < 00
ist. Es gelte auch a = ) _ B, - mit 3, € K fiir jedes x € X und so, dass
#{x € X | B, # 0} < oo. Wir haben also zwei Darstellungen von a als
Linearkombination von Elementen in X:

Zax-x:a:Zﬁx-m.
rzeX reX
Dann gilt #{z € X | a, — (5, # 0} < 0o und
Z(a$—ﬁ$)-x:a—a20.
zeX
Da X frei ist, folgt a, — 8, = 0, also a, = 3, fiir jedes z € X.
Es gelte: Jedes a € Span(X) besitzt genau eine Darstellung als Linear-

kombination von Elementen in X. Seien x4, ..., z,, € X paarweise verschie-
den und \q,...,\,, € K mit

i=1

Es gilt auch Y ", Ok - 2; = Oy € Span(X). Aus der Eindeutigkeitsannahme
folgt daher \; = O fiir alle i € {1,...,m}. O

BEISPIELE 9.5. (1) {e1,...,en} ist eine freie Teilmenge im K-Vektorraum
K",
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(2) Allgemeiner: Die Teilmenge der Basismatrizen Eyq, Eo, ..., Epy, im
K-Vektorraum M(m,n; K) ist frei.

BeEwEIs. Um die Konzepte einzuiiben, zeigen wir zunéchst den Spezial-
fall (1): Zu zeigen geniigt, dass ey, ..., e, linear unabhingig sind: Seien dazu
ary ..., € K mit Y | aze; = 0. Es ist also

(03] 0 0 (03]
0 (6%) 0 Qo
0 0 0 o3
(0,0,...,0) = I T I o T : ,
0 0 0 Q1
0 0 Ay, Qn
und es folgt oy =y =+ =a, =0.

Allgemeiner nun (2). Die Idee ist dieselbe. Zu zeigen gentigt: E1q, Ero, ..., Emn
sind linear unabhéingig: Seien a1, g, . .., Gy € K mit Y10, Z?Zl o B =
0. Da

a1 G2 ... Qap
m n 921 29 e Qon
0= Z Z QijBij = : : : ’
P : : :
Om1 Opa ... Qyp
folgt a;; = 0 fiir allei € {1,...,m} und j € {1,...,n}. O
LEMMA 9.6. (1) Sei F CV frei. Ist a € V. mit a € Span(F), so ist

FuU{a} frei.
(2) Eine Teilmenge X CV ist genau dann frei, wenn fir jedes x € X
gilt: Span(X \ {z}) € Span(X).

BEWEIS. (1) Seien a € K und «, € K fiir jedes € F, von denen nur
endlich viele # 0 sind, mit

Zax-:c—l—a-a:O.

Wire o # 0, so wiirde a = =Y. _pa 'a, - € Span(F) folgen. Da diese
aber nach Voraussetzung nicht gilt, folgt & = 0. Dann ist ) _p o, -2 =0,
es folgt o, = 0 fiir alle z € F, da F frei ist. Es folgt, dass F U {a} frei ist.
(2) Sei X C V frei. Sei x € X. Trivial gilt Span(X \ {z}) C Span(X).
Angenommen, es wiirde die Gleichheit gelten. Dann ist wegen x € Span(X)
auch x € Span(X\{z}). Es gibt also v, € K fiir alley € X \{x}, nur endliche
viele davon # 0, mit @ = 3 v\ 1,y -y Esistalso 0 vy oy y+(—1)z =
0 eine Darstellung der Null als Linearkombination von Elementen in X, deren
Koeffizienten nicht alle = 0 sind, was ein Widerspruch ergibt, da X frei ist.
Gelte umgekehrt Span(X \{z}) C Span(X) fiir alle x € X. Seien o, € K
fiir alle z € X, nur endlich viele davon # 0, und mit ) _. o, - . Ange-
nommen, es sind dabei nicht alle Koeffizienten = 0. Sei etwa a, # 0 fiir ein
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x € X. Dann folgt

_ E -1
r = — Q- Oy Y,

yeX, y#z
also z € Span(X \ {z}). Damit enthédlt Span(X \ {z}) die Menge X, und es
ergibt sich Span(X) = Span(X \ {z}), Widerspruch. O

DEFINITION 9.7. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V heifit
eine Basis von V', wenn folgende beiden Eigenschaften gelten

(1) Es ist Span(B) =V (d. h. B ist ein Erzeugendensystem von V).
(2) B ist frei.

BEISPIELE 9.8. (1) Im K-Vektorraum V' = {0y} ist () die einzige
Basis von V.
(2) {e1,...,e,} ist eine Basis des K-Vektorraums K™ (vgl. 9.2 und 9.5).
Sie heifit die Standardbasis von K.
B) {Eij | 1 <i<m,1<j<n} ist eine Basis des K-Vektorraums
M(m,n; K) (vgl. 9.2 und 9.5).

SATZ 9.9. Sei V' ein K-Vektorraum und B C V. Folgende Figenschaften
sind dquivalent:

(1) B ist eine Basis von V.

(2) Jedes a € V besitzt eine und nur eine Darstellung a = 3, g oy - b
mit o € K fiir jedes b € B und mit #{b € B | a, # 0} < 00.

(3) B ist ein minimales Erzeugendensystem von' V' (d. h. Span(B) =V,
und fiir jedes X C B gilt Span(X) C V).

(4) B ist eine maximale freie Teilmenge von V (d. h. B ist frei, und
jedes Y CV mit B CY ist nicht frei).

BEWEIS. (1)=-(2): Ist B eine Basis von V, so gilt Span(B) =V, und die
Eindeutigkeitsaussage ist Bemerkung 9.4 (5).

(2)=(1): Aus (2) folgt Span(B) = V, und die Eindeutigkeitseigenschaft
ergibt wegen Bemerkung 9.4 (5), dass B frei ist.

(1)=-(3): Sei B eine Basis von V. Dann ist B ein Erzeugendensystem. Sei
X CV mit X C B. Dann gibt es ein b € B mit b € X, also X C B\ {b}.
Es folgt Span(X) C Span(B \ {b}) € Span(B), wobei die Ungleichheit aus
Lemma 9.6 (2) folgt. Also ist B ein minimales Erzeugendensystem von V.

(3)=-(4): Sei B ein minimales Erzeugendensystem von V. Fiir jedes b €
B ist wegen der Minimalitdt Span(B \ {b}) € V = Span(B), und nach
Lemma 9.6 (2) ist B frei. Angenommen, es gibt X C V frei mit B C X. Dann
gibt es ein x € X mit = ¢ B, also mit B C X \ {z}. Nach Lemma 9.6 (2)
gilt Span(B) C Span(X \ {z}) € Span(X) = V, Widerspruch, da B ein
Erzeugendensystem von V ist. Also ist B eine maximale freie Teilmenge von
V.

(2)=-(1): Sei B eine maximale freie Teilmenge von V. Sei v € V' \ B.
Dann ist B C B U {v}, und wegen der Maximalitét ist B U {v} nicht frei.
Aus Lemma 9.6 (1) folgt v € Span(B). Ist v € B, so gilt natiirlich auch
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v € Span(B). Es ergibt sich also V' = Span(B). Damit ist B ein freies
Erzeugendensystem, also eine Basis. 0
BEISPIEL 9.10. Seien aq,...,a, € K". Man schreibe diese Spalten ne-

beneinander in eine Matrix A % lai,...,ap] € M(n,p; K). Sei T' die zu A
gehorige Treppenmatrix, r = rang(7T) = rang(A), seien j(1),...,j(r) die
charakteristischen Spaltenindizes. Sei U = Span(as,...,a,) € K". Dann
gilt:

(1) {ajqay,---,am)} ist eine Basis von U.

(2) a1, ...,a, sind genau dann linear unabhéngig, wenn p = r gilt.

BEwEIs. Wir werden dies im néchsten Abschnitt in etwas allgemeinerer
Form beweisen. Wir rechnen hier ein konkretes Beispiel: Seien

2 2 0 2
4 6 4 7

ayp = 5 , Q2 = 6 , az = 2) , A4 = 7 € R4'
2 3 2 4

Sei U % Span(ay, as, az, a;) € R*. Mit obigem Verfahren kann man unter-
suchen, ob ai, as, ag, ay € R* linear unabhingig sind bzw. welche linearen
Abhéngigkeiten zwischen diesen Elementen bestehen. Genauer findet man
eine maximale freie Teilmenge von {ay, as, as, as}.

Setze
2 20 2
4 6 4 7
A — [ah ag, agz, CL4] — 5 6 2 7
2 3 2 4
Mit dem GauB-Algorithmus berechnet man die zu A gehorige Treppenmatrix
10 =20
01 2 0
= 00 0 1
00 0 O
Es folgt r = rang(A) = rang(T) = 3, j(1) = 1, j(2) = 2 und j(3) =

4, und obige Aussage (1) ergibt, dass eine Basis von U gegeben ist durch
{ab az, G4}-

Wir wollen die Aussage (1) aber direkt einsehen: Man sieht an der Trep-
penmatrix, dass

(91) as = (—2) -ay + 2. a9
gilt: Denn es gilt offenbar
(9.2) Tes = (—2) - To1 4+ 2 Tos.

Es gibt ein P € GL(4;R) mit 7' = PA, also mit A = P~'T. Multipliziert
man (9.2) mit P!, so erhélt man die entsprechende Beziehung (9.1) fiir A.
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Es folgt also, dass {a1, as, a4} ein Erzeugendensystem von U ist. Die li-
neare Unabhéngigkeit von a1, as, a4 zeigt man ganz genauso: Seien o, 3, v €
R mit

(9.3) a-a;+F-ay+v-a4=0.

Multipliziert man diese Gleichung mit der invertierbaren Matrix P, so erhélt
man

(94) O{'Tol+ﬁ'To2+’7'To4:Oa

und es folgt « = 3 =~ = 0, denn offenbar sind Ty; = €1, Tes = €9, Tes = €3
linear unabhingig in R*. Damit sehen wir — in diesem Beispiel — die Aussa-
ge (1). Der allgemeine Beweis ergibt sich aber ganz genauso. Die Aussage (2)
folgt dann aus Aussage (1). O

SATZ 9.11. Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann existiert
eine Basis von V. Genauer gilt: Jedes endliche Erzeugendensystem von V
enthdlt eine Basis.

BEWEIS. Sei F ein endliches Erzeugendensystem von V. (Nach Voraus-
setzung gibt es ein solches.) Sei

M (X | X C Emit Span(X) =V} C 2%,
Esist M # () (denn E € M), und fiir jedes X € M gilt 0 < #(X) < #(E).
Also gibt es ein B € M mit minimaler Elementanzahl. Es gilt B C E und
Span(B) = V. Auflerdem ist wegen der minimalen Elementanzahl B ein
minimales FErzeugendensystem. Nach Satz 9.9 ist B daher eine Basis. U

SATZ 9.12. Jeder K-Vektorraum V besitzt eine Basis.

BEWEIS. Ist V endlich erzeugt, so ist dies der vorstehende Satz. Ist V/
nicht endlich erzeugt, so verwendet man das sogenannte Zornsche Lemma
(eine Aussage, die dquivalent zum Auswahlaxiom ist). Auf eine detaillierte

Beschreibung des Beweises verzichten wir hier. 0
LEMMA 9.13. Seien vy,...,v,, € V linear unabhdngig. Seien x+,...,x, €
Span(vy, ..., Uy) linear unabhdngig. Dann gilt r < m.

BEWEIS. Induktion nach m. Fiir m = 0 gilt Span(vy, . .., v,,) = Span(@) =
{0}, und dann folgt auch r = 0. Sei nun m € N, und es sei bereits gezeigt:
Sind vy, ... v/, _; € V linear unabhéngig und 2/, ...,z € Span(v},..., v, ;)
linear unabhéngig, so gilt s < m — 1. Seien nun vy,...,v,, € V linear un-
abhéngig und x,...,x, € Span(vy,...,v,,) linear unabhingig. Zu jedem

je{l,...,r} existieren vy, ..., 0, € K mit

m
ij = E Cl/ij * V.
i=1

Zwei Fille konnen auftreten:
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1. Fall: Es ist apmy = e = -+ = ap = 0. Dann gilt xq,...,2, €
Span(vi, ..., Upn_1), und wvi,...,v,_1 sind linear unabhingig. Aus der In-
duktionsvoraussetzung folgt r < m — 1 < m.

2. Fall: Es gelte oy, # 0 fiir ein j € {1,...,7}. Nach evtl. Umnummerie-
rung kann man «,,, # 0 annehmen. Fiir jedes j € {1,...,r — 1} gilt

/ @J -1
Tp = T Oy Qg Ty

m

_ -1

= (aij = Uyt Q- air) " Uy
=1
m—1

— -1 S

= (ozij — Oy Q- Q) - U; € Span(vy, . .., Upp_1).
i=1

Es sind 2f,...,2._, linear unabhéingig: Denn seien Ay,...,A\,_; € K mit

Z;;} Ajr’; = 0. Dann gilt

r—1 r—1 r—1
0= Az —apr-am;-z,) = > Nz + <— > Aja;ﬁamj') C Ty
j=1 j=1 j=1
Weil zq,...,x, linear unabhéngig sind, folgt A\; = Ay = -+ = A\,_; = 0.
xy,...,x._, sind also linear unabhéngig.

Nun folgt aus der Induktionsvoraussetzung r—1 < m—1,alsor < m. 0O

SATZ 9.14 (Satz von der Invarianz der Dimension). Sei V' ein endlich
erzeugter K-Vektorraum. Dann gibt es eine Zahl n € Ny, so dass jede Basis
von V' die Elementanzahl n hat.

BEZEICHNUNG: Diese Elementanzahl n heifit die Dimension von V. Man
schreibt dafiir dim(V') = dimg (V) = n.

BeweEIs. Nach Satz 9.11 gibt es eine Basis B = {by,...,b,} von V
(mit #(B) = n). Sei B’ eine weitere Basis von V. Sind b},...,0. € B
paarweise verschieden, so sind dann b},... b linear unabhéngig in V =
Span(by, ..., b,), und aus dem vorherigen Lemma folgt » < n. Jede endliche
Teilmenge von B’ hat also hochstens n Elemente, und es folgt, dass B’ end-
lich ist mit #(B’) < n. Vertauscht man nun die Rollen von B und B’, so
ergibt sich auch n < #(B'). O

BEMERKUNG 9.15. (1) Ein endlich erzeugter K-Vektorraum heifit
auch endlichdimensionaler K-Vektorraum.

(2) Ist V ein beliebiger Vektorraum (nicht notwendig endlich erzeugt),
so kann man zeigen: Sind B und B’ Basen von V, so gibt es eine
bijektive Abbildung f: B — B’. Insofern hat man auch fiir nicht
endlich erzeugte Vektorrdume die Invarianz der Dimension; die Di-

mension ist um auch unendlichen Fall eine eindeutig definierte Kar-
dinalzahl.

Wir werden spéater sehen, dass ein K-Vektorraum durch seine Dimension
weitgehend bestimmt ist.
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BEISPIELE 9.16. (1) Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt
dimg(V) =0 < (ist eine Basisvon V. < V = {0}.

(2) Sei V ein K-Vektorraum mit dimg (V) = 1. Dann gibt es ein b € V,
so dass {b} eine Basis von V ist. Es gilt dann b # 0, und es ist

V =Span(b) =K -b={\-b| X € K}.

Zu jedem a € V mit a # 0 existiert ein & € K mit o # 0 und mit
a = «-b. Es folgt V = Span(b) = Span(a~!-b) = Span(A), d. h.
{a} ist eine Basis von V.

(3) Im K-Vektorraum M(m,n; K) ist {E;; | 1 <i<m,1<j <n}
eine Basis. Es folgt dimg(M(m,n; K)) = m - n.

(4) Im K-Vektorraum K" = M(n,1; K) hat man die Standardbasis
{e1,...,en}, also dimg (K™) = n.

(5) Speziell fiir n = 1 erhélt man den K-Vektorraum K'! = K. Es gilt
dimg (K) = 1; fiir jedes a € K, a # 0, ist {a} eine Basis.

(6) R ist ein Q-Vektorraum, und man kann zeigen, dass dimg(R) = oo
gilt.

(7) Cist ein R-Vektorraum mit dimg(C) = 2, denn {1, ¢} ist eine Basis.

SATZ 9.17 (Austauschsatz von Steinitz (E. Steinitz, 1871-1928)). Sei V
ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit dim(V') = n, sei B eine Basis
von V. Seien ay, ..., a, €V linear unabhdngig. Dann gilt m < n und es gibt
bi,...,bun_m € B, so dass {ay,...,am, b1,...,by_m} eine Basis von V ist.

BewEIs. Nach Lemma 9.13 gilt m < #(B) = n (die letzte Gleichheit gilt

: : : o d oo d
nach der Invarianz der Dimension). Sei M e {ai,...,an},sei M I M,UB.

Sei
def

M= {X CV | X ist frei mit My C X C M} C 2M.
Wegen My € M ist M # (), und als endliche Menge besitzt sie ein maximales
Element F € M. Dann ist F frei mit My < F < M.

Es gilt B C Span(F): Denn angenommen, es gilt B € Span(F’). Dann
gibt es b € B mit b ¢ Span(F'). Nach 9.6 (1) ist dann F U {b} frei, und
es gilt F U {b} € M, Widerspruch zur Maximalitdt von F. — Es folgt V' =
Span(B) C Span(F) C V, also ist F' ein freies Erzeugendensystem, d. h. eine
Basis von V. U

SATZ 9.18. Sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit dim(V') =

(1) Sei E ein endliches Erzeugendensystem von V. Dann gilt #(E) > n.

(2) Sei E ein Erzeugendensystem von V. mit #(E) = n. Dann ist E
eine Basis von V.

(3) Sei F CV frei. Dann gibt es eine Basis B von V mit F' C B.

(4) Sei FF CV frei. Dann gilt #(F') < n.

(5) Sei FF CV frei mit #(F) =n. Dann ist F eine Basis von V.
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BEWEIS. Folgt sofort aus den vorherigen Aussagen: (1) und (2) aus Satz 9.11,
(3), (4) und (5) aus Satz 9.18; man beachte, dass auch die Invarianz der Di-
mension 9.14 mehrfach eingeht. O

SATZ 9.19 (Basisergdnzungssatz). Sei V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum mit dim(V') = n. Sei U ein Unterraum von V. Dann gilt:
(1) dim(U) < dim(V).
(2) Sei By eine Basis von U. Dann gibt es eine Basis By von V' mit
By C By.

BEWEIS. Eine Basis By von U ist eine freie Teilmenge von V. Sei By, eine
Basis von V. Nach dem Austauschsatz von Steinitz gibt es (endlich viele)
Elemente von By, die zusammen mit By eine Basis von By bilden. Es folgt
Aussage (2) und dim(U) = #(By) < #(By) = dim(V). O

FOLGERUNG 9.20. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ist
U CV ein Unterraum mit dim(U) = dim(V), so ist U = V.

BEWEIS. Sei By eine Basis von U. Nach dem vorherigen Satz kann man
sie zu einer Basis By O By von V ergidnzen. Ware U C V., dann miisste
By € By gelten, und damit dim(U) < dim(V). O

SATZ 9.21 (Dimensionsformel fiir Unterrdume). Sei V' ein K - Vektorraum.
Seien Uy, Uy C 'V eindlichdimensionale Unterraume. Dann sind die Un-
terraume Uy + Uy und Uy N Uy endlichdimensional, und es gilt

BEWEIS. Seir = dim(U;) und s = dim(Us). Wegen U1 NU, C Uy, U, gilt
a% dim(Uy NUy) <1, s. Sei {ay,...,aq} eine Basis von U; N Usy. Nach dem

Basisergénzungssatz gibt es by, ..., b,_q € Uy, sodass {ai,...,aq, by, ..., b,_q}

eine Basis von Uj ist, und ebenso gibt es ¢1, ..., cs_q € U, sodass {aq,...,aq4, ¢1,...,Cs_q}
. . . def

eine Basis von Us ist. Setze B = {ay,...,aq, by,...,br_g, C1,...,Cs_q}. Dann

gilt B C Uy UU; C Uy + Uy, und es folgt Span(B) C Uy + Us. Ist uy + uy €
Uy 4+ Us, so kann man schreiben

d r—d
up = E Qia; + g B;b;
i=1 j=1
und
d s—d
!
Uy = E opag + E YeCe
k=1 (=1

mit allen «;, o, B;, v € K. Aber dann ist

d r—d s—d
U+ uy = Z(ai +al)a; + Zﬁjbj + che € Span(B).
i=1 j=1 /=1

Also ist B ein Erzeugendensystem von Uy + Us. Zeige, dass

Q1y.voy0qy b1y bpg, 1y Csg
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linear unabhéngig sind. Seien a;, 5;, v € K mit

d r—d s—d
(95) Z (873073 + Z ﬁjbj + Z YeCr = 0.
i=1 j=1 k=1
Dann ist

s—d d r—d
Z%Ck = —Z@iaz‘ — Zﬁjbj e Uy NUi,
k=1 i=1 7=1

also von der Form

s—d d

2 : 2 : /
YeCk = o, a;

k=1 i=1

fiir gewisse o) € K. Es folgt

d s—d
Z aga; + Z(—’yk)ck =0.
i=1 k=1

Daay,...,aq, c1,...,cs_q linear unabhéngig sind, folgt, dass alle o, = 0 und
alle 7, = 0 sind. Dann wird (9.5) zu

d r—d
Z o;a; + Zﬁjbj =0.
i=1 j=1

Daay,...,aq, b1,...,b._q linear unabhéngig sind, folgt, dass alle a; = 0 und
alle 3; = 0 sind. Es folgt also die behauptete lineare Unabhéngigkeit. Es ist
also B eine Basis von U; 4+ U,, und es folgt

dim(Uy +Us) = d+(r—d)+(s—d)=r+s—d
0

DEFINITION 9.22. Sei V' ein K-Vektorraum, und seien Uy,...,U,, CV
Unterrdume. Die Summe 221 U; =U+---+U,, hei3it direkt, falls sich jedes
v E 221 U; eindeutig als v = uy + - - - + u,, schreiben lédsst mit u; € U; fiir
alle i = 1,...,m. Man schreibt dann

BEMERKUNG 9.23. Sei V' ein K-Vektorraum, und seien U;, Uy C V Un-
terraume.
(1) Es gilt Uy + Uy = Uy @ Uy genau dann, wenn Uy N Uy = {0} ist.
(2) Seien U; und U, endlichdimensional. Es gilt Uy + Uy = U; @ U, genau
dann, wenn dim(U; + Us) = dim(Uy) + dim(Us) ist.

(Vgl. Ubungen.)
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10. Praktische Rechenverfahren
Mit K werde immer ein Koérper bezeichnet.

SATZ 10.1. Sei V ein endlichdimensionaler K - Vektorraum mit dim(V') =
n und sei {by,...,b,} eine Basis von V. Seien ay,...,a, € V und sei A =
(ai;) € M(n; K) die Matriz mit a; = > | aq;b; fiir jedes j € {1,...,n}.
Dann gilt:
(1) {a1,...,a,} ist genau dann eine Basis von V, wenn A invertierbar
15t.
(2) Ist A invertierbar, und ist A~' = (Qy;), so ist by = > ija; fir
jedes j € {1,...,n}.

BeEwEIs. (1) (a) Es gelte, dass {as,...,a,} eine Basis von V ist. Dann
gibt es ein B = (f;;) € M(n; K) mit b; = >, f;;a; fiir jedes j =1,...,n.
Dann folgt

by = Z Bija; = Z Bij Z augiby
i=1 i=1 k=1
k=1 i=1 k=1

Da by,...,b, linear unabhéngig sind, folgt AB[k, j] = 0y, d. h. AB = E,,.
Analog folgt BA = E,,. Also ist A invertierbar (und B = A™1).
(b) Es gelte, dass A invertierbar ist. Seien Ay, ..., A, € Kmit )37 A\ja; =
0. Setze
A
def .
Tr = :
An
Dann gilt also Az = 0. Es folgt x = A~ 'Az = A1 .0 =0, also \; = -+ =
An = 0. Also sind ay,...,a, linear unabhingig. Da dim(V) = n ist, folgt,
dass {aj,...,a,} eine Basis von V ist.
(2) Dies ergibt sich aus Beweisteil (1)(a). O

FOLGERUNG 10.2. Sei A = (ay;) € M(n; K). Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(1) A st invertierbar.

(2) A ist invertierbar.

(3) Die Spalten von A sind linear unabhdngig in M(n,1; K).
(4) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig in M(1,n; K).

BEWEIS. (1)<(2): folgt aus 6.13.

(1)< (3): Fiirjedes j € {1,...,n} gilt Ag; = > 1, ayje;. Essind Aq, ..., Aoy,
linear unabhéngig genau dann, wenn {A,1, . . ., As, } eine Basis von M(n, 1; K)
ist. Dies ist nach Satz 10.1 dquivalent zur Invertierbarkeit von A.

(2)<(4): Dies folgt wie oben durch Betrachtung der transponierten Ma-
trix bzw. Zeilen statt Spalten. 0
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SATZ 10.3. Sei V' ein endlichdimensionaler K - Vektorraum mit dim(V') =
n und sei {by,...,b,} eine Basis von V. Seien ay,...,a, € V und sei
A = (a) € M(n,p;K) die Matriz mit a; = Y . ayb; fir jedes j €
{1,...,p}. Sei T die zu A gehérige Treppenmatriz vom Rang r und mit

charakteristischen Spaltenindizes j(1),...,7(r). Fir den Unterraum U et

Span(ay, ..., ap,) gilt:
(1) dim(U) =r.
(2) {ajqy,---,ajm)} ist eine Basis von U.
(3) a1, ...,a, sind genau dann linear unabhdingig, wenn p = r gilt.

BEWEIS. (a) Da die Spalten T,jn), ..., ) gerade die 7 ersten Stan-
dardbasisvektoren e, ..., e, € M(n,1; K) sind, folgt, dass die Menge dieser
Spalten eine Basis des von allen Spalten von T erzeugten Unterraums von
M(n, 1; K) ist. Es gibt ein P € GL(n; K) mit T'= PA, und es folgt (vgl. das
Argument in Beispiel 9.10), dass {Asj(1), - - -, Aej(r)} eine Basis des von allen
Spalten von A erzeugten Unterraums von M(n, 1; K) ist.

(b) Seien Ay,..., A\, € K mit >, _; A\gajg) = 0. Dann gilt

0=> Mo = M ijmbi=»_ ( AW@j(k)) bi,
k=1 k=1 =1 i=1 “k=1

und da by, ...,b, linear unabhéngig sind, folgt >, _, Ay juy = 0 fiir je-
des i = 1,...,n, d. h. in M(n,1; K) gilt >, _, AAejy = 0. Weil aber
{Aej1)s - - -, Aejiry} nach Teil (a) linear unabhéngig sind, folgt Ay = -+ =
Ar = 0. Also sind a;(1), . .., aj() linear unabhéngig.

(c) Sei T = (7;;). Wegen A = P~'T gilt fiir jedes j € {1,...,p}

Ay = Py =P ") mTowy = > 1P Tojr)
k=1 k=1

= > TijAgm
k=1

Es folgt ay; = > 11 Thjijk), und damit

aj = Z ;b = Z Z ThjCij(h) bi = Z Thi Z i) bi
i=1 =1

i=1 k=1 k=1
.
- § :Tkjaj(k)’
k=1

also a; € Span(a;(y, ..., aju) firjedes j = 1,...,p. Es folgt, dass {a;q), ..., ajm}
ein Erzeugendensystem von U ist. Damit folgt Aussage (2). Die beiden an-
deren Aussagen (1) und (3) folgen direkt daraus. O

Der folgende Satz beschreibt, wie man eine Basiserginzung praktisch
durchfiihrt.
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SATZ 10.4. Sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum mit dim(V') =

n. Sei{by,...,b,} eine Basis von'V. Seien ay,...,a, € V linear unabhingig.
Sei A = (yj) € M(n,r; K) die Matriz mit a; = >, o;;b; fir jedes j €

A~

{1,...,r}. Setze A = (A, E,) € M(n,r + n; K) und T die zugehérige Trep-
penmatriz. Dann gilt:

-~ A~

(1) rang(A) = rang(T") = n, und fir die charakteristischen Spaltenin-
dizes qilt 7(1) = 1,7(2) =2,...,j(r) =rundr+1 < j(r+1) <
o< j(n) <r+n.

(2) Esist {ai,...,ar, bjgr1)—r,-- -, Djn)—r} €ine Basis von V.

BEWEIS. (1) Setze

. def {ai iG{l,...,T},

’ biy t1€{r+1,...,r+n}.

Sei A= (A, E,) = (@jj). Dann gilt

fir jedes j € {1,...,7 4+ n}. Da schon {by,...,b,} ein Erzeugendensystem
von V ist, gilt dies erst recht fiir (die Obermenge) {ai,...,@.4,}. Nach
Satz 10.3 (1) gilt

-~

rang(A) = dim(V) = n.

(2) Es gibt cin P € GL(n; K) mit T = PA = P-(A, E,) = (PA, P). Dabei ist
PA € M(n,r; K) offenbar die zu A gehorige Treppenmatrix. Weil aq, ..., a,
linear unabhéngig sind, folgt nach Satz 10.3 (3)

rang(PA) = rang(A) = r.

Hieraus folgt notwendig j(1) = 1,...,7(r) = r. Klar ist dann r + 1 < j(r +
1) <---<j(n) <r+n. Aus Satz 10.3 (2) folgt nun, dass

{@;qy, - a0 = {ar, -, ar, bjggry—rs -+, Djtny—r }
eine Basis von Span(ay, ..., a.,) =V ist. O

BEISPIEL 10.5. Sei V ein R-Vektorraum mit dim (V') = 4. Sei {by, ba, b3, b4}
eine Basis von V. Seien

a; — bl +252+353+4b4, a9 = bl +bg+264, az — 4b2 +b3 — 254.

Anwendung des Algorithmus von Gaufl auf

11 0 1000

~ (20 4 010 0

A=131 1 001 0] EM&TR)
42 -2000 1
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liefert die zugehorige Treppenmatrix

100 —2/30 1/3 1/6
010 53 0 —1/3 —-1/6

0oo0o1 13 0 1/3 -1/3
000 0 1 -2 1
Man sieht daran: Die zu
11 0
2 0 4
A=131 1
4 2 =2
gehorige Treppenmatrix ist
1 00
010
0 01
0 00

Also sind aq, as, as linear unabhéngig. Weil T die charakteristischen Spalten-
indizes j(1) =1, j(2) = 2, j(3) = 3, j(4) = 5 hat, folgt, dass {a1, az, as, ba}
eine Basis von V ist.

11. Lineare Abbildungen
Sei K im folgenden immer ein Korper.

DEFINITION 11.1. Seien V und W zwei K-Vektorraume. Eine Abbildung
f:V — W heiit linear, falls
(L1) fl+y)=f@)+ f(y) fiir alle z, y € V,
(L2) fA-x) =X\ f(z) firalle \e K, z € V.
Man nennt dann f manchmal auch genauer K-linear.
BEMERKUNG 11.2. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen den
K-Vektorrdumen V und W.
(1) Es gllt f(()v) = f(OK : Ov) = OK : f(OV) = OW Fiir jedes xeV gllt

f(=z) = f((-1k) -2) = (1K) - f(z) = —f(2).
(2) Sind A\y,..., A\ € Kund z4,...,2, € V, so gilt

f (i:; Ax) = 2:: Nof ().

(Der einfache Beweis per Induktion nach m.)

(3) Ist f bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f~': W — V linear
(und bijektiv).
BEWEIS: Seien 2/, 3/ € W und X\ € K. Dann gilt

FU@) W) =@+ W) =2+
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und
O @) =2 f(fTH @) = A2,
und es folgt f~H(2'+y") = f~H(2")+f~1(y) und fEH(A-2') = A f(2).
(4) Sei W’ ein weiterer K-Vektorraum und g: W — W’ linear. Dann
ist go f: V — W' linear.
BEWwEIs: Fiir alle z, y € V und A € K gilt

goflx+y) = g(f(x+y))=9(f(x)+ [(y))

= g(f(@) +9(f(y) =go f(z)+go fly),
gof(A-z) = g(f(A-2)) =g\ (f(z)))

= A-g(f(@)=A-(g0 f(x)).

BEISPIELE 11.3. (1) Sei V' ein K-Vektorraum. Dann ist die identi-
sche Abbildung 1y : V' — V linear.

(2) Seien a, b € K. Die Abbildung f: K — K, z — ax + b ist linear
genau dann, wenn b = 0 ist.

(3) Der Korper C ist ein C-Vektorraum und auch ein R-Vektorraum. Die
Abbildung v: C — C, z — z (komplexe Konjugation) ist R-linear
aber nicht C-linear.

(4) Die Abbildung sp: M(n; K) — K, (ay;) — Y r; o ist linear (vgl.
Aufgabe V.2).

(5) Sei A € M(m,n; K). Dann ist

far K" —> K" z— A-x

eine lineare Abbildung. Dies folgt sofort aus Satz 6.6 (2) und (4).
Wegen fa(e;) = A-e; = Asj (7 = 1,...,n) kann man aus f4 die
Matrix A zuriickgewinnen.

(6) In der Analysis lernt man (spéter), dass die Menge C*°(R) der be-
liebig oft differenzierbaren Funktionen f: R — R ein R-Vektorraum
ist (mit den Verkniipfungen aus 8.4 (3)). Die Abbildung

D: C*(R) = C*(R), fr [
ist nach den Rechenregeln fiir Ableitungen linear.

SATZ 11.4. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorrdumen
V und W.
def

(1) Fir jeden Unterraum U wvon V ist f(U) = {f(z) | x € U} ein
Unterraum von W.

(2) Fiir jeden Unterraum U’ von W' ist das Urbild f~*(U’) ) {reV|
f(z) € U'} ein Unterraum von V.

(3) Fiir jede Teilmenge X C V' gilt Span(f(X)) = f(Span(X)).

Bewels. (1) Es ist Oy = f(Oy) € f(U). Seien 2,y € U und X € K.
Dann gelten x + y, Az € U, und es folgt f(z) + f(y) = f(x +y), A - f(x) =
fA-z) € f(U).
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(2) Es ist Oy € f~1(U’), da f(0y) = Oy € U'. Seien z, y € f~H(U’) und
A € K. Dann gilt f(z), f(y) € U, also auch f(z+y) = f(z)+f(y), f(A-x) =
A f(z)eU alsox+y, \-x el

(3) Dies folgt sofort aus der Gleichung

f(z OéiiUi) = Z a; [ (x)
i=1 i=1
fir alle ay, ..., € K und z4,...,2, € X, vgl. 11.2 (2). O
DEFINITION 11.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-
Vektorrdumen V' und W.
(1) Bild(f) @ (V) = {f(z) | z € V} heiBt das Bild von f.
(2) Kern(f) = T {ow}) ={z € V| f(z) = Ow} heiBt der Kern von

Aus dem vorherigen Satz ergibt sich speziell:

FOLGERUNG 11.6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-
Vektorraumen V und W.

(1) Bild(f) ist ein Unterraum von W.
(2) Kern(f) ist ein Unterraum von V.

Offenbar ist eine lineare Abbildung f: V — W genau dann surjektiv,
wenn Bild(f) = W gilt. Fiir die Injektivitat gilt folgendes.

SATz 11.7 (Injektivitédtskriterium). Sei f: V. — W eine lineare Abbil-
dung zwischen K-Vektorraumen V und W. Dann gqilt: f ist genau dann
injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt.

BEWEIS. (1) Sei f injektiv. Fiir alle z € V mit x # Oy ist dann f(x) #
f(Oy) = Oy, also = & Kern(f). Also Kern(f) = {0y }.

(2) Es gelte Kern(f) = {0y }. Seien z, y € V mit f(x) = f(y). Dann gilt
flz—y) = f(z)— f(y) = 0w, d. h. 2 —y € Kern(f) = {0y}, also x —y = Oy,
d.h.z=y. 0

DEFINITION 11.8. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f: V — W
eine lineare Abbildung. Man bezeichnet dim(Bild(f)) auch als Rang von f

und schreibt rang(f) ot dim(Bild(f)).

BEISPIEL 11.9. Sei A € M(m,n; K) und fu: K" — K™, © — A -z die
lineare Abbildung aus 11.3 (5). Dann gilt

rang(fa) = dim(Bild(fa)) = dim(Span(fA(el), ce fA(en))
= dim(Span(A4-ey,..., A ¢,)) = dim(Span(A.1,.. ., As,))
£ rang(A).

SATZ 11.10. Seien V und W zwei K- Vektorrdume.

(1) Ist{zy,..., 2y} ein Erzeugendensystem von V', so ist {f(x1),..., f(xm)}
ein Erzeugendensystem von Bild(f).
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(2) Sei{by,...,b,} eine Basis von V. Dann gilt
(a) f ist genau dann surjektiv, wenn {f(b1),..., f(b,)} ein Erzeu-
gendensystem von W ist.
(b) f ist genau dann injektiv, wenn f(by), ..., f(b,) linear unabhingig
sind.

Beweis. (1) Ist {z1,...,x,} ein Erzeugendensystem von V, so gilt V' =
Span(xy,...,Ty,), und mit 11.4 (3) folgt

Bild(f) = f(V) = f(Span(xy,...,2,)) = Span(f(x1),..., f(zm)).

(2) Esist Bild(f) = f(V) = f(Span(by, ..., by) = Span(f(b1), ..., f(bn)).
Es folgt

f surjektiv < Bild(f) =W < Span(f(b1),..., f(bn)) =W.

(b) =: Sei f injektiv. Seien oy, ...,a, € K mit Y ., a;f(b;) = Ow. Da
[ linear ist, folgt f(> 0, a;b;)) = Ow = f(Oy). Aus der Injektivitdt von f
folgt " , a;b; = Oy. Da by, ..., b, linear unabhéngig sind, folgt oy = -- - =
a, = 0. Also sind f(by),..., f(b,) linear unabhéngig.

<: Seien f(b1),..., f(b,) linear unabhéngig. Sei z € Kern(f). Man kann

schreiben z = )" | a;b; fiir gewisse oy, ..., o, € K. Es folgt Oy = f(z) J 2n.
Yo aif(b;), und es folgt oy = -+ = @, € K, und damit z = 0. Also gilt
Kern(f) = {0y}, d. h. f ist injektiv. O

Der folgende wichtige Satz wird haufig auch Dimensionsformel fiir lineare
Abbildungen genannt.

SATz 11.11 (Rangsatz). Seien V und W zwei K - Vektorraume und f: V —
W eine lineare Abbildung. Ist V' endlichdimensional, so sind Kern(f) und
Bild(f) endlichdimensional, und es gilt

dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)),
also
rang(f) = dim(V) — dim(Kern(f)).

BEWEIS. Sei n = dim(V) < co. Als Unterraum von V' ist Kern(f) end-
lichdimensional (vgl. 9.19). Sei d = dim(Kern(f)), und sei {a4,...,aq} eine
Basis von Kern(f). Nach dem Basisergénzungssatz 9.19 gibt es by, ..., b,_4 €
V, so dass {ai,...,aq, b1,...,b,_q} eine Basis von V ist.

Behauptung: {f(b1),..., f(by,_q)} ist eine Basis von Bild(f). Es gilt

Bild(f) = f(V)= f(Span(ay,...,aq, by,...,by_q))
= Span(f(a1),..., f(aa), f(b1),..., f(baa))
Y Span(f(b), -, f(bu-a),

wobei (x) wegen f(a1) = ... f(aq) = Ow gilt. Also ist {f(b1),..., f(bp—q)}
ein Erzeugendensystem von Bild(f).
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Zu zeigen ist noch, dass f(by), ..., f(by_q) linear unabhéngig sind. Seien
Biy- o Bug € K mit Y071 B£(b;) = Ow. Dann gilt f(3077 8;b;) = Ow,
d. h. Z?;ld B;b; € Kern(f). Es gibt also a4, ..., a4 € K mit

n—d d
§ Bib; = E Q;aq,
j=1 i=1

oder anders geschrieben

n—d d
Zﬁjbj + Z(—ai)ai = Ov.
j=1 =1

Da aber ay,...,aq, by,...,b,_q linear unabhéngig sind, folgt (ay = .-+ =
ag=) P ="+=Ppa=0.
Insbesondere folgt nun
dim(Bild(f)) = n — d = dim(V') — dim(Kern(f)).
0]

SATZ 11.12. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorraumen
V und W. Es gelte dim(V) = dim(W) < oo. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) f ist bijektiv.

(2) f ist injektiv.

(3) f ist surjektiv.

BEWEIS.
f injektiv Py Kern(f) = {0y} 2% dim(Kern(f)) =0
11.11 9.20

& rang(f) =dim(V) & Bid(f)=V
& f surjektiv.
O
SATZ 11.13 (Lineare Fortsetzung). Seien V und W zwei K -Vektorrdume.
Sein = dim(V) < co. Sei {by,...,b,} eine Basis von V. Seien wy, ..., w, €

W beliebige Elemente. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — W
mit f(b;) = w; fir allei=1,...,n.

BEWEIS. Jedes z € V hat genau eine Darstellung der Form Y | «; - b,
(mit aq,...,q, € K). Man setzt

f(x) def iai -w;.
i=1

Da f linear sein soll mit f(b;) = w;, ist klar, dass man f so definieren muss.
Andererseits, ist f so definiert, so sieht man sofort, dass f tatséchlich linear
ist und f(b;) = w; gilt firi=1,...,n. O
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DEFINITION 11.14. (1) Eine bijektive, lineare Abbildung f:V —
W zwischen K-Vektorrdumen V und W heifit ein Isomorphismus.

(2) Zwei K-Vektorraume V' und W heiflen isomorph, falls es einen Iso-
morphismus f: V. — W gibt. Man schreibt dann V' ~ W. (Of-
fenbar definiert ~ eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der K-
Vektorrdume.)

Zwei isomorphe K-Vektorrdume kann man als im wesentlichen gleich
ansehen. Ein Isomorphismus stellt nicht nur eine Bijektion zwischen den
beiden Vektorrdumen her, diese Bijektion “bewahrt” sogar die jeweiligen
linearen Strukturen.

SATZ 11.15. Sei 'V ein endlichdimensionaler K - Vektorraum mit dim(V') =
n. Sei B={by,...,b,} eine Basis von V. Dann definiert

(071 n
op: K" =V, : Hzaibi
i=1

7%
einen Isomorphismus von K -Vektorraumen.

BEWEIS. Nach Satz 11.13 gibt es genau eine lineare Abbildung f: K™ —
V mit f(e;) = b; fiir i = 1,...,n. Dies ist aber gerade die im Satz definierte
Abbildung. Da {by,...,b,} eine Basis von V ist, folgt aus Satz 11.10 (2),
dass f injektiv und surjektiv, also bijektiv ist. 0

SATZ 11.16. Seien V und W endlichdimensionale K - Vektorraume. Dann
sind dquivalent:
(1) VW,
(2) dim(V') = dim(W).

BEWEIS. (1)=-(2): Sei f: V — W ein Isomorphismus. Sei dim(V') = n
und {by,...,b,} eine Basis von V. Nach Satz 11.10 (2) ist {f(b1),..., f(bn)}
eine Basis von W mit n (verschiedenen!) Elementen, und daher gilt dim(W) =
n = dim(V).

(2)=(1): Es gelte dim(V) = n = dim(V'). Nach Satz 11.15 gibt es Iso-
morphismen f: K* — V und g: K* — W. Dann ist go f~1: V — W ein
Isomorphismus (vgl. 11.2 (3) und (4)). (Man kann natiirlich auch Satz 11.13
auf V' und W anwenden, ohne den “Umweg” iiber K™ zu gehen.) 0

BEMERKUNG 11.17. (1) Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Dann
ist Abb(V,W) = {f | f: V — W Abbildung} ein K-Vektorraum,
mit den Verkniipfungen, die definiert sind durch

(f+9)(2) ¥ F(2) + g(2) fiir alle z € V,

A f)z) ™ A f(z) firalle A€ K, 2 €V

(fiir alle f, g € Abb(V, W), vgl. Aufgabe VIL5; Abb(V, W) = WV,
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Offenbar ist

Homg (V, W) «f {f € Abb(V, W) | f ist linear}
ein Unterraum von Abb(V, W). (Vgl. Ubungen.)

(2) Eine lineare Abbildung f: V' — W nennt man auch Homomorphis-
mus (von K-Vektorrdumen).

12. Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei K stets ein Korper. Ist V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum,
so werden wir im folgenden stillschweigend immer geordnete Basen B =
(by,...,b,) betrachten, d. h. {by,...,b,} ist eine Basis von V, und die Rei-
henfolge der Basiselemente ist festgelegt und darf nachtréglich nicht ohne
weiteres gedndert werden.

12.1. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen
V und W. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V und C = (wy,...,w,) eine
Basis von W.

(1) Fiir jedes j € {1,...,n} gibt es eindeutig bestimmte o, agj, ..., A, €
K mit

flo) = aiuw;.
i=1
Dies definiert eine Matrix A = (a;;) € M(m, n; K'). Man schreibt

ME(f) < A

und nennt dies die Darstellungsmatriz von f bzgl. der Basen B und C. Man
beachte, dass die Definition diesr Matrix stark von der Wahl der Basen B und
C und deren Anordnung abhéngt. (Das war auch schon bei der Abbildung
¢p in 11.15 der Fall.)

Ist V =W und B = C, so schreibt man abkiirzend

Mpg(f) = ME(f).

(2) Sei z € V. Dann gibt es eindeutig bestimmte &, ..., &, € K mit

n
€r = Z&Ui-
i=1

Man nennt

&
S g

£,
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den Koordinatenvektor von x bzgl. der Basis B. Mit dem Isomorphismus
¢p: K™ — V aus 11.15 gilt also gerade

&1
| = @0 @)

€n
(3) Mit den Bezeichnungen aus (1) und (2) gilt

flz) = Zﬁjf(“j)
j=1
= ijzaijwi
j=1 =1
= Z(Zazjfg‘)wi,
i=1 Nj=1

&1
alsoist A- [ : | € K™ der Koordinatenvektor von f(z) € W bzgl. C.

&n
(4) Sei nun A = (a;;) € M(m,n; K) irgendeine Matrix. Nach Satz 11.13
gibt es genau eine lineare Abbildung f4: V — W mit

Fa(vy) = agju;
=1

fir jedes j € {1,...,n}. (Auch diese lineare Abbildung f4 ist von der Aus-

wahl der Basen B und C abhéingig; wir haben das in der Notation aber nicht
deutlich gemacht.) Offenbar gilt A = MS(fa).

SATZ 12.2. Seien V und W zwei K-Vektorraume und B = (vy,...,v,)
und C = (wy, ..., wy,) Basen von V' bzw. W. Die Abbildung

® = &%: Homg(V,W) — M(m,n; K), f— Mg(f)
st ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.

Man beachte, dass dieser Isomorphismus von der Wahl der Basen B und
C abhéngt.

BEWEIS. Aus den vorherigen Betrachtungen ergibt sich, dass durch die
Zuordnung A +— f4 eine Umkehrabbildung zu ® definiert wird. Also ist ®
bijektiv. Seien f, g € Homg (V, W) und a € K. Dann gilt

B(f +g) = ME(f +9) 2 ME(f) + ME(g) = B(f) + D(g)
und

d(af) = ME(af) E aMS(f) = ad(f).
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Zu (¥): Ist M§(f) = A = (ay;) und M§(g9) = B = (By), so gilt f(v;) =
Yo aijw; und g(vy) = >0 Giw;. Es folgt

(f —I—g)(U]) = f U] +g U] Zawwz + Zﬁzywz - Z azj _’_ﬁz])wza
i=1

also M§(f +g) = (ai; + Bi;) = A+ B. Analog folgt (xx). — Also ist @
linear. O

FOLGERUNG 12.3. Seien V und W zwei K -Vektorraume mit dim(V') = n
und dim(W) = m. Dann gilt dim(Homg (V,W)) = m - n.

BEMERKUNG 12.4. Seien A = (a;;) € M(m,n; K) und B = (3;;) €

M(n,p; K). Seien f4: K™ — K™, x — Az und fp: K? — K", y — By die
zugehorigen linearen Abbildungen. Dann gilt

fao fg= fan.

BEWEIS. Fiir jedes x € K? gilt

fao fe(x) = fa(Bz) = A(Bz) = (AB)z = fap().
]

FOLGERUNG 12.5. A € M(n; K) ist genau dann invertierbar, wenn die
lineare Abbildung fs: K™ — K", x — Ax bijektiv ist.

BeEWwEIS. Gibt es B € M(n; K) mit BA = E,, = AB, so folgt fao fp =
fa = fg, = 1xkn = fpa = fpofa,also fa bijektiv. Ist umgekehrt f4 bijektiv
und g die Umkehrabbildung, so gibt es ein B € M(n; K) mit g = fp, und es
folgt wie oben fap = 1g» = fga, und daraus folgt AB = E,, = BA, also A
invertierbar. 0

Ist A € M(m,n; K), so schreiben wir fiir die Abbildung f4: K™ — K™,
x — Az im folgenden manchmal auch suggestiv A-.

SATZ 12.6. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen den Vek-
torraumen V- und W. Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V und C =
(wi, ..., wy) eine Basis von W. Dann ist das folgende Diagramm linearer
Abbildungen kommutativ

Er 25y
ME(f)-| K
K™ 2w

d. h. fiir jedes x € K™ qilt
f(o5(x)) = ¢e(Mg(f) - x).

Durch dieses kommutative Diagramm ist die Matriz M5(f) bestimmt.
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BEWEIS. Es geniigt, die Gleichheit fiir die Standardbasisvektoren x =
e; € K" (j =1,...,n) nachzupriifen. Sei M§(f) = A = (ay;). Es gilt

fGsle) = S(0) =Y ayu,

= ) aide(e]) = ¢c (Z %’62)
=1 i=1

= ¢C(A.j)=¢c(14'€j)
= pe(Mgs(f) ;).

(Hierbei bezeichne ¢/, ..., e/ die Standardbasis von K™.) Aus dem kommu-
tativen Diagramm ergibt sich M§(f)- = (¢¢) ' o f o ¢, und dadurch ist die
Matrix M§(f) eindeutig definiert. O

FOLGERUNG 12.7. Mit den Bezeichnungen aus dem vorherigen Satz gilt

vang(f) = rang(MS(f).
BEWEIS. Der Isomorphismus ¢¢ bildet Bild(Mg(f)-) auf Bild(f) ab. Die-
se Bilder sind also isomorph, haben insbesondere dieselbe Dimension. Es folgt

rang(f) % dim(Bild(f)) = dim(ME(f)-)

def .
= rang(M§(f)) = rang(Mg(f)).
O
SATZ 12.8. Seien U, V und W endlichdimensionale K -Vektorrdume mit

Basen A, B bzw. C. Seien f: U — V und g: V — W lineare Abbildungen.

Dann gilt
Mi(go f) = Mg(g) - MA(f)-
Beweis. Gelte dim(U) = p, dim(V') = n und dim(W) = m.

Kr 24 U
ME(f): | |/
K" 25y
ME(9)- | L9
K™ % W

Da die kleinen Teilquadrate kommutuieren, kommutiert auch das grole Recht-
eck. Weil dies Rechteck auch mit MG(go f)- auf der linken Seite kommutiert,
folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz 12.6. 0

FOLGERUNG 12.9. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen den
endlichdimensionalen Vektorraumen V und W. Sei B eine Basis von V' und
C eine Basis von W. Genau dann ist f bijektiv (also ein Isomorphismus),
wenn die Matriz M§(f) invertierbar ist. In dem Fall ist

(MS(H) ™" = ME(FY).
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BEWEIS. Sei f bijektiv. Sei g: W — V die Umkehrabbildung zu f. Auch

g ist linear. Es folgt ME(g) - M§(f) = Mp(1y) Har E,,, und ebenso Mg(f) -

ME(g) = Ms(lw) = E,, wobei n = dim(V) = dim(W) gilt. Es folgt, dass

ME(f) invertierbar ist.

Sei umgekehrt A = M§(f) invertierbar. Sei B = A~ Nach Satz 12.2
gibt es eine lineare Abbildung g: W — V mit B = MJ(g). Es folgt dann
leicht M§(f o g) = E, und M§(g o f) = E,, und daraus folgt, dass g die

Umkehrabbildung zu f ist. O
DEFINITION 12.10. Seien V' ein K-Vektorraum. Seien B = (vq,...,v,)
und B’ = (v}, ...,v]) Basen von V. Die Matrix

T8 “ MEB (1v) € M(n; K)
nennen wir die Basiswechselmatriz oder Transformationsmatriz bzgl. B und
B
BEMERKUNG 12.11. Es gilt 7§ € GL(n; K) und (T§)™' = T§.
BEWEIS. Direkt aus Folgerung 12.9. U

BEMERKUNG 12.12. Es ist 75 = (7;) die Matrix mit w; = Y1 70!
fur jedes j € {1,...,n}.

BEWEIS. Unmittelbar aus der Definition von ME (1y/). O

Die Invertierbarkeit von Tg' und die Formel fiir das Inverse ergibt sich
auch hieraus im Verbund mit Satz 10.1.

SATZ 12.13 (Transformationsformel). Sei f: V. — W eine lineare Ab-
bildung zwischen den K-Vektorriumen V und W. Seien B = (vi,...,v,)
und B' = (vi,...,v)) Basen von V, und seien C = (wy, ..., wy) und C' =

(wh,...,w) Basen von W. Dann gilt
Mg (f) = T¢ - M§(f) - (Tg )"
Bewgls. KOMMUTATIVES DIAGRAMM 0

12.14 (Berechnung einer Basis des Bildes einer linearen Abbildung). Sei
f:V — W eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen V und W,
sei B = (v1,...,v,) eine Basisvon V und C = (wy,...,w,,) eine Basis von
W. Sei A = M§(f) die Darstellungsmatrix von f bzgl. B und C. Fiir jedes

Jje{l,...,n} gt also f(v;) = >0, ajw;.

Es gilt Bild(f) = Span(f(v1),..., f(v,)). Sei T' die zu A gehorige Trep-
penmatrix vom Rang r, seien j(1),...,j(r) die charakteristischen Spalten-
indizes. Dann gilt:

(a) dim(Bild(f)) = rang(f) = rang(A) =r.
(b) Esist {f(vj)),- .., f(vje))} eine Basis von Bild(f).
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Fiir die Aussage (b) schaut man sich nochmal den Beweis von Folgerung 12.7
an: Der Isomorphismus ¢¢ bildet eine Basis von Bild(M§(f)-) (also einer Ba-
sis des durch die Spalten von A aufgespannten Unterraums in K™; vgl. 9.10
zur Berechnung einer solchen) auf eine Basis von Bild(f) ab. Die Aussage (b)
ergibt sich dann aus dem kommutativen Diagramm in Satz 12.6.

12.15 (Berechnung einer Basis des Kerns einer linearen Abbildung). Sei
f:V — W eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen V' und
W, sei B = (vy,...,v,) eine Basisvon V und C = (wy,...,w,,) eine Basis
von W. Sei A = M§(f) die Darstellungsmatrix von f bzgl. B und C.

Nach dem Rangsatz gilt dim(Kern(f)) = dim(V) — rang(f) = n — 7,
wobei 7 wie in (1) der Rang der Matrix A = Mg(f) ist.

Der Isomorphismus ¢z aus dem kommutativen Diagramm in 12.6 bildet
(eine Basis von) Kern(M§(f)-) auf (eine Basis von) Kern(f) ab. Es ist also
eine Basis des Unterraums

Ra™ {z e K" | Ax = 0}

von K" zu berechnen. (Dies fithrt also zur Bestimmung der Losungsmenge
eines (homogenen) linearen Gleichungssystems, und dies wird im néchsten
Abschnitt diskutiert.)

Sei T = (7;;) die zu A gehorige Treppenmatrix vom Rang r und seien
j(1),...,4(r) die charakteristischen Spaltenindizes. Man beachte dass Az =
0 genau dann gilt, wenn Tz = 0 ist. (Denn 7" = PA mit P € GL(m; K);
Tr =0 & PAr =0 & Az = P7'PAz = 0.) Fiir jedes i € {1,...,r}

ist Toj) = e; der i-te Standardbasisvektor in K™. Sei J ) {1,...,n}\
{j(1),...,5(r)}. Es gilt #(J) =n —r. Fiir jedes j € J gilt

Ty =Y miTejin
k=1
und dann auch
Ao =) T et
k=1

(Vgl. den Beweis von Satz 10.3.) Es gilt also

(12.1) > A =0,
s=1

mit
' —1 S:ja
=40  sel s#j
T s =j(k).
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Dies gilt fiir jedes der n — r Elemente j € J. Setze

fir jedes j € J. Wegen (12.1) gilt also Ay; = 0 fiir jedes j € J. Man sieht
sofort (wegen der —1 und sonst Nullen an den verschiedenen Stellen mit
Index in J), dass {y; | j € J} frei ist. Wegen

#(J)=n—r=dim({x € K" | Ax =0})
folgt, dass {y; | j € J} eine Basis des Raumes Ry = {x € K" | Az = 0} ist.
BEISPIEL 12.16. Sei

21 1 0 0 7
20 4 0 -2 4

A= 01 -3 -1 0 0 € M(4,6;R).
01 -3 1 4 6

Sei f = fa: R® — R* die lineare Abbildung mit f(z) = Az fiir alle z € RS.
Man berechnet mit dem GauB-Algorithmus die Treppenmatrix von A:

10 2 0 -1 2
01 -30 2 3
T=1900 0 1 2 3
00 0 0 0 0

Esist also r = rang(A) = 3, die charakteristischen Spaltenindizes sind j(1) =
1, 7(2) = 2 und j(3) = 4. Mit den obigen Bezeichnungen ist also J =
{3, 5, 6}. Es bildet dann

2 -1 2
-3 2 3
—1 0 0
Ys = 0 y Ys = 2 y Yo = 3
0 -1 0
0 0 —1

eine Basis von Kern(f) = {z € R® | Az = 0}.

Man kann sich den letzten Schritt schematisch auch so vorstellen: In
der Treppenmatrix stehen die Elemente T'[k,j(k)] = 1 (k = 1,...,r) nicht
auf der Hauptdiagonalen (abgesehen davon, dass T' nicht quadratisch ist).
Es werden formal Nullzeilen eingefiigt, so dass die genannten Einsen auf
der Hauptdiagonalen einer quadratischen n x n-Matrix stehen. Das folgende
Verfahren nennt man auch den Entzerrungsalgorithmus:
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Zunéchst streicht man die m —r vielen unteren Nullzeilen in 7" und erhalt

10 2 0 -1 2
T"=101 -3 0 2 3
00 0 1 2 3

Danach fiigt man #(J) = n — r viele Nullzeilen ein, und zwar so, dass man
eine n X n-Matrix erhélt, wobei die Zeilenindizes der neuen Nullzeilen die
Elemente aus J durchlaufen. Man erhilt also im Beispiel

1 0 2 0 -1 2
o 1 -3 0 2 3
T _ 0o 0 0 0 0 0
o 0o o0 1 2 3
0o 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 O

Die 3., die 5. und die 6. Zeile sind also nun die Nullzeilen in 7". SchlieSlich
werden die (eingefiigten) Nullen auf der Hauptdiagonalen jeweils durch den
Wert —1 ersetzt:

10 2 0 —1 2
01 -30 2 3
g |00 L0 0 0
“loo 0o 1 2 3
00 0 0 -1 0
00 0 0 0 -1

Nun hat man y3 = T4, y5 = T.¢ und ys = T.¢. Also allgemein nimmt man
die Spalten, bei denen sich durch das beschriebene Verfahren die Eintrége
—1 auf der Hauptdiagonalen ergeben haben.

BEISPIEL 12.17. Seien V und W zwei R-Vektorrdume. Sei B = (vq, vg, v3, v4)
eine Basis von V und C = (wy, wy, ws) eine Basis von W. Sei f: V — W
die lineare Abbildung mit

f(v1) = 2w +3watws, f(v2) = 2wi+2ws, f(vs) = wetws, f(vse) = 3watws.

Es ist dann

A= Mg(f) =

=W N
(el VR V)
—_—_ O
— N =

Die Treppenmatrix von A ist

10
T=101 -1 —1/2
0 0
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Man erhélt mit dem Entzerrungsalgorithmus

1 0 1 1
01 —1 —1/2
00 -1 0
00 0 -1
und liest ab, dass
1 1
-1 =12
Ys = -1 Ys = 0
0 -1

eine Basis des Unterraums {z € R* | Ax = 0} bildet. Eine Basis von Kern(f)
erhilt man durch Anwendung des Isomorphismus ¢z: R* — V. der den
Standardbasisvektor e; auf v; schickt (1 =1, 2, 3, 4). Also ist

{05(y3), ¢8(ys)} = {v1 —v2 —vs, v1 — 1/2v5 — 04}
eine Basis von Kern(f).
13. Lineare Gleichungssysteme
Sei K wie immer stets ein Korper.

13.1. (1) Ein lineares Gleichungssystem (iiber K) mit m Gleichungen
und n Variablen (Unbestimmten) ist gegeben durch

1121 + 122 + -+ ALy — b1

911 + 929 + -+ Aoy — b2
(13.1) ) . .

11+ QT2 ot Qnn = by

Hierbei sind aq1, a9, ..., amp € K und by, ..., b, € K vorgegeben. Gesucht
sind z1,...,z, € K, so dass (13.1) erfiillt ist.
(2) Die Matrix A = (a;;) € M(m,n; K) heiit die zugehorige Koeffizien-

b
tenmatriz. Der Vektor b= | : | € K™ heifit auch der Ergebnisvektor.
b
L1
(3) Ein Vektor x = | : | € K" ist eine Losung des linearen Gleichungs-
Ty

systems (13.1), wenn (13.1) erfiillt ist. Ein z € K™ ist also genau dann eine
Losung von (13.1), wenn Az = b gilt. Das lineare Gleichungssystem Az = b
heifit losbar, falls es (mindestens) eine Losung x € K™ besitzt.

(4) Die Matrix (A | b) € M(m,n + 1; K) heifit die erweiterte Koeffizien-
tenmatriz zu (13.1).

(5) Das lineare Gleichungssystem Az = b heifit homogen, falls b = 0 gilt.
Andernfalls heifit es inhomogen. Zum lineare Gleichnungssystem Ax = b
heifit Az = 0 das zugehorige homogene System.
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BEISPIEL 13.2.

21’1 + 31’2 + 7[L’3 — 81‘4 = -7
—25(31 + 51’2 — rs + 2ZL‘4 = 3
31’1 + 3l‘2 + 121‘3 + Ty = 2

ist ein lineares Gleichungssystem iiber R mit Keoffizientenmatrix

2 3 7 =8
A=|-2 5 -1 2|,
3 3 12 1
Ergebnisvektor
-7
b=1| 3
2

und erweiterter Koeflizientenmatrix

2 3 7 -8|-7
A= -2 5 -1 2|3
3 3 12 1 | 2

Es 1aBt sich kurz als Az = b schreiben.
SATZ 13.3. Sei A € M(m,n; K) und b € K™. Sei r =rang(A).

(1) Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist losbar genau dann, wenn

rang(A) = rang ((4]b)) gilt.

(2) Die Losungsmenge R4 = {z € K" | Az = 0} des zugehdrigen ho-
mogenen Systems Ax = 0 ist ein Unterraum von K™ der Dimension
n-—r.

(3) Sei z* (irgend-) eine Lisung des linearen Gleichungssystems Ax =
b. (Man nennt x* eine spezielle Losung.) Dann ist die Lisungsmenge
des Systems Ax = b gegeben durch

{fre K"|Av=b} ={2"+y | Ay =0} = 2" + R,4.

BEWEIS. Sei f = f4 = A-: K™ — K™ die lineare Abbildung, die durch
f(x) = Ax gegeben ist.

(1) Das System Az = b ist 16sbar < es existiert ein € K" mit b =
Az = f(z) < be Bild(f) = Span(f(e1),..., f(en)) = Span(Ae,. .., Aen) <
Span(Aei, ..., Aen, b) = Span(Ae, ..., Aen) < rang((A | b)) = rang(A)
gilt.

(2) Es ist klar, dass R4 = Kern(f) ein Unterraum von K™ ist. Es folgt

dim(R4) = dim(Kern(f)) = dim(K") —dim(Bild(f)) = n—rang(A) =n—r

mit dem Rangsatz.
(B)Esgilt Ar =0 & Ar=Ax* & Alz—2*)=0 & z—2* € Ry &
r e+ Ry. [l
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BEMERKUNG 13.4. (1) Wie man ecine Basis des Losungsraums R4 eines
homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 bestimmt, wurde am Ende
des vorherigen Abschnitts erldutert.

(2) Zum Bestimmen der Losungsmenge {x € K" | Az = b} eines inho-
mogenen Systems Az = b geht man wie folgt vor:

(a) Man bestimmt eine spezielle Losung x* des Systems Ax = b.
(b) Man bestimmt eine Basis {y; | j € J} des zugehérigen homogenen
Systems Ax = 0.

Die Losungsmenge besteht dann aus allen Elementen der Form
r=2x"+ Z a;y;

mit eindeutig bestimmten a; € K (j € J). Wahrend das Vorgehen fiir (b)
in (1) schon beschrieben ist, miissen wir noch beschreiben, wie man (systema-
tisch!) eine spezielle Losung x* bekommt. Dies geschieht mit einer Variante

des Entzerrungsalgorithmus, angewendet auf die erweiterte Koeffizientenma-
trix (A | b).

13.5 (Bestimmung der Losungsmenge von Ax =b). Sei A € M(m, n; K)

und b € K™. Sei A = (A]b). Sei T die zu A gehorige Treppenmatrix. Es

gibt ein P € GL(m; K)mit T = P- A= (P-A| P-b) " (T | ¢). Es ist Klar,

dass T' die Treppenmatrix zu A ist. Daher gilt rang(A) < rang((4 | b)) <
rang(A) + 1.

Gilt rang(A) < rang((A | b)), so ist die Losungsmenge des linearen
Gleichungssystems Az = b leer. Gilt rang(A) = rang((A | b)), so ist die
Losungsmenge nichtleer. Wir nehmen dies nun an. Sei r dieser gemeinsame
Rang.

Man wendet nun den Entzerrungsalgorithmus auf 7" wie in 12.16 beschrie-
ben an, und erweitert das Einfiigen von Nullzeilen auf die erweiterte Matrix

G
T, also streicht auch inc= P -b= | : | die untersten m — r Nullen, und
Cm
fiigt in ¢ dann n — r Nullen ein, die nachher an den Stellen j (mit j € J)
stehen. Man definiert also x* € K™ durch

x*[i]:{ck i = j(k),
0 ieJ

Es gilt damit offenbar Az* = b. Denn seien j(1),...,j(r) die charakte-

ristischen Spaltenidizes von A = (A | b). Dann gilt nach Voraussetzung
Jj(1),...,4(r) €{1,...,n}. Es folgt

c= Z Ck ij(k) = Z e+ Lojiys
k=1 k=1
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und Multiplikation von links mit P! liefert
=Y A = Yl Ay = A
k=1 j=1

Also ist das so definierte x* eine spezielle Losung von Ax = b.

Mit dieser erweiterten Variante des Entzerrungsalgorithmus berechnet
man also eine spezielle Losung z* von Ax = b und eine Basis von R4 gleich-
zeitig.

BEISPIEL 13.6. Es soll untersucht werden, ob das folgende lineare Glei-
chungssystem iiber R losbar ist. Falls ja, so soll die Losungsmenge bestimmt
werden.

2x7  +xo +2x3 Hx4 —225 = 5
To +2x3 +24 = 0
I +x4 —T5 = 4
—X1 —2$2 —4I3 +Zy4 +rs = 2
Sei also
2 1 2 1 =2 5
0 1 2 2 0 0
A= 10 01 -1 | mdo=1,
-1 =2 —4 1 1 2
Die erweiterte Koeflizientenmatrix ist
2 1 2 1 =215
~ 0 1 2 2 00
A=(A]b) = 1 0 01 —-114
-1 -2 -4 1 112
Die hierzu gehorige Treppenmatix ist
1 00 0 -1 3
~ 01 20 0| -2
r=Tlao=10001 ol 1
00 00O 0 0

Hierbei ist der linke Teil T' die Treppenmatrix zu A, und man sieht
rang((A | b)) = 3 = rang(A4).

Also ist das lineare Gleichnugssystem Az = b losbar. Das oben beschriebene
Entzerrungsverfahren macht nun folgendes: Zuerst wird in der Treppenma-
trix 7" die unterste Nullzeile geloscht, und dann werden 2 =5—-3 =n —1r
Nulzeilen eingefiigt, die als Zeilenindex die Spaltenindizes j € {1,...,5}
bekommen, die keine charakteristischen sind, hier also j = 3, 5; zuletzt wer-
den die eingefiigten Nullen auf der Hauptdiagonalen im linken Teil durch
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Eintrage —1 ersetzt. Man erhélt:

10 00 —-1| 3
01 20 0]-2
00 —-10 0 O
00 01 0] 1
00 00 -1 0
Es ist dann
3
def —2
= 0
1
0
eine spezielle Losung von Az = b, und die zwei Vektoren
0 -1
2 0
11, 0
0 0
0 -1

bilden eine Basis des Losungsraums R4 des zugehorigen homogenen Systems.
Genau die Elemente der Form

3 0 —1
-2 2 0
z=|0|+al-1]+3] 0
1 0 0
0 0 ~1

mit (eindeutig bestimmten) «, 5 € R sind Losungen des linearen Gleichungs-
systems Ax = b.



KAPITEL 4

Determinanten

14. Der Begriff einer Determinantenfunktion

Sei stets K ein Koérper und n € N eine natiirliche Zahl.

14.1. Sei A = ( ) M(2; K) und b = (;) € K% Wir wollen
das lineare Gleichungssystem A (g) b 16sen. Dazu berechnen wir die

Treppenmatrix von

(o8]0

Sei etwa a # 0. Dann bekommen wir

(o alhesal s s )

1 b/a e/a
0 ad—bc|af—ce J’

Die Frage ist nun, ob ad — bc # 0 ist oder nicht. Wenn nicht, gibt es keine
eindeutige Losung. Wenn doch, dann gibt es eine eindeutige Losung, die
gegeben ist durch

bzw.

Definiert man also fiir eine beliebige Matrix (i Z) € M(2; K) deren De-

terminante
det(A) = “ Z’ = ad — b,
so erhalt man
e b‘ a e
d
xr = und y = ¢ /
a b a b
c d' c d'

als eindeutige Losung, sofern 'Z 2’ # 0 gilt. Die Voraussetzung a # 0 galt

dabei ohne Einschrinkung. (Dies ist der einfachste Fall der sog. Cramerschen
Regel.) Man sieht anhand dieser Argumente auch, dass A € M(2; K) genau
dann invertierbar ist, wenn det(A) # 0 gilt.

7
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14.2. Seien v = (Z) , W= (ccl) € R2. Wir betrachten dass von v und w

aufgespannte Parallelogramm:

ZEICHNUNG

Man sieht, dass die Fldche dieses Paralellogramms gegeben ist durch
ad — be:

ZEICHNUNG

(Man kann dies auch sauber beweisen, z. B. mit Hilfe von Polarkoordi-

naten in C.) Es hat also CCL auch eine geometrische Interpretation.

d

14.3. Mit beiden oben vorgestellten Interpretationen von det(A) fiir A €
M(n; K) (im zweiten Fall K = R) sieht man sofort, dass det: M(n; K) — K

folgende Eigenschaften besitzt. Sei A = [Zl} € M(2; K) mit den Zeilen
2

a1, as € K2, Dann gilt:

(D1) (i) det( “1”11 — det( { ]eret { 1} und

—~
T

1
a2

det } = det( [ 1} —|—dt{ }furalle/\EK und

az+ a2

(if) det( Aal} = Adet( [ 1} ) und
L a2
a1 . 1 ..
det( >\CL2]:|) A det( L@]) fir alle A € K.

(D2) det((zl) — 0.

(D3) det(E,) = 1.

DEFINITION 14.4. Eine Abbildung d: M(n; K) — K heifit eine Deter-
manantenfunktion, falls gilt

(D1) d ist linear in jeder Zeile: Fiir jedes i € {1,...,n} gilt:

(i) Ist a; = al +a, sogilt d(| a; |) =d(| a; |)+d(]| a! |).

(ii) Ist a; = Aa} (A€ K, sogilt d(| a; |) = Ad(| a; |).
(D2) d ist alternierend: Hat A zwei gleiche Zeilen, so gilt d(A) = 0.
(D3) d ist normiert: d(E,) = 1.

(Man kann das Axiomensystem etwas abschwéchen, vgl. das Buch von Falko
Lorenz.)
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Im folgenden wird gezeigt, dass es zu jedem n € N genau eine Determi-
nantenfunktion d: M(n; K) — K gibt (Existenz und Eindeutigkeit). Deswe-
gen werden wir auch immer die Bezeichnung d(A) = det(A) benutzen, sowie
die Schreibweise

11 (12 ... A1p

[0 (0% N 6%
det(A) _ |A| _ 21 22 2n

Ap1 Op2 ... Opp

fir A = (a;) € M(n; K).

Fiir n = 2 haben wir die Existenz einer Determinantenfunktion schon
gesehen. Fiir n = 1 hat man also einzige Moglichkeit d((a)) = a =: det((a)).
Um allgemein die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Funktion zu eta-
blieren, leiten wir erst noch weitere Eigenschaften einer Determinantenfunk-
tion her.

SATZ 14.5. Sei det: M(n; K) — K eine Determinantenfunktion. Dann
gelten (neben (D1), (D2) und (D3) auch) die folgenden FEigenschaften:

(D4) Fiir jedes A € M(n; K) und X\ € K gilt det(AA) = \" det(A).

(D5) Besitzt A eine Nullzeile, so ist det(A) = 0.

(D6) Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier verschiedener Zeilen,
so gilt det(B) = —det(A).

(D7) Ist A € K und entsteht B aus A durch Addition des A-fachen der
j-ten Zeile zur i-ten Zeile (j # i), so gilt det(B) = det(A).

(D8) Ist A eine obere Dreieckmatrix, d. h. gilt

Q11 Q12 13 ... Qiqp
0 gy Qg3 ... Qo
A= 0 0 Q33 ... Q3 ;
0 0 0 O,
so gilt det(A) = aq1 - agg - ... - Gy Analoges gilt fiir eine untere

Dreiecksmatrix.
(D9) Ist A von der Form

- (445)

wobei Ay und As quadratische Matrizen (kleinerer Formate) sind, so gilt
det(A) = det(A;) - det(As). Entsprechendes gilt, wenn die Nullmatriz 0 oben
rechts steht.

(D10) Ist A € M(n; K), so gilt:

det(A) =0 < rang(A) <n.
(D11) (Determinanten-Multiplikationssatz) Fir alle A, B € M(n; K) gilt
det(A - B) = det(A) - det(B).
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Insbesondere: Ist A invertierbar, so ist
det(A™!) = det(A)~".

BeweEls. (D4) folgt direkt aus Teil (ii) von (D1).

(D5) folgt ebenfalls aus Teil (ii) von (D1), denn man kann aus einer
Nullzeile den Faktor 0 herausziehen.

(D6) Entstehe B aus A durch Vertauschung der beiden Zeilen a; und a;
(mit ¢ < 7). Dann gilt

a; a;
det(A) +det(B) = det(| : |)+det(] : |)
Q; a;
az a] afj CLJ
(D2) . : ) .
=" det(| : |)+det(| : |)+det(| : |)+det(| : |)
a; a; a; a;
a; 7]
= det( : ) + det( : )
a; + Q; a; + Qa;
‘ a; + Q;
CUOREY B N
a; + Q;
und es folgt det(B) = — det(A).
(D7) Sei etwa i < j. Es ist
a; + Aa a; a; a;
det(By=det(| : [) P det(]| : Drades(| : |) Z det(| : |) = det(A).
aj aj aj aj

(D8) Sind alle ai;; # 0 (i = 1,...,n), so erhilt man durch elementare Zei-
lenumformungen (vom Typ III Additionsmatrizen) und durch wiederholte
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Anwendung von (D7)

a1
Q i
det(A) (D:7) - . (DQ( ) Q1. . Oénndet<En) ([;3) (6 S R 0 7
ann

Ist ein A\; = 0, so sei ¢ maximal damit. Durch Anwendung von elementaren
Zeilenumformungen (vom Typ III), macht man alle Eintrége rechts von «;;
zu null, macht also die i-te Zeile zur Nullzeile, und wiederholte Anwendung
von (D7) und dann (D5) liefert det(A) =0 = ay1 - ... - Q.

(D9) Durch elementare Zeilenumformungen (Typ II und Vertauschun-
gen und Additionen) bringt man zundchst A; auf obere Dreiecksgestalt A].
Dabei wird C' zu C’, A, bleibt unverandert. Sei k& dabei die Anzahl der vor-
genommenen Vertauschungen. Nun wird Ay ebenso durch elementare Zeile-
numformungen (Typ II und III) auf Dreiecksgestalt A, gebracht. Sei ¢ die
Anzahl der dabei vorgenommenen Vertauschungen. Sei

;AL
A= ( 0 A ) '
Es geht also A" aus A durch Additionen und k + ¢ Vertauschungen hervor,
und wegen (D6) und (D7) folgt daher det(A) = (—1)**det(A’), und eben-
so det(A}) = (=1)*det(A;), det(A)) = (—1)"det(Ay). Da A, A} und A,
obere Dreiecksmatrizen sind, folgt aus (D8) unmittelbar det(A’) = det(A}) -
det(A)). Insgesamt:

det(A) = (=1)*"“det(A") = (—1)F det(A})(—1)" det(A})
= det(A;) - det(As).

(D10) Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ II und III bringt man
A auf obere Dreiecksgestalt

)\2 *
0 -
An

und es gilt dann (nach (D5), (D6), (D7) und (D8)) det(A) = £A; - ...« \,.
Es folgt

det(A) =0 & esgibtimit \; =0 < rang(A4) <n.

(D11) Gilt rang(A) < n, so gilt auch rang(A - B) < n. (Vgl. dazu Aufgabe
VIIL. 5. Alternativ: rang(A - B) = rang(f4 o fg) nach 11.9 und 12.4, und es
ist klar, dass Bild(f4 o fg) C Bild(fa) gilt.) Wegen (D10) folgt in diesem
Fall also det(AB) =0 = 0-det(B) = det(A) det(B).

Gelte nun rang(A) = n, also A € GL(n; K). Nach 7.24 gibt es Elementar-
matrizen P, ..., P, € M(n; K) mit A= P;-...- P;. Per Induktion geniigt es
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also zu zeigen, dass det(PB) = det(P) det(B) gilt fiir eine Elementarmatrix
P. Es gibt die drei Moglichkeiten

(ll) P= ng. Es ist

Adet(B) = det(Dy()\)) det(B).
(D6) (D6)
det(Viy) ‘= —1.Esfolgt det(Vie-B) = —det(B) =
det(Vyy) - det(B).
(iii) P = Wie(N). Es ist det(Wie(N)) D8 1 Es folgt det(Wie(\) - B) (D7)
det(B) = det(Wiy(A)) - det(B).
O

FOLGERUNG 14.6. Seien d, d': M(n; K) — K zwei Determinantenfunk-
tionen. Dann gilt d = d'.

BEWEIS. Sei A € M(n; K). Wie im Beweis des vorherigen Satzes gezeigt,
bringt man mit elementaren Zeilenumformungen vom Typ II und III A auf
obere Dreiecksgestalt, und die sowohl d(A) wie auch d'(A) ergebens sich aus
dem Produkt der Hauptdiagonalelemente dieser Matrix.

O

Es bleibt immer noch die Existenz einer Determinantenfunktionen (bzw.
Der Determinanten zu zeigen). Dies geschieht erst im néchsten Abschnitt.

BEISPIEL 14.7. Fir

0o 2 —-1 4
2 1 3 =5
A=1214 o 1 |EM&ER)
3 0 2 0
hat man
3 0 2 0 3 0 2 0
1 -4 -2 -1 1 =4 —92 —1
0 9 7 =3 |0 9 7 =3
002 -1 4| 0 2 -1 4
0 12 &8 3 0 12 8 3
1 4 -2 -1 1 —4 -9 _1
009 7T =31 0 0 232 -21
0 12 8 3 0 O 14 =21
1 -4 =2 -1
0 2 -1 4
= o o0 22 -2 |~ (1:2:23/2-105/23)
0 O 0 105/23

= —105.
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BEMERKUNG 14.8. Damit hat man ein sehr effizientes Verfahren an der
Hand, die Determinante (Existenz momentan unterstellt) eines A € M(n; K)
zu berechnen: Mit elementaren Zeilenumformungen vom Typ II und III erhélt
man wie im Beispiel zuvor eine obere Dreiecksmatrix

At
)\2 *
0
An
Ist k die Anzahl der dabei durchgefiihrten Vertauschungen, so gilt
Al = (=DF - A - Ag - A

BEMERKUNG 14.9. Obige axiomatische Einfithrung der Determinante
geht auf Karl Weierstrafl (1815-1897) zuriick, der 1834 sein Abitur am Theo-
dorianum in Paderborn machte. Eine alternative Einfiihrung geht iiber die
Formel von Leibniz, die wir im nichsten Abschnitt behandelt. Mit ihr wird
auch die Existenz einer Determinantenfunktion gezeigt.

15. Die Formel von Leibniz

Sei K stets ein Korper und n € N eine natiirliche Zahl.

15.1. In Abschnitt 2 haben wir schon die Gruppe S,, der Permutationen
der Menge X = {1,...,n} kennengelernt. Also

Sp={o|o:{1,...,n} = {1,...,n} bijektiv}.
Elemente o € .S, schreiben wir in der Form
1 2 ... n
7= <0(1) o(2) ... o—(n)> '
Die Verkniipfung auf S,, ist die Komposition von Abbildungen, und damit
gilt

o700 = (7(11) 7(22) 78%))0<0(11) 0(22) 0'?”))

(r<al<1>> ro@) | Tw?n)))'

Neutrales Element ist die triviale Permutation, gegeben durch die identische

Abbildung
1 2 ... n
e=lo.m=1{1 2 . o)

Eine Permutation 7 € S, die Elemente i, j € {1,...,n} (mit ¢ # j) ver-
tauscht, und alle anderen Elemente festhélt, nennt man eine Transposition,
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und schreibt 7 = 7(7,j) = (i j). Also

ko k#i, 7,
Tk)=4¢7 k=1,
i k=]

Die folgende Aussage wurde schon in 2.7 formuliert. Nun folgt auch der
Beweis.

BEMERKUNG 15.2. S,, besteht aus n! =1-2--...-n Elementen.

BeEwEIs. Fir n = 1 (oder auch n = 0) ist die Aussage klar; in diesem
Fall hat man nur die identsiche Abbildung. Sei nun n > 2 und die Aussage
fiir n — 1 bereits gezeigt. Sei o € 5,,.

1. Fall: Es gilt o(n) = n. Dann gilt o(i) € {1,...,n — 1}, d. h. es ist

o olq,..n—1} € Sn—1. Fiir o’ gibt es nach Induktionsvoraussetzung (n—1)!

Méglichké'i'gen, also auch fiir o selbst.

2. Fall: o(n) # n. Sei o(n) = i # n. Dann gilt fir o' «f (i n) o o nun

o’'(n) = n. Nach dem 1. Fall gibt es fiir solche ¢’ nun (n — 1)! Moglichkeiten,
also auch fiir o. (Man beachte (i n)oo; = (i n)ooy < 01 = 09.) Nun gibt es
fiir i (# n) aber n — 1 Moglichkeiten, und daher gibt es hier im 2. Fall n — 1
voneinander unabhéngige Teilfdlle. Insgesamt haben wir (mit dem 1. Fall)
nun n unterschiedliche Teilfdlle, in jedem gibt es (n — 1)! Moglichkeiten, also
gibt es insgesamt n - (n — 1)! = n! Moglichkeiten. O

DEFINITION 15.3. Sei o € S,.

(1) Ein Paar (i, j) mit 4, j € {1,...,n} und ¢ < j heiit ein Fehlstand
von o, falls o(i) > o(j) gilt. (Man beachte die Umkehrung des
Ungleichheitszeichens!)

(2) Es heifit

Sgn(0_> _ (_1)#{(i,j)|(z‘,j) ist Fehlstand von o} c {_17 1}

die Signatur von o. (Es ist also sgn(c) = 1, falls die Anzahl der
Fehlsténde von o gerade ist, und sgn(o) = —1, falls die Anzahl der
Fehlsténde von o ungerade ist.)

LEMMA 15.4. ) (0
o(j) —o(i
sen(o) = [ =5
i J
BEWEIS. Es gilt (weil o eine Permutation von 1,...,n ist)

P LGRS § S RTINS § i 4OE Ul
i<j J i<j,o(i)<o(4) J i<j, o(i)>0(j) J
= sgn(o) - H lo(G) = a(@)| = sgn(o).

|
1<j J
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SATZ 15.5. Fiir alle o, T € S,, gilt
sgn(oT) = sgn(o) sgn(7).
Insbesondere gilt sgn(oc™') = sgn(o).
BEWEIS. Es gilt
H o1(j) — o7(i)

sgn(or) = i

_ or(j) —o7(t) yy7U) —7(0)
- 1l 7(j) — 7(7) 11 a

Der rechte Faktor ist sgn(7). Fiir den linken gilt:

1<J 1<J

or(j) — o7(i) B or(j) — o7(i) ' or(j) — o7(i)
U= - 1 o= Il ==
_ ot(j) — or(1) ot(j) — or(1)
ey T T rlu_'>I<T(j> () = ()
_ o(r(j) —o(7(i) » yyol) —oli)
- 0 == 1=
= sgn(o).
Dabei gilt *, weil 7 bijektiv ist. 0

LEMMA 15.6. Sei n > 2. Sei o € S,,. Dann gibt es Transpositionen
Tiy...,Ts €S, mit
C=T1"..."Ts.

BEWEIS. Fiir ¢ = ¢ ist die Aussage klar (leeres Produkt bzw. ¢ =
(1 2)(1 2). Gelte 0 # €. Sei iy € {1,...,n} minimal mit o(i;) # ;. Es

gilt also o (i) > 4;. Sei 7y = (i3 o(iy)). Fir oy e gilt dann oy(z) = i
fiir « = 1,...,4;. Entweder ist nun o; = ¢, oder es gibt i3 > i¢; minimal mit
01(i2) # iz. Dann definiert man 75 und oy analog, u.s.w. Schlielich erhilt
man fiir ein s < n Transpositionen 7,...,7, mit € = 74751 -... 71 -0, und
esfolgto=7' ... o177 v e=T 0T U

BEMERKUNG 15.7. Sein > 2.

(1) Obige Darstellung 0 = 71 - ... - 75 ist nicht eindeutig; schon s € Ny
dabei ist nicht eindeutig.

(2) Sei 1o = (1 2) € S,,. Ist 7 € S5, eine beliebige Transposition, so gibt

es ein 0 € S, mit 7 = oyo L.

BEWEIS. (2) Sei 7 = (k (). Sei 0 € S, irgendeine Permutation mit
o(1) = kund 0(2) = £. Dann gilt offenbar die behauptete Formel 7 = o750 L.
(Man verifiziert dies an jeder Stelle ¢, und unterscheidet die Félle i = k, i = ¢,

ik, L) 0



86 4. DETERMINANTEN

FOLGERUNG 15.8. Sein > 2.
(1) Fir jede Transposition T € S, gilt sgn(r) = —1.

(2) Seioc € S,. Istc =11 -... 75 mit Transpositionen 11, ...,Ts, $o gilt
sgn(o) = (—1)°.

BeEweIS. Offenbar hat die Transposition 75 = (1 2) genau einen Fehl-
stand und daher die Signatur —1. Aus Satz 15.5 folgt mit der vorherigen
Bemerkung sgn(7) = sgn(omyo!) = o(1) = —1, und (2) folgt dann daraus
induktiv. U

15.9. Offenbar ist A, {o € S, | sgn(o) = +1} wegen Satz 15.5 eine

Untergruppe von S, die alternierende Gruppe (vom Grad n). Ist o € A,
und ist 7 € S, eine beliebige Transposition, so gilt sgn(o7) = —1. Es folgt

dann leicht S, = A,UA,7, A,NA,7 = 0; hierbei ist A,,7 = {oT |0 € A,}.

Die folgende explizite Formel der Determinante geht auf den Universal-
gelehrten Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zuriick.

SATZ 15.10 (Leibniz-Formel). Sei n € N. Fir A = (o;;) € M(n; K)
definiert

de
(15.1) det(A) ef Z sgn(0) - Q1p(1) * W25(2) * - - - * Ono(n)

g€Sy

die eindeutig bestimmte Determinantenfunktion det: M(n; K) — K.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass durch (15.1) eine Determinanten-
funktion det: M(n; K) — K definiert wird, dass also (D1)-(D3) gilt (denn
die Eindeutigkeit hatten wir schon in 14.6 begriindet):

(D1)(i) Es gilt

det(| al+al |) = Z sgn(0) - Quo(1) -+ (Al T X)) -+ Qo (n)
: oESH
= Z SEN(0) * Qug(1) * -+ Ay "+ -+ Ono(n)
oESH
+ Z sgn(a) "0g(1) e O‘Zy(i) Tt Qpo(n)
ocES

Ganz #hnlich zeigt man (D1)(ii).
(D2) Es habe die Matrix A zwei gleiche Zeilen, etwa die k-te und die ¢-te
mit & < £. Sei 7 = (k £). Dann gilt S, = A, U A,7 und A, N A,7 = 0. Es
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gilt also
(15.2) det(A) = Z Mig(1) * -« Ong(n) — Z Q1gr(1) " - - - * Qnor(n)-
cEA, oC€A,

Nach Definition von 7, und da k-te und /-te Zeile iibereinstimmen, heben
sich die beiden Summen in (15.2) gerade weg, denn:

Aor(1) * -+ " Okor(k) -+ " Qor(e) "+ -+ * Onor(n)
= Qlgr(1) " -+ " Qko() -+ " Qpo(k) " -+ - Cnor(n)
= Qigr(1) " -+ " OQko(k) " -+ " Opg(t) * -+ - * Onor(n)
= Q15(1) * -+ - " Qno(n)-

(D3) Fiir o € S, gilt offenbar

1 o=c¢

O1o(1) - -~ Opo(n) =
Lo (1) (n) {0 .
Es folgt
det(En) = Z sgn(a) -510(1) et 5na(n) =1.

oESH

O

Es sei nochmal darauf hingewiesen, dass wir jetzt erst (mit der Leibniz-
Formel) die Existenz einer Determinatenfunktion nachgewiesen haben. In
manchen Lehrbiichern wird statt der Axiomatik die Determinante gleich
durch die Leibniz-Formel definiert.

Wir haben zwar die Eindeutigkeit der Determinante schon friiher gezeigt.
Wir beweisen aber nochmal direkt, wie die Formel (15.1) aus den Eigenschaf-
ten einer Determinantenfunktion folgt.

DEFINITION 15.11. Sei o € S,,. Definiere

def €o(1)
P, = t[ea(l),...,ea(n)] = € M(TL; K),
"o(n)
wobei e, ..., e, die Standardbasis von K" ist. Es ist also
Pli, ] = bjo(i)-

Die Matrizen P, heiflen Permutationsmatrizen.
LEMMA 15.12. Sei o € S,,. Dann gilt
det(P,) = sgn(o).

BEWEIS. Ist 0 = 7 - ... 7, ein Produkt von Transpositionen, so erhélt
man P, offenbar durch s Zeilenvertauschungen aus der Einheitsmatrix F,,.
Das Ergebnis ist nun eine Folgerung aus 15.8. U
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15.13. Sei
ax
5)
A= (Ozij) = 1. S M(n, K)
Qp,
mit den Zeilen ay, ..., a, € M(n; K). Man kann schreiben

¢ t
a; = Qg1 €1+ -+ Qi Ep.

Anwendung von (D1) Zeile fiir Zeile liefert dann

eA
t 1
aq 61‘1 t 1
n n n 61'2
5] 5] a
det(] . |) = g aqq, - det( ) = E E Qg+ g, - det(| @3 )
’ (51 i1 d2 :
Qp, Qp,
Qp
t
€1

n n n
= E E E a1i1~a2i2~...~amn~det(
in

i1 42

Nach dem vorherigen Lemma gilt
te;,
et fei, - {det(PU) =sgn(o) gibt o € S, mit o(j) =4;, j={1,...,n}
: 0 sonst.
te;

Es folgt dann (15.1).

BEISPIELE 15.14. (1) Fiir n = 1 erhélt man det((a)) = a fiir jedes a € K.
(2) Fiir n = 2 erhélt man

a b
d

’:ad—bc.

(3) Fiir n = 3 ist berechnet sich die Determinaten einer Matrix
Q11 G2 0n3
A= |ag axn a3
Q31 (32 (33

mit Hilfe der Sarrus-Regel: Dazu schreibt man die ersten beiden Spalten
nochmal rechts neben die drei Spalten von A:

Q11 Gl Q13 011 02

Q21 Qg (o3 (g1 (N2

Q31 Q32 (33 31 (32
und addiert dann die Produkte iiber die drei Diagonalen von links oben nach
rechts unten und zieht ab davon die Summe iiber die drei Diagonalen von
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rechts oben nach links unten. (ZEICHNUNG) Die Sarrus-Regel ist nichts
anderes als die Leibniz-Formel (fiir n = 3), nur in schematischer Form. Denn
die sechs Elemente von S3 sind gegeben als

(39 (3 Yen (12 )0
(55 %)=aa (57 3)-eaan (5 5 7)-eaas,

und 15.8 liefert die zugehorigen Signaturen.

BEMERKUNG 15.15. (1) Achtung: Eine der Sarrus-Regel entsprechende
Regel gilt fiir n > 4 nicht! Bei einer solchen Regel hdtte man bei n = 4
nur 8 Summanden (von Produkten), aber die Leibniz-Formel liefert 4! = 24
Summanden.

(2) Fur “groBe” n ist die Leibniz-Formel zum praktischen Rechnen der
Determinante nicht geeignet, denn n! wéchst sehr schnell! Schon fiir n = 6
hat man 6! = 720 Summanden von Produkten mit jeweils 6 Faktoren.

SATZ 15.16. Sei A € M(n; K). Dann gilt det(*A) = det(A).

BEwEIS. In Ubung XIII.5 konnte man einen von der Leibniz-Formel un-
abhéngigen Beweis fithren (unter der Annahme der Existenz einer Determi-
nantenfunktion; man verwendet insbesondere (D6), (D7), (D8) und (D11),
vgl. Zentraliibung). Die Aussage folgt aber auch leicht aus der Leibniz-
Formel: Sei A = (a;;) und ‘A = (aj;). Es gilt also aj; = a;;. Dann ist

det("A) = Z Sen(0) - A1) Qaz) "+ * Qg
oES,
= Z sgn(o) - Qo)1 Cg(2)2 -+ - * Olg(n)n
oESy
()
= Z Sgn(a) *Qg-1(1) " QAog—1(2) * - - - " Qpg—1(n)
oc~leS,

) det(A).
Bei (x) wurde benutzt, dass

Ao(1)1 * Cg(2)2 " - - - " Og(n)n = Alg—1(1) - A25-1(2) " - - - * Cpg—1(n)

ist, denn beide Produkte enthalten bis auf die Reihenfolge die gleichen Fak-
toren, und auBerdem wurde sgn(c~!) = sgn(o) verwendet. Bei (*x) beachtet
man, dass mit ¢ auch o~ ! alle Elemente aus S,, durchléuft. O

BEMERKUNG 15.17. Aus dem vorstehenden Satz folgt (Beweis zur Ubung
empfohlen!), dass zu (D1), (D2), (D5), (D6) und (D7) entsprechende Regeln
auch fiir Spalten statt Zeilen gelten. Insbesondere kann man zum Berechnen
der Determinante auch elementare Spaltenumformungen vornehmen.
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16. Der Entwicklungssatz von Laplace und die Regel von Cramer
Sei K stets ein Korper und n eine natiirliche Zahl.

16.1. Sei A = (a;;) € M(n; K). Selen k, £ € {1,...,n}.
(1) Definiere

app .o a0 g L0
Qp—11 - Qpip—1 0 Qp_1pp1 - Qpoip
Qgy11 -+ Qpgre1 0 Qryrep1r -0 Qryigp

op1 oo Qpe1 00 e L Ay

(2) Definiere A}, € M(n — 1; K), indem in A (oder auch in Ay,) die k-te
Zeile und die (-te Spalte gestrichen wird.

LEMMA 16.2. Seien A = (a;;) € M(n; K) mit den Zeilen ay, ..., a, und
k, ¢ e{l,...,n}. Dann gilt:
(1)
det(A;d) = (—1)]“_Z det(AM)
(2)

ai

ak—1
det(Akg) = det( teg )

Ak+1

Qp

BEWEIS. (1) Durch k — 1 Zeilenvertauschungen und ¢ — 1 Spaltenvertau-
schungen bringt man Ay, auf die Form

(o)
0 A, )’

und die Behauptung folgt mit (D6) (auch der Version fiir Spalten) und (D9).

(2) Durch Addition jeweils geeigneter Vielfacher der k-ten Zeile zu den
anderen Zeilen iiberfithrt man die Matrix, die in der rechten Determinante
steht, in die Matrix Ag,. O

DEFINITION 16.3. Sei A = (a;;) € M(n; K). Dann heifit adj(A) el

((—D)***det(Ay)),, = (det(Aw)),, € M(n; K) die zu A adjunkte Matriz
(oder auch: komplementdre Matrix). Man beachte die Vertauschung der In-
dizes k, (.
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SATZ 16.4. Sei A € M(n; K). Dann gilt
adj(A)- A= A-adj(A) =det(A) - E,.
Insbesondere gilt: Ist A invertierbar, so gilt

o1
~ det(A)

-adj(A).

(Es ergibt sich durch die erste Formel auch nochmal: A invertierbar <

det(A) £0.)

BEWEIS. Seien ay, ..., a, die Zeilen von A. Seien i, j € {1,...,n}. Esist
a; =Y, aig'e, wobel ey, ..., e, die Standardbasis von K™ ist. Es folgt
ai
aj—1
. (D2)
(det(A) - E,)[i,j] = 0ydet(A) =" det(| a; |)
@j+1
Qp,
ai
aj—1
= det(| Xopoi can'en |)
aj+1
Qp,
ay
n aj—l
(D:1) Z (0733 det( t@k )
k=1 Qj41
an

= Z Ak det(A]k) 122 Z (07970 adJ (A) [k>j]
— (A adj(A))[i,]]

Es folgt A -adj(A) = det(A) - E,. Die Gleichheit adj(A) - A = det(A) - E,
folgt analog. 0
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b
d

ad — bec # 0. Es ist adj(A) = ( d _ab). Es folgt

BEISPIEL 16.5. Sei A = (CCL € M(2; K) invertierbar. Dann ist det(A) =

1 d —b
ATl = : .
ad — bc (—C a )

Der folgende Satz ist nach dem franzosischen Mathematiker und Astro-
nom Pierre-Simon Laplace (1749-1827) benannt. Er fithrt die Berechnung
einer n x n-Determinante zuriick auf die Berechnung von (n — 1) x (n — 1)-
Determinanten. Dies ist insbesondere dann niitzlich, wenn in einer Zeile oder
Spalte viele Nullen stehen.

(Vgl. Aufgabe IV.4.)

SATZ 16.6 (Entwicklungssatz von Laplace). Es sein > 2 und A = (o;) €
M(n; K). Seien k, £ € {1,...,n}. Dann gilt
(1) (Entwicklung nach der k-ten Zeile.)

det(A) =Y (=1 ay,; det(Aj)).
j=1
(2) (Entwicklung nach der (-ten Spalte.)

det(A) = (=1)"ajy det(Al).

=1

BeEWwEIS. (1) Nach dem vorherigen Satz ist det(A) insbesondere der k-te
Eintrag auf der Hauptdiagonalen von A - adj(A), und dies ist

n

A-adi(A)lk, K] = > Alk, j] - adj(A)[j, k] = D _(=1)"ay; det(4}).

j=1

(2) Folgt aus (1), indem man det(*A) = det(A) verwendet. Oder analog

zum Beweis von (1), die Formel adj(A) - A = det(A) - E,, benutzend. O
BEISPIEL 16.7.

2

ofgi 2 3 1 2 3 1
® 3.2 3 1/+2.10 1 1
2321 111 111
110 1
2 3 1
— 2.]-1 0 0o/ ®2 1'?’ H
1 11
— 23-1-1-1)=

Dabei wurde in (x) nach der dritten Spalte und in (%) nach der zweiten
Zeile entwickelt.
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Die folgende nach dem schweizer Mathematiker Gabriel Cramer (1704—
1752) benannte Methode zum Losen von (eindeutig 16sbaren, quadratischen)

linearen Gleichungssystemen ist zum praktischen Rechnen ungeeignet, sie ist
aber von theoretischem Interesse.

SATZ 16.8 (Cramersche Regel fiir lineare Gleichungssysteme). Sei A =

[ai,...,a,] € M(n; K) invertierbar (mit den Spalten ay,...,a, € K"), sei
be K" Seix="xy,...,x,) die eindeutig bestimmte Lisung des linearen
Gleichungssystems Ax = b. Dann gilt fir jedes j € {1,...,n}
. det([ay,...,aj_1,b,a;41,...,a,))
! det(A)

BEWEIS. Da A invertierbar ist, ist © = A 1y die eindeutig bestimmte
Losung. Nach Satz 16.4 folgt v = A~'b = det(A ~adj(A) - b. Es folgt

1 = det Ak )
; = — dj(A)[s bk J
i det(A) Za i4) Z det(A
16.2,15.16 det([a,...,aj_1,€,Qj41,. .., 0Qy))
= bkl -
Z 4] det(A)
(p1),15.16  det([ar, ..., a5 1,0,a541,...,a,])
B det(A)
[
BEISPIEL 16.9. Seien
1 2 3 1
A:[al,ag,ag]: 1 2 4 ,b: 0
0 2 1 1
iiber dem Korper R der reellen Zahlen. Es gilt
1 2 3
1 2 4 =-2
0 21
Mit
1 2 3
xy =1b, as, az) =10 2 4| =—4,
1 21
1 1 3
Ty =lay, b, as] =11 0 4| =-2
011
und
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ergibt
@) —4 2
T = % x’; = —% —2]1=11
|4 xh 2 -1

die eindeutig bestimmte Losung von Az = b.

17. Die Determinante eines Endomorphismus

Sei K ein Korper und n eine natiirliche Zahl.

DEFINITION 17.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung f: V —
V' (also von V' in sich) nennt man auch einen Endomorphismus von V. Sei

Endg (V) ) {f | f ist Endomorphismus von V'}.

DEFINITION 17.2. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ein
Endomorphismus von V. Sei B eine Basis von V. Man definiert die Deter-
minante von f durch

det(f) & det(Mg(f)).

BEMERKUNG 17.3. Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der
Basis B. (Vgl. Aufgabe XIII.4. Man verwendet die Transformationsformel
und den Determinantenmultiplikationssatz.)

Die folgende Aussage ergibt sich direkt aus schon bekannten Resultaten
fiir (quadratische) Matrizen.

SATZ 17.4. Sei V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum und seien f, g €
Endg (V) Endomorphismen von V.
(1) det(1y) = 1.
(2) Es gilt det(f o g) = det(f) - det(g).
(3) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) f ist ein Isomorphismus.
(b) rang(f) = .
(¢) det(f) #0.
Ist dies erfiillt, so gilt

det(f~1) = det(f)"".

Ausblick auf das 2. Semester

Im zweiten Teil werden u. a. folgende Themen behandelt:

(1) Eigenwerttheorie eines Endomorphismus.
(Als Hilfsmittel dafiir: Polynome)

(2) Normalformen von Endomorphismen. Insbesondere: Die Jordansche
Normalform.

(3) Vektorraume mit Skalarprodukt. (K =R, C.)

(4) Normalformen orthogonaler Endomorphismen (die das Skalarpro-
dukt bewahren), symmetrischer Endomorphismen.

(5) Funktionsweise eines Computeralgebrasystems (Bachelor Mathe/Technomathe)
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Ringe und Polynome

18. Ringe

18.1. Im ersten Teil haben wir mit den Kérpern algebraische Strukuren
betrachtet, auf denen eine Addition und eine Multiplikation definiert sind.
Allerdings weisen Korper Besonderheiten auf:

e Die Multiplikation ist kommutativ.
e Jedes Element # 0 hat ein multiplikativen Inverses.

Wir kennen aber schon Beispiele von algebraischen Strukuren, die ei-
ne Addition und eine Multiplikation besitzen, bei denen diese Bedingungen
nicht erfiillt sind. Bei der Menge Z der ganzen Zahlen zum Beispiel, haben
nur die Elemente £1 ein multiplikatives Inverses. Aber auch die Kommu-
tativitdt ist nicht erfiillt, zum Beispiel nicht fir M(n; K) fiir n # 2, oder
(aus denselben Griinden) Endg (V) (der Menge der Endomorphismen von
V), sofern dimg V' > 2 gilt. In all diesen Fillen bilden die Menge bzgl. der
Addition weiterhin eine abelsche Gruppe.

DEFINITION 18.2. (1) Essei R eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen
gegeben sind, eine “Addition” +: K x K — K und eine “Multipli-
kation” -: K x K — K, fiir die die folgenden Eigenschaften gelten:
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe; das neutrale Elemente wird

mit 0 (“null”) bezeichnet.
(R2) (R, ) ist assoziativ.
(R3) In R gelten die Distributivgesetz: Fiir alle a, b, ¢ € R gilt a -
(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c.
Dann heifit R ein Ring.
(2) Enhélt R aulerdem ein Einselement, d. h. ein neutrales Element der
Multiplikation, so heifit R ein Ring mit Eins.
(3) Ist (R,-) kommutativ, so heifit R ein kommutativer Ring.

BEMERKUNG 18.3. (1) Wir werden hier nur Ringe mit Eins betrach-
ten. Daher bedeutet “Ring” im folgenden immer “Ring mit Eins”.

(2) In Ringen gelten dieselben Konventionen bzgl. der Schreibweisen
wie in 3.2 (1), (2) und (6).

(3) Sei R ein Ring. Wie in 2.3 zeigt man, dass Nullelemente und Eins-
elemente eindeutig bestimmt sind. Wie bei Korpern schreibt man
0= OR bzw. 1 = 1R-

(4) Sei R ein Ring. Wie in 3.2 (3) zeigt man, dass -0 =0 =0 - r fiir
jedes r € R gilt.

95
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(5) Wie in 3.7 gilt auch in Ringen ein allgemeines Distributuivgesetz.
In Ringen, die nicht kommutativ sind, muss man allerdings streng
auf die Multiplikationsreihenfolge achten.

BEISPIEL 18.4. (1) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring.

(2) Die Menge Z bildet mit der iiblichen Addition + und Multiplikation
- einen kommutativen Ring.

(3) Sei K ein Korper und n > 2. Dann bildet die Menge M(n; K) mit
der Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation wegen Satz 6.4
und Satz 6.6 ein Ring. Das Einselement ist die Einheitsmatrix E,,.

(4) Sei V' ein K-Vektorraum. Dann bildet Endg (V') mit der Addition
von Abbildungen und der Komposition von Abbildungen ein Ring.
Das Einselement ist die identsiche Abbildung 1y, .

DEFINITION 18.5. Sei R ein Ring.
(1) Ein Element r € R heifit eine Finheit (oder invertierbar), wenn es
ein s € R gibt mit rs = 1 und mit sr = 1.
(2) Die Menge der Einheiten von R wird mit F(R) bezeichnet.
(3) Ist r € R eine Einheit, so ist ein s € R wie in (1) eindeutig bestimmt
(vgl. 6.13 (1)); es wird wie iiblich mit r~! bezeichnet.

SATZ 18.6. Sei R ein Ring. Dann bildet E(R) eine Gruppe, die sog.
Einheitengruppe von R.

BEwEIS. Offenbar gilt 1 € E(R). Sind r, s € R Einheiten, so zeigt
man genau wie in 6.13 (3), dass rs invertierbar ist (und zwar mit (rs)~! =

s7r—1)), und dass r~! invertierbar ist (und zwar mit (r=)~t =r). O

BEISPIEL 18.7. (1) Ist K ein Korper, so ist E(K) = K \ {0}.
(2) E(Z) = {£1}.
(3) E(M(n; K)) = GL(n; K).
DEFINITION 18.8. Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum R heifit eine
K-Algebra, falls R ein Ring ist, so dass auflerdem gilt

a(rs) = (ar)s = r(as)
fiir alle @ € K und alle r, s € R.

BEISPIEL 18.9. Sei K ein Korper.
(1) Es ist M(n; K) eine K-Algebra.
(2) Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist Endg (V) eine K-Algebra.

DEFINITION 18.10. (1) Seien R und S Ringe. Eine Abbildung ¢: R —

S heifit Ringhomomorphismus, falls

(a) e(r+1r") = p(r)+ (') fir alle r, v’ € R;

(b) w(r-1") = @(r) - p(r') fir alle r, ' € R;

() ¢(1p) = 1s.

Ist ¢ zusatzlich bijektiv, so heifit ¢ ein Isomorphismus von Ringen.
Die Ringe R und S heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus
p: R — S gibt.
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(2) Sind R und S sogar K-Algebren iiber dem Korper K, so heifit ein
Ringhomomorphismus ¢: R — S ein K-Algebrenhomomorphismus,
falls f zusétzlich K-linear ist. Ist ¢ zuséatzlich bijektiv, so heifit ¢
ein Isomorphismus von K-Algebren. Entsprechend heiflen die K-
Algebren bei der Existenz eines solchen isomorph.

SATZ 18.11. Sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Sei B = (vy, ..., v,)
eine Basis von V. Die Abbildung

b = q)Bi EndK(V) — M(n, K), f — M3<f)
ist ein Isomorphismus von K-Algebren.

BEWEIS. Nach Satz 12.2 ist ® ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.
Es ist also noch zu zeigen, dass ® ein Ringhomomorphismus ist. Dies ist
aber in neuer Terminologie gerade die Aussage von Satz 12.8: Fiir alle f, g €

Endg (V) gilt

®(go f) = Ma(go f) = Mg(g) - M(f) = (g) - D(f).
]

DEFINITION 18.12. Es sei S ein Korper. Eine Teilmenge R C S heifit
Unterring (oder Teilring) von S, wenn folgendes gilt:

(1) R ist Untergruppe von (S, +).
(2) Es ist 1g € R, und fiir alle r, 7’ € R gilt r -1 € R (das Produkt
gebildet in 5).

BEISPIEL 18.13. Z ist ein Teilring von Q.

DEFINITION 18.14. Ein Ring R heifit Integritditsbereich, falls gilt

(1) R ist kommutativ;

(2) 1#0 (d. h. R#{0});

(3) Fiir alle r, " € R gilt: Aus rr’ = 0 folgt » = 0 oder ' = 0. (Man
sagt, R sei nullteilerfrei.)

BEISPIEL 18.15. (1) Jeder Korper ist ein Integritétsbereich.
(2) Z ist ein Integritatsbereich.
(3) Fiir n > 2 ist M(n; K) ist kein Integritdtsbereich.

18.16 (Matrizen und Determinanten iiber kommutativen Ringen.). Sei R
ein kommutativer Ring (mit Eins).

(1) Wie iiber Kérpern kann man m x n-Matrizen A = («;;) mit Ein-
tragen oy; € R betrachten. Dies fithrt zu den Mengen M(m,n; R),
und im Fall m = n zu M(n; R). Auf diesen Mengen kann man dann
wie zuvor auch Addition und Multiplikation definieren. Beides ist
assoziativ, und (M(m,n; R),+) ist eine abelsche Gruppe. Ebenso
wird Invertierbarkeit von Matrizen definiert.
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(2) Fir A = (a;;) € M(n; R) definiert man die Determinante durch die
Leibniz-Formel

det(A Z sgn(o CQg(1) T Q2 (2) " -+ - * Ong(n)-
oES,

Dies definiert eine Determinatenfunktion det: M(n; R) — R, es gilt
also (D1), (D2) und (D3). Es gelten auch die weiteren Eigenschaf-
ten, wie fiir eine Determinantenfunktion iiber einem Korper, sofern
bei dem Beweis die Division keine Rolle gespielt hat. Insbesondere
kann man aus (D1), (D2) und (D3) auch die Leibniz-Formel herlei-
ten, man vergleiche den Beweis von Satz 15.10 (der allerdings von
der Kommutativitat Gebrauch macht.) Die Berechnung von det(A)
fithrt man wie iiber Korpern mit Hilfe dieser Rechenregeln durch.

UBUNG 18.17. Man iiberzeuge sich, welche der Regeln (D4)-(D9) aus
Satz 14.5 und weiteren Sétze fiir Determinanten iiber Korpern auch iiber
kommutativen Ringen gelten.

Der folgende Satz gilt allgemein iiber kommutativen Ringen. Aus bewei-
stechnischen Griinden formulieren wir ihn nur fiir Integritéitsbereiche. Fiir
unsere Anwendungen wird dies ausreichen.

SATZ 18.18. Sei R ein Integrititsbereich, seien A, B € M(n; R). Dann
qgilt:

(1) det(A - B) = det(A) - det(B). (Determinanten-Multiplikationssatz.)

(2) adj(A)- A= A-adj(A) = det(A) - E,.

(3) A ist invertierbar in M(n; R) genau dann, wenn det(A) € E(R).

BEWEIS. (2) folgt wie iiber einem Korper, und (3) folgt leicht aus (1)
und (2). Wir zeigen nun (1). Wir zeigen, dass R Teilring eines Korpers K
ist. Dann folgt (1) aus dem Determinanten-Multiplikationssatz (D11) iiber
Korpern. Wir skizzieren die Konstruktion des Korpers K. Dies ist analog der
Konstruktion von Q aus Z. Man beachte, dass fiir a, b, ¢, d € Z mit b, d # 0
gilt:

a ¢
b= d & ad = be.
Dies fithrt zu der folgenden Definition:
Sei X die Menge aller Paare (a,b) mit a, b € R, b # 0. Wir erkliren eine

Aquivalenzrelation ~ auf X durch
(a,b) ~ (¢,d) & ad=bec.

Sei K = X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Wir schreiben [%} fiir die
Klasse von (a,b).
Auf K wird nun eine Addition und eine Multiplikation wie folgt erklart:

51+ [ 2]




19. POLYNOMRINGE 99

i3
b dl lbdl”
Man priift nach, dass dies wohldefinierte Verkniipfungen liefert.

Man sieht, dass diese “Bruchrechenregeln” K zu einem kommutativen

Ring machen mit Nullelement [%] und Einselement [H Es gilt [%} = 0,

genau dann, wenn a = ( ist. Daher ist jedes [%} # 0 invertierbar mit Inversem
2.

Es ist offenbar . : R — K, a — [%} ein injektiver Ringhomomorphismus.
Wir kénnen daher R mit seinem Bild «(R) C K identifizieren. O

und

19. Polynomringe

Im folgenden sei K immer ein Korper.

DEFINITION 19.1. Ein Polynom iiber K (oder: mit Koeffizienten in K)
ist eine Abbildung f: Ny — K mit endlichem Triger, d. h. f ist eine Folge
(an)n>o mit a, € K, und es gilt a, = 0 bis auf endlich viele n > 0. Wir
schreiben 0 = (0,0,0,...) (Nullpolynom) und 1 = (1,0,0,...).

SATZ 19.2. Die Menge aller Polynome iiber K wird zu einem kommu-
tativen Ring mit Nullelement 0 und Einselement 1 durch folgende Addition
und Multiplikation

(fn) + (gn) = (fn + gn)

(fn) - (gn) = (g i gn—i)n

BEWEIS. Einfaches Nachrechnen. Wir verzichten auf die Ausfithrung.
(Vgl. Ubungen.) O

BEMERKUNG 19.3. Sei R der Ring der Polynome iiber K.
(1) Es ist @ — (a,0,0,...) ein injektiver Ringhomomorphismus K —
R. Wir identifizieren K damit als Teilring (-korper) von R vermoge dieses

Homomorphismus. Die Elemente aus K heiflen auch konstante Polynome.
(2) Setze T := (0,1,0,0,...) € R. Dann gilt

™=1€¢R, T*=(0,0,1,0,0,...), T%=(0,0,0,1,0,...), ...

SATZ 19.4. Jedes vom Nullpolynom verschiedene Polynom f iiber K hat
eine Darstellung f = ag+a1T+asT?+- - -+ a,T™ mit n > 0 und eindeutigen
Koeffizienten ag, aq,...,a, € K, wobei a, # 0.

und

>0

BeEWwEIS. Nach Teil (2) der vorherigen Bemerkung ist dies klar. O

BEZEICHNUNG 19.5. (1) Wir bezeichnen den oben definierten Polynom-
ring mit K [T]; es ist der Polynomring in einer Unbestimmten (oder Variablen
T mit Koeffizienten in K.

(2) Ist f € K[T] nicht das Nullpolynom, so bezeichnet der Index n aus
dem vorherigen Satz den Grad von f, also n = grad f. Es heifit a,, der
Leitkoeffizient von f.
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Multipliziert man zwei Polynome in der Unbestimmten 7" nach den “iib-
lichen” Rechenregeln aus und sortiert das Ergebnis nach den Potenzen von
T, so sieht man, dass die Koeffizienten dabei gerade nach obiger Multipli-
kationsregel ausgrechnet werden. Die zunéchst etwas kiinstlich anmutende
Definition der Multiplikation ist also gerade das gewohnte Ausmultiplizie-
ren. [Konkretes Beispiel behandelt. |

SATZ 19.6. Seien f, g € K[T] vom Nullpolynom verschieden. Dann gilt

(1) grad(f - g) = grad(f) + grad(g). (Insbesondere fg # 0.)
(2) KI[T) ist ein Integritatsbereich.
BEwEIs. (1) Seien f = ap+a1T+- - -+a,T" und g = bo+b1 T+ - -+b,, T™
mit a,, b, # 0, also mit n = grad f und m = grad g. Aus der Definition der
Multiplikation erhélt man sofort

fg = aObO +-+ anmener,

und in K gilt a,b,, # 0. Es folgt fg # 0 und grad(fg) = n+m = grad(f) +

grad(g).
(2) Dies folgt unmittelbar aus (1). O

SATZ 19.7 (Polynomdivision mit Rest). Sei K ein Kérper. Seien f, g €
K[T] mit g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte q, r € K[T| mit

f=a9+r,
wobei entweder r = 0 gilt oder r # 0 und grad(r) < grad(g).

BEWEIS. Existenz: Schreibe f = ag + a;T 4+ -+ + a, 7" und g = by +
byT + -+ + b, T™ mit b, # 0, also grad g = m.
Ist f =0, sosetze g =0und r = f (=0).
Seinun f # 0, also ohne Einschrankung a,, # 0, grad f = n. Wir beweisen
die Aussage nun per Induktion nach n.
Sei n = 0.
(1) Ist grad g > grad f = 0, so setze ¢ = 0 und r = f.
(2) Ist grad g = grad f = 0, so setze q = a,b,;! und r = 0.
Sei nun n > 0.
(1) Ist grad g > grad f, so setze ¢ = 0 und r = f.
(2) Sei nun grad g < grad f. Dann ist

f=anb ) T ™ g+ f

mit ]7 = 0 oder gradf < n. Die Induktionsvoraussetzung auf f
angewandt ergibt

f=a-g+r
mit 7 = 0 oder grad r < grad g. Dies ergibt
f= <anb;n1T"‘m + a) g+

Setze ¢ = a,b,,'T"™™ +q.
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Eindeutigkeit: Es gelte f = q1g + 1 = q29 + 72, mit r; = 0 oder gradr; <
grad g und 7, = 0 oder grad r, < grad g. Es folgt

(1 — @) g=r2—r1.
Aus Gradgriinden folgt dann ¢; — ¢o = 0, und dann auch ry — r; = 0, also
q1 = qz und r; =719, 0

Offenbar ist K[T] nicht nur ein Ring, sondern sogar eine K-Algebra.

SATZ 19.8 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Der Polynomring
K|[T)] hat folgende universelle Eigenschaft: Sei S eine K-Algebra und s € S.
Dann gibt es genau einen Homomorphismus von K-Algebren p: K[T] — S
mit o(T) = s.

Man schreibt: f(s) e/ (f)-
BEWEIS. Definiere ¢(}.1, a;T%) = >, a;s". O

i=1

19.9 (Einsetzen). Seien die Voraussetzungen wie im vorigen Satz. Man
sagt, dass man in die Unbestimmte T das Element s € S einsetzt. Der
K Algebrenhomomorphismus ¢: f +— f(s), K[T] — S heifit Einsetzungs-
homomorphismus. Ein s € S heifit Nullstelle von f (in S), falls f(s) = 0
gilt.

BEISPIEL 19.10. Sei f = T% — 2T — 3 € R[T]. Sei

A= (; ?) € M(2;R).

Man kann A in f einsetzen und erhalt

s =a-2a-sm= (5 5) - (35)- (5 5) = (0 o) =

Es ist also A eine Nullstelle von f in M(2;R).

SATZ 19.11. Sei f € K[T] (f # 0) ein Polynom vom Grad n. Sei o € K
eine Nullstelle von f in K. Dann gilt

fZQ(T_a)7

mit ¢ € K[T| vom Grad n — 1. Insbesondere hat f in K hichstens n Null-
stellen.

BEWEIS. Division mit Rest ergibt
f=q-(T—a)+r

mit 7 = 0 oder grad(r) < grad(T'—«) = 1. Also ist r ein konstantes Polynom.
Setzt man in diese Polynomgleichung das Element « ein, so ergibt sich

0=fla)=q(a)(a—a)+r(a) =r(a)
Es folgt r = 0. Da nun grad(q) = n — 1 gilt, folgt der Zusatz induktiv. [
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FOLGERUNG 19.12. Sei K ein unendlicher Korper. Dann ist K[T)] iso-
morph zum Ring Pol(K, K) aller Polynomfunktionen f: K — K, t
ao + art + ast?® + - - - + apt™ mit Koeffizienten in K.

BeEwEIS. Jedes f € K|[T] liefert eine eindeutige Polynomfunktion t +—
f(t). Diese Zuordnung ist offenbar surjektiv und ein Homorphismus von
Ringen. Weil K unendlich ist, ist diese Zuordnung auch injektiv nach dem
vorigen Satz. U

BEISPIEL 19.13. Sei Fy der Koérper mit zwei Elementen 0 und 1, vgl.
Beispiel 3.3 (3). Sei f =T +1, g =T?+ 1. Dann gilt f(0) = 1 = g(0) und
f(1) =0=g(1). Es gilt also f(t) = g(¢t) fiir alle t € Fy, d. h. f und g sind
verschiedene Polynome, liefern aber dieselben Polynomfunktionen Fy — Fo,
t F(£) = g(t).

Auch aus diesem Grund ist es wichtig, zwischen Polynomen und Poly-
nomfunktionen zu unterscheiden.

BEMERKUNG 19.14. Sei f € K[T] (f # 0) ein Polynom vom Grad n. Sei
a € K. Ist « eine Nullstelle von f, so gibt es, wie oben gezeigt, ein ¢ € KT
mit f = ¢- (T —«). Ist @ auch Nullstelle von ¢, so kann man dies wiederholen.
Es gibt also ein eindeutig bestimmtes m € N mit 0 < m < n und g € K[T]
mit

f=g-(T—a)" und g(a) #0.

Es heit m die Vielfachheit der Nullstelle a. Wir schreiben m = v,(f).
(Nattirlich ist o nur fiir m > 1 tatséchlich eine Nullstelle.)

BEMERKUNG 19.15. Sei f € KI[T] (f # 0) ein Polynom. Die vorige

Bemerkung zeigt: Sind «aq, ..., a, die verschiedenen Nullstellen von f in K,
so kann man schreiben
f=a-(T—a)™ ...-(T—a,)" g

mit a € K \ {0}, wobei g € K[T] normiert ist und keine Nullstellen in K
hat und mit m; = v,,(f). Offenbar sind r, ay, ..., a, (bis auf Reihenfolge),
a und ¢ eindeutig bestimmt. (Vgl. Ubungen.)

Anhang: Zerlegung in Primfaktoren.

DEFINITION 19.16. Sei f € K[T] mit f # 0.
(1) f heiBlt irreduzibel, wenn grad(f) > 1 gilt, und wenn aus f = gh
(mit g, h € K[T]) folgt, dass grad(f) = 0 oder grad(g) = 0 gilt.
(2) f heiit normiert, wenn 1 der Leitkoeffizient von f ist.
LEMMA 19.17. Sei f € K[T], f # 0. Dann gibt es irreduzible, normierte
Polynome py,...,p, € K[T| und ein a € K\ {0} mit f=a-p;-... p,.
BeweEIs. Gilt grad(f) =0, so sei a = f und r = 0 (leeres Produkt = 1);
Sei nun grad(f) > 1. Ist a der Leitkoeffizient von f, so kann man f = af

schreiben, wobei f € K|[T] normiert ist. Ist f selbst schon irreduzibel, so ist
man fertig. Andernfalls kann man schreiben f = gh, wobei g, h € K[T] gilt,
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ohne Einschrinkung normiert, mit grad(g) > 1 und grad(h) > 1. Sind jetzt
g und h irreduzibel, so ist man fertig. Andernfalls zerlegt man g und/oder h
weiter in Polynome kleineren Grades. Da die Grade immer kleiner werden,
muss dieses Verfahren nach endlichen Schritten abbrechen, und dann sind
alle auftretenden Faktoren irreduzibel. 0

Wir kiimmern uns nun um die Eindeutigkeit solcher Zerlegungen in irre-
duzible Polynome.

DEFINITION 19.18. Seien f, g € K[T]. Wir schreiben f | g (und sagen:
f teilt g), wenn es ein h € K[T] gibt mit Af = g. Es heifit dann f ein Teiler
von g, und umgekehrt g ein Vielfaches von f.

BEMERKUNG 19.19. Seien f, g € KIT] nicht beide das Nullpolynom.
Dann gibt es ein d € K[T], das man ohne Einschrinkung als normiert an-
nehmen kann, mit

1Y (rf + 5|7 s € K[T]} = {hd | h € K[T]}.

Denn es gibt ein d € I, d # 0 (normiert) von minimalem Grad. Dann ist
die Teilmengenbeziechung “2O” klar. Sei umgekehrt k € I beliebig. Division
mit Rest ergibt £ = ¢d + r mit » = 0 oder grad(r) < grad(d). Da aber
r =k —qd € I gilt, kann nur (nach Wahl von d) r = 0 gelten. Es gilt also
k=qd. —

Daraus folgt nun:

(1) d| fund d | g. Es ist d also ein gemeinsamer Teiler von f und g.
(2) Jeder andere gemeinsame Teiler von f und g teilt schon d. Es ist

also d ein grifiter gemeinsamer Teiler von f und g.
(3) Es gibt a, b € K[T] mit d = af + bg.

(Beachte: (2) folgt aus (3).)

LEMMA 19.20 (“Euklids Lemma”). Sei f € K[T1, f # 0 mit grad(f) >
1. Aquivalent sind:

(1) f ist irreduzibel.
(2) Fir alle g, h € K[T) gilt: f | gh = f|g oder f|h.

BEWEIS. “(2)=-(1)" Es gelte (2). Sei f = gh. Dann gilt insbesondere
f | gh, und daher wegen (2) f | g oder f | h. Es folgt grad(g) > grad(f),
und dann grad(h) = 0, oder grad(h) > grad(f), und dann grad(g) = 0. Also
ist f irreduzibel.

“(1)=-(2)” Seien g, h € K[T] mit f | gh. Zu f und g sei d € K[T'] wie in
der vorigen Bemerkung. Es gilt also d | f und d | g. Sei etwa ed = f. Da f
irreduzibel ist, folgt e € K oder d € K. Im ersten Fall folgt f = ed | g. Im
zweiten Fall folgt aber, da d normiert ist, d = 1 ist, also gibt es a, b € KT
mit 1 = af + bg. Es folgt h = h -1 = ahf + bgh. Da f nach Annahme gh
teilt, folgt daraus f | h. O
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SaTz 19.21. Sei f € K[T], f # 0. Dann gibt es (bis auf Rethenfolge)
eindeutig bestimmte irreduzible, normierte Polynome py,...,p, € K[T] und
ein eindeutig bestimmtes a € K\ {0} mit f =a-py-...- p,.

BEWwEIS. Wir zeigen: Gilt f =a-py-...-p, =d'-pj-...-pl.,sogilt a = d/,
r =1’ und bis auf Umnummerierung p; = p,. Offenbar stimmt sowohl a wie
auch @’ mit dem Leitkoeffizienten von f iiberein. Es folgt a = o/, also auch

P pr=p-...-p.. Es wird nun Induktion nach r gemacht. Ist r = 0
oder r = 1, so folgt auch " = 0 bzw. ' = 1, da p; irreduzibel ist. Sei nun
r > 2. Es ist p, ein Teiler von p} - ... pl,, daher teilt p, nach Lemma 19.20

cines der Elemente p;. Nach evtl. Umnummerierung koénnen wir p, | pl,
annehmen. Da aber p/, irreduzibel ist, folgt p, = pl,. Also kann man (in dem

Integrititsbereich K|[T]) kiirzen, und erhélt py - ... -p—1 = py ... - pl_{.
Per Induktion kann man r — 1 = ' — 1, also r = 7’ folgern, und (nach evtl.
Umnummerierung) p; =p; (i =1,...,r —1). O

BEMERKUNG 19.22. Irreduzible Polynome heiflen auch Primpolynome.
Die Zerlegung im vorigen Satz wir auch (eindeutige) Primfaktorzerlequng
genannt. Man vgl. die Analogie zu den ganzen Zahlen Z.

BEMERKUNG 19.23. (1) Jedes Polynom vom Grad 1 ist irreduzibel.

(2) Sei K = C der Korper der komplexen Zahlen. Da man stets Null-
stellen als Linearfaktor abspalten kann, folgt aus dem Fundamentalsatz der
Algebra (vgl. Satz 4.7), dass hier nur die Polynome vom Grad 1 irreduzibel
sind. Man sagt auch, dass (iiber C) jedes Polynom in Linearfaktoren zerfillt.

(3) Ein Kérper, iiber dem jedes Polynom in Linearfaktoren zerfillt, heif3t
algebraisch abgeschlossen. Der Fundamentalsatz der Algebra kann deshalb
auch so formuliert werden: Der Kdorper C der komplexen Zahlen ist algebra-
1sch abgeschlossen.

(4) Der Kérper R der reellen Zahlen ist nicht algebraisch abgeschlossen.
Denn etwa das Polynom f = T2 + 1 zerfillt in R[T nicht in Linearfaktoren.
(Beweis als Ubung.) Daher ist dieses Polynom auch irreduzibel in R[T]. In
C[T] zerfallt dieses Polynom jedoch in Linearfaktoren. Irreduzibilitdt hangt
daher vom Grundkorper ab, den man betrachtet!

(5) Man zeigt leicht (vgl. Ubungen), dass die normierten irreduziblen
Polynome iiber R gerade die folgenden sind:

T—-—a (axeR)
(T—2)-(T—-2)=T*-(2+2)T+22 (2€C\R).

(6) Man zeigt in der Algebra, dass man jeden Korper in einen algebraisch
abgeschlossenen Koérper einbetten kann.



KAPITEL 6

Eigenwerttheorie

20. Eigenwerte und Eigenvektoren

Im folgenden sei K stets ein Kérper und V' stets K-Vektorraum.

DEFINITION 20.1. Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus.

(1) Ein Element A € K heifit ein Figenwert von f (in K), falls es ein
x €V gibt mit x # 0 und f(z) = Ax.

(2) Ist A € K ein Eigenwert von f, so heifit ein € V mit = # 0 und
mit f(x) = Az ein Figenvektor von f.

(3) Die Menge E(f,\) = {z € V| f(z) = Az} C V heifit der Eigen-

raum zu f (zum Eigenwert \).

BEMERKUNG 20.2. Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus und A € K.
(1) Es gilt E(f,\) = Kern(Aly — f). Insbesondere ist E(f,\) ein Un-

terraum von V.
(2) Es gilt E(f,\) # {0y} < A\ ist Eigenwert von f.

BEweEls. Klar. O

BEISPIEL 20.3. Sei V' # {0}.

(1) Der einzige Eigenwert von 1y ist 1x, und es gilt E(1y, 1) = V.
(2) Der einzige Eigenwert von der Nullabbildung 0: V' — V ist Ok, und
es gilt £(0,0x) = V.

SATZ 20.4. Sei f € Endg(V), seien x4, ..., x,, Eigenvektoren zu paarwei-
se verschiedenen Eigenwerten My, ..., A\, € K. Dann sind x1,...,T,, linear
unabhingig. Insbesondere gibt es hichstens dim(V') verschiedene Figenwerte.

BEwEIs. Induktion nach m. Fiir m = 1 ist dies wegen x; # 0 klar. Sei
nun m > 2. Seien aq, ..., q,, € K mit

a1y + ...+ o, = 0.
Wende einmal f an, das andere mal mutlipliziere mit A;:
AT + oy + ...+ A Tm = 0
QAT+ oA Ty + ...+ N Ty =
Subtrahiert man die Gleichungen, so erhélt man

062()\2 — )\1)1’2 + ...+ Oém()\m — Al)xm =0.
105
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Nach Induktionsvoraussetzung sind xs,..., 2, linear unabhéngig, und es
folgt
Oég()\g — )\1> = = am()\m — /\1) = 0
Da die Eigenwerte verschieden sind, folgt
Qg =+ =aq,, =0.
Es folgt dann auch ayxy = 0, also a; = 0 wegen 7 # 0. ]

DEFINITION 20.5. Ein Endomorphismus f € Endg (V) heiit diagona-
lisierbar, wenn es eine Basis von V' gibt, die nur aus Eigenvektoren von f
besteht.

SATZ 20.6. Es gelte dim(V') = n. Sei f € Endg (V). Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(1) f st diagonalisierbar.
(2) Es gibt eine Basis B von V', so dass

A 0
A2
Mp(f) =

eine Diagonalmatrix ist.
(3) V=2 hex (. A).
(4) V =@rex E(f, A).
(5) Yoser dimg (E(f,A) = n.
Gilt dies, so sind Ay, ..., \, aus (2) die einzigen (nicht notwendig verschie-
denen) Figenwerte von f in K.

(Man beachte, dass in den Summen nur endlich viele Summanden # {0}
bzw. # 0 sind.)

BeEwEIS. “(1)=(2)” Bei B = (21, ...,z,) eine Basis, die aus Eigenvek-
toren x; besteht, d. . es gibt zugehorige Eigenwerte \;, also f(z;) = A\x; fiir
i=1,...,n. Es folgt, dass Mp(f) = diag(Aq,...,\,) ist.

“(2)=(1)” Sei B = (21, ...,x,) eine Basis, so dass Mg(f) = diag(A1, ..., \n)
gilt. Dann folgt aber f(x;) = A\;x;, d. h. z; ist Eigenvektor (i =1,...,n).

“(1)<(4)” ist klar (die Basisvektoren, die zum selben Eigenwert A gehoren,
bilden eine Basis von E(f, A)). Die Implikationen “(4)=-(3)”, “(4)=(5)” und
“(5)=(3)” sind ebenfalls klar.

“(3)=(4)” folgt aus dem vorigen Satz. O
FOLGERUNG 20.7. Es gelte dim(V) = n, sei f € Endg(V). Wenn f n
verschiedene Eigenwerte Ay, ..., A\, € K, so ist f diagonalisierbar.

BEWEIS. Es gilt

n < idimK(E(f, Ai)) < n,
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und nach (5) aus vorigem Satz ist f diagonalisierbar. O

Da sich bei endlichdimensionalen Vektorrdaumen mit gewéhlter Basis En-
domorphismen und quadratische Matrizen entsprechen, ist es nicht iiberraschend,
dass die zuvor besprochenen Begriffe analog fiir quadratische Matrizen exi-
stieren.

DEFINITION 20.8. Sei A € M,,(K).

(1) Ein Element A € K heifit ein Eigenwert von A (in K), falls es ein
x € K" gibt mit x # 0 und Az = Az.

(2) Ist A € K ein Eigenwert von A, so heiit ein x € K™ mit z # 0 und
mit Ax = Az ein Figenvektor von A.

(3) Die Menge E(A, \) wf {z € V| Az = Az} C V heifit der Figenraum
zu A (zum Eigenwert \).

BEMERKUNG 20.9. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, sei
B = (by,...,b,) eine Basis von V und ¢p: K" — V der dazu definierte
Isomorphismus. Sei f ein Endomorphismus und A € M(n; K) die zugehorige
Darstellungsmatrix. Sei A € K. Dann gilt

A ist Eigenwert von f <\ ist Eigenwert von A;
die zugehorigen Eigenvektoren bzw. Eigenrdume korrespondieren unter ¢g.
BEWEIS. Klar. U

BEMERKUNG 20.10. Sei A € M(n; K). Sei f4: K™ — K™ die zugehorige
lineare Abbbildung. Genau dann ist f4 diagonalisierbar, wenn es ein P €
GL(n; K) gibt, so dass P~'AP eine Diagonalmatrix ist.

BEWEIS. Sei B = (eq,...,e,) die Standardbasis von K", sei C irgendeine
andere Basis von K". Dann besagt die Transformationsformel 12.13, dass

Mec(fa) =Tg - Mp(fa) - (Tg)™" = PT'AP,

mit P % (T§)~*. Nun besteht C genau dann aus Eigenvektoren von fy,

wenn Mc(fa) eine Diagonalmatrix ist. O

DEFINITION 20.11. Zwei Matrizen A, B € M(n; K) heilen dhnlich, und
man schreibt A ~ B, wenn es ein P € GL(n; K) gibt mit B = P~1AP. Dies
definiert offenbar eine Aquivalenzrelation auf M(n; K).

DEFINITION 20.12. A € M(n; K) heifit diagonalisierbar, wenn A &hnlich
zu einer Diagonalmatrix D € M(n; K) ist.

BEMERKUNG 20.13. (1) Im folgenden hat fast jede Aussage iiber
Endomorphismen (eines endlichdimensionalen Raums) eine entspre-
chende Aussage fiir Matrizen, und umgekehrt. Wir werden nicht
jedesmal beide Fassungen formulieren.
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(2) Eines der Ziele der Linearen Algebra ist es, einen vorgegebenen En-
domorphismus f bzgl. einer geeignten Basis durch eine Matrix mit
“moglichst einfacher Gestalt” darzustellen. Eine solche Gestalt, die
man [ auf eindeutige Weise zuordnet, nennt man auch eine Nor-
malform von f. Fir Matrizen A € M(n; K) bedeutet das, dass man
innerhalb der Aquivalenzklasse von A (bzgl. =) einen moglichst ein-
fachen Représentanten finden méchte.

Ein Analogon ist uns schon in Satz 7.23 bzgl. der Aquivalenzrela-
tion ~ in M(m,n; K') begegnet. Solche einfache Normalformen sind
fiir Endomorphismen aber nur ganz selten méglich. Das liegt grob
gesprochen, dass man hier nur eine Basis abdndern darf, wahrend
man in 7.23 im Definitionsbereich und im Bildbereich Basen separat
abiandern durfte.

(3) Diagonalisierbare Endomorphismen z. B. haben eines besonders ein-
fache Normalform, ndmlich eine Diagonalmatrix. Aber die wenig-
sten Endomorphismen sind diagonalisierbar. Daher ist erstens ein
Kriterium wichig, mit dem man leicht entscheiden kann, ob ein En-
domorphismus diagonalisierbar ist oder nicht, und zweitens, sollen
auch Normalformen von nicht-diagonalisierbaren Endomorphismen
entwickelt werden.

21. Minimalpolynom und charakteristisches Polynom
Es sei K stets ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Wir nehmen stets

n = dimg (V) < oo an.

DEFINITION 21.1. Es sei f € Endg (V). Sei B eine Basis von V', und sei
A = (a45) = Mg(f) € M(n; K). Betrachte die quadratische Matrix

T — 11 — Q19 Ce —U1p
—o T —« —Q1p
T B, — A= M " | e M k().
—al —(12 R Qnn

Dann heif3t

X & det(T - E, — A) € K[T)

das charakteristische Polynom von f. Analog: fiir eine beliebige Matrix A €
M(n; K) heifit x4 = det(T - E,, — A) das charakteristische Polynom von A.

LEMMA 21.2. Das charakteristische Polynom x ¢ eines Endomorphismus
f € Endg (V) ist unabhdingig von der Wahl der Basis B.
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BEWEIS. Sei auch B’ eine Basis von V und A’ = Mp € M(n; K). Dann
gibt es ein p € GL(n; K) mit A’ = P7'AP. Es ist P insbesondere ei-
ne invertierbare Matrix in M(n; K[T]). Es folgt aus dem Determinanten-
Multiplikationssatz 18.18

det(T - E, — A") = det(T-E, — P 'AP) =det(P (T - E, — A)P)

= det(P ") det(T - E, — A) det(P)
det(T - E, — A).
U

BEMERKUNG 21.3. Matrizentheoretisch bedeutet die vorige Aussage: Ahn-
liche quadratische Matrizen haben dasselbe charaketristische Polynom: sind
A, B € M(n; K), so gilt

AxB = xa=xs

BEISPIEL 21.4. (1) Sein =1.Sei A = (). Dann gilt x4 = |T—a| =
T — «.

(2) Sein=2und A = (CCZ 2) Dann gilt

T—a —b
XAZ’_;/T_J=%T—®H>®—G%Nm%:W—@+@T+mqu
(3) Sei
2 -2 —4 -2
-8 5 1 -8
A=L4 2 1 o |€ M(4; C).
—2 -1 5 2
Dann gilt
T-2 2 4 2
|8 T-5 -1 8
X4 =1 09 -3 T+1 0
2 1 —5 T—2
T 0 0 0 -2 2 4 2
8 T-5 -1 8 |, |8 T-5 -1 8
— 0 -3 T+1 0 0 -3 T+1 0
2 1 5 T-2 |2 1 5 T —2
—2 2 4 2

T-5 -1 8
= T-| =3 T+1 0 |+
1 -5 T-2

0 T'+3 15 16
0 -3 T+1 0
0 3 -1 T

= T*— 873 — 1672 + 128T7.



110 6. EIGENWERTTHEORIE

BEMERKUNG 21.5. (1) Man beachte, dass zur Definition von xg
vom Polynombegriff iiber einem Integritdtsbereich Gebrauch ge-
macht wurde.

(2) Die zu xs gehorige Polynomfunktion X' — K ist durch A — x; =
det(\ - 1y — f) gegeben. Dies folgt aus der Leibniz-Formel und der
Tatsache, dass der Einsetzungshomomorphismus ein Ringhomomor-
phismus ist.

SATZ 21.6. Das charakteristische Polynom x 4 einer Matriz A € M(n; K)

ist normiert und vom Grad n. Genauver gilt: Ist x4 = a,T™ + ap_ T ' +
oot a1T+ay € K[TY, so gilt a, =1, ap—1 = —sp(A) und ag = (—1)" det(A).

BeEWEIS. Es gilt ap = xa(0) = det(—A) = (—1)" det(A). Sei A = (o).
Die Leibniz-Formel ergibt

n

Xa=[T—ai)+ D sen(o) [[GioeT — tivi):

1=1 0ESy, 0F#€e i=1

Der zweite Term hat einen Grad < n — 2, denn fiir ¢ # € gibt es mindestens
zwei verschiedene ¢ und j mit o(i) # i und o(j) # j. Die Koeflizienten a,
und a,,_1 sind also dieselben, wie die im ersten Summanden, und damit folgt
sofort a, = 1 und a,—1 = — Y ;| . d

LEMMA 21.7. Jedes normierte Polynom f € K[T| ist das charakteristi-
sche Polynom einer quadratischen Matriz. Genau: Ist

f=T"+a, \T" '+ ... +a,T +ao € K[T),

S0 st
0 0 . 0 —Aag
1 0 . 0 —a
01
A=|. € M(n; K)
0
Do 1 0 —apo
0 0 ... 0 1 —Ap—1
mit
[=xa.
BEwWEIS. Entwicklung nach der letzten Spalte. (Vgl. Ubung,.) O

DEFINITION 21.8. Die zum normierten Polynom f € K[T| wie im vorigen
Lemma definerte quadratische Matrix A heifit die Begleitmatriz zu f.

SATZ 21.9. Sei f € Endg (V). Sei A € K. Aquiavlent sind:

(1) X ist ein Eigenwert von f.
(2) X ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms x.
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BEWEIS. Sei A die Darstellungsmatrix von f beziiglich einer Basis von
V. Es gilt

A Eigenwert von f < Kern(A- 1y — f) # {0}

& A -1y — f ist nicht bijektiv
< det(A-1y — f)=0

& det(A-E,—A)=0

< xr(A) =0.

0

DEFINITION 21.10. Sei f ein Endomorphismus von V. Ein Unterraum
U C V heifit f-invariant, falls f(U) C U gilt.
BEMERKUNG 21.11. Sei f ein Endomorphismus von V.

(1) Sei A € K ein Eigenwert von f. Dann ist der Eigenraum F(f, \) ein
f-invarianter Unterraum von V.

(2) SeiV endlichdimensional. Die Einschrankung f |g(s ) hat bzgl. einer
beliebigen Basis (by,. .., b;) die Darstellungsmatrix A - E.

BEWEIS. (1) Sei U = E(f,\). Fiir alle u € U gilt f(f(u)) = f(A\u) =
Af(u), also gilt f(u) € E(f,\) =U.
(2) Dies ist klar, da fiir jedes u € U gilt f(u) = Au. O

21.12. Sein = dim(V), sei f ein Endomorphismus von V. Sei x € V', x #
0 beliebig. Man betrachte f(z), (f(z)) = f3(z), f3(z),... Wegen dim(V) = n
miissen die n + 1 Elemente

z, f(@), f*(@),-.., (=)

linear abhéngig sein. Es gibt also eine natiirliche Zahl r mit 1 < r < n, so
dass

x? f($>7 fQ(x)7 et f’r_l(x)
linear unabhéngig, aber
x, f(z), fA(2),.... f(x)

linear abhéngig sind. Es gibt dann ¢y, ..., ¢, in K mit
(21.1) (@) =cor+crf(@)+...+ e f ' (z).
Der Unterraum

v Span(:z:, f(z),..., fr_l(x))
hat die Basis by = z, by = f(z),...,b, = f7'(x). Wendet man f auf die
Basiselemente an, so erhélt man

f(bz):bz+1 izl,...,r—l

und

f(br) = Cob1 + Clbg + ..+ CTflbr.
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Es ist also U ein f-invarianter Unterraum, und die Einschrénkung f |y: U —
U hat bzgl. der Basis (by,...,b,.) die Darstellungsmatrix

00 ... ... 0 Co
0 0 C1
01 D
A=1.
0
P 1 0 Cr_2
00 ... 0 1 Cr_1
Aus Lemma 21.7 folgt
Xip =T =T — . =T — «.
Aus (21.1) folgt dann
(21.2) (e (1)) (@) =0,

LEMMA 21.13. Ses
. Al *
A= (o)

XA = XA " XAz

Dann gilt

BEWEIS. Wir zeigen, dass generell die Formel

A *

| =141 1Bl

fiur Matrizen A, B = (;;) tiber einem kommutativen Ring R gilt. Daraus
folgt offenbar die Behauptung. Es gelte A € M(p; R) und B € M(q; R) (mit
p + ¢ = n). Wir machen Induktion nach ¢. Fiir ¢ = 0 ist die Aussage klar.
Auch fir ¢ = 1 folgt die Behauptung sofort durch Entwicklung nach der
letzten Zeile. Sei nun ¢ > 2. Entwicklung nach der letzten Zeile ergibt

Al % - , Al %
= D (1B ‘ /
B,
' 0B Pl 0| By,
Voo i
= > (=17 Byl Byl - 1A
Jj=p+1
= [B]-|A].

O

SaTz 21.14 (Cayley-Hamilton). Sei f ein Endomorphismus des endlich-
dimensionalen K -Vektorraum V. Dann gilt

xys(f) =0.
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BEWEIS. Zu zeigen ist, dass fiir jedes z € V' die Gleichung x¢(f)(z) =0
gilt. Man kann = # 0 annehmen. Sei U dazu der wie eben definierte f-
invariante Unterraum mit der wie eben definierten Basis bq,...,b,. Wir
ergdnzen dies mit b,,1,...,b, zu einer Basis von V. Bzgl. dieser Basis hat
die Darstellungsmatrix die Form

(o15)

wobei A auch wie oben definiert ist. Es folgt xy = xa - xB = Xf|,, - XB- Setzt
man [ ein und wendet dies auf x an, so erhélt man aus (21.2)

Xy (f)(x) = 0.
U

SATZ UND DEFINITION 21.15. Sei f ein Endomorphismus des endlichdi-
mensionalen K -Vektorraums V. Dann ¢ibt es ein eindeutig bestimmtes nor-
miertes Polynom py € K[T] kleinsten Grades mit pg(f) = 0. Dies heifit das
Minimalpolynom von f. Ferner gilt:

(1) Ist P € K[T| ein (normiertes) Polynom mit P(f) =0, so gilt py |
P.
(2) Insbesondere gilt jis | X -

BEWEIS. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gibt es ein normiertes
Polynom gy mit p17(f) = 0, und dann gibt es auch ein solches (# 0) kleinsten
Grades. Die Eindeutigkeit wird aus (1) folgen, und (2) folgt trivialerweise aus
(1). Ist nun P € K[T] mit P(f) =0, so ergibt Polynomdivision mit Rest

P=q-ps+r
mit 7 = 0 oder grad(r) < grad(us). Da aber

0=P(f) =q(f) - ns(f) +7r(f) =r(f)

gilt, kann, aufgrund der Minimalitdt des Grades von jif, nur r = 0 gelten. [

SATZ 21.16. Sei f ein Endomorphismus des n-dimensionalen K -Vektor-
raums V. Dann gilt fiir das Minimalpolynom iy und das charakteristische
Polynom xy in K[T):

(1) py | Xy

) xr | ()™
) pr und x s haben dieselben Primfaktoren.

(2

(3

(4) py und x¢ haben dieselben Nullstellen in K.

(5) xy zerfillt genau dann in Linearfaktoren, wenn dies fir py gilt.

BeEwEIs. (1) wurde schon gezeigt, und (3), (4) und (5) folgen sofort aus
(1) und (2). Also bleibt (2) zu zeigen. Wir kénnen K in einen algebraisch
abgeschlossenen Korper L einbetten (vgl. Bemerkung 19.23). Uber L zerfallt
das xy in Linearfaktoren:

Xf= (T =X )™ ... (T —X)™,
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wobei Aj, ..., A in L liegen. Nach (1) gilt

= (T = M) - (T =gk

mit k; < my; fir ¢ = 1,...,s. Wir zeigen nun k; > 1 fir ¢« = 1,...,s.
Denn ist etwa k; = 0, und ist z; ein Eigenvektor zum Eigenwert \;, so
ergibt eine einfache Rechnung ps(f)z; # 0, aber andererseits ist p¢(f) = 0,
Widerspruch.

Setze nun

q= (T —N)"F7m (T = A hems,

Damit gilt ¢- x4 = (pa)™ in L[T]. Da aber x4, (ua)™ € K[T) gilt, folgt auch
leicht ¢ € K[T. O

LEMMA 21.17. (1) Sei f ein Endomorphismus von V und U C V

ein f-invarianter Unterraum. Dann gilt x g, | xs-

(2) Sei m: V. — W ein surjektiver Homomorphismus. Seien f und g
Endomorphismen von V bzw. W mit gom = mwo f. Dann gilt x4 | X;-
(KOMMUTATIVES DIAGRAMM)

BEWEIS. (1) Die Beweisidee tauchte schon im Beweis des Satzes von
Cayley-Hamilton auf. Ergdnzt man eine Basis von U zu einer Basis von V/,
so hat die diesbzgl. Darstellungsmatrix von f die Form

(315

und es folgt xr = x4 XB = X/f|v * XB-

(2) Man verfahrt wie im Beweis des Rangsatzes. Eine Basis des Kerns von
m wird ergénzt zu einer Basis von V. Die Bilder dieser ergénzten Vektoren
unter 7 bilden eine Basis von W, und 7 induziert einen Isomorphismus zwi-
schen dem Unterraum U von V', der durch die ergéinzten Vektoren erzeugt
wird, und W. Der komplementire Summand Kern(r) ist wegen mo f = gom
offenbar ein f-invarianter Unterraum. Es ist dann x5 = X |- - X B fiir eine
quadratische Matrix B nach (1), und fiir diese Matrix gilt wegen mo f = gor

XB = Xg- L
DEFINITION 21.18. Sei f ein Endomorphismus von V und A € K ein
Eigenwert.

(1) Die Vielfachheit vy(xy) der Nullstelle A (vgl. 19.14) von x;, heifit
die algebraische Vielfachheit von A\. Wir schreiben dafir e(f, \).

(2) Die Dimension des Eigenraums E(f, A) heifit die geometrische Viel-
fachheit von A. Wir schreiben dafiir d(f, \).

LEMMA 21.19. Sei A € K ein Figenwert des Endomorphismus f von V.
Dann gilt

1L<d(f,A) <e(f, D).

BEWEIS. Setze zur Abkiirzung d = d(f,A) und e = e(f,A). d > 1 ist
klar. Sei x1, ..., x4 eine Basis von U = E(f, ). Ergénze mit z4.1,...,2, zu
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einer Basis von V. Es ist U ein f-invarianter Unterraum von V', und f |y
hat bzgl. x1,. .., x4 die Darstellungsmatrix A - E;. Es folgt x 7, = (T'— \)?,
und nach Lemma 21.17 ist dies ein Teiler von x, und es folgt d < e. ([l

SATz 21.20 (Diagonalisierbarkeitskriterium). Sei f € Endg (V). Aquiva-
lent sind:
(1) f ist diagonalisierbar (iber K ).
(2) (a) Das charakteristische Polynom x¢ € KI[T'| zerfdllt in Linear-
faktoren, und

(b) fir jeden Eigenwert A € K von f gilt d(f,\) = e(f, \).

(3) (a) Das Minimalpolynom py € K[T'| zerfdllt in Linearfaktoren, und
(b) es hat nur einfache Nullstellen (Vielfachheit =1).

BEwWEIS. (1)=(2): Esgilt V = E(f, \)®.. . QE(f, \s), wobei A\j,..., A\ €
K die paarweise verschiedenen Eigenvektoren sind. Setzt man Basen der
einzelnen Eigenrdume zu einer Basis von V' zusammen, so ergibt sich als
Darstellungsmatrix

ME,, 0
>\2En2
(21.3) A= ) ,
0 As€n,
wobei n; = dim(E(f, \;)) gilt (i = 1,...,n). Es folgt dann
Xf=(T—=X)" ..o (T = X)",

und die beiden Aussagen aus (2) ergeben sich damit.
(2)=(1): Seien Ay,...,A\s € K die verschiedenen Eigenwerte von f. Aus
(2) folgt sofort

n=grad(xs) =e(f,\1) +...+e(f, Xs) =d(f, M) + ... +d(f, \s),

und daher ist f nach Satz 20.6 diagonalisierbar.

(1)=(3): Wie oben kénnen wir eine Darstellungsmatrix von f von der
Form (21.3) annehmen. Es folgt sofort (f — Aly) ... (f — Asly) = 0.
Also ist p¢ ein Teiler von (T'— Ay) - ...+ (T'— A;) = 0. Andererseits kommen
nach Satz 21.16 alle Nullstellen von x; auch tatséchlich vor, also ist py das
Produkt der (einfachen) Linearfaktoren.

(3)=(1): Zunéchst eine einfache Vorbemerkung: Sei V' = U; @ Uy mit
f-invarianten Unterrdumen U; und Us. Einzelne Basen von Uy und U, setzt
man zu einer Basis von V' zusammen. Die zugehorige Darstellungsmatrix hat

die Blockdiagonalform
(A O
A= ()

Fiir jedes p € K[T] gilt
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Ist p(A) = 0, so gilt auch p(A4;) = 0 und p(Az) = 0, und daher gilt iz, | 1y
und fg),, 7. Insbesondere: Zerfallt p; in einfache Linearfaktoren, so auch

Hflo, und Hflu, -
Sei nun

pr= (T —=X)-...- (T = Xy)
mit paarweise verschiedenen Ay,..., A\ € K. Wir zeigen nun, dass f dia-
gonalisierbar ist per Induktion nach n = dim(V'). Fiir n = 1 ist nichts zu
zeigen. Sei nun n > 2. Wir zeigen

V =Kern(f — A\ 1y) @ Bild(f — \i1v).
Dies ist eine direkte Zerlegung in f-invariante Unterrdume: Fiir Kern(f —
Mly) = E(f, A1) ist dies bekannt. Sei y € Bild(f — A11y). Es gibt einz € V
mit y = f(z) — M. Es gilt f(y) = f*(z) — M f(z) = (f = Mlv)(f(2)) €
Bild(f — A\11y). — Hat man diese direkte Zerlegung, so folgt die Aussage mit
der Vorbemerkung per Induktion. Es geniigt also, diese direkte Zerlegung zu
zeigen.
Da Ay verschieden ist von Ao, ..., A, haben die Polynome 7' — A\; und

(T —Xg)-...- (T — As)
sicherlich keine gemeinsamen Teiler. Der grofite (normierte) gemeinsame Tei-
ler ist daher 1. Aus 19.19 folgt daher, dass es p, ¢ € K[T] gibt mit
l=p- (T —XMN)4+q-(T—=Xy)-...- (T — X).
Setzt man f ein, so erhhélt man

Ly =p(f)o(f—Mlv)+q(f)o(f —Alv)o...o(f = Asly).
Fiir jedes x € V folgt

r=p(f)o(f—Mlv)(@)+q(f)o(f—Xly)o...o(f = A1y)(2).
Der erste Summand liegt in Bild(f — A11y), der zweite in Kern(f — \j1y).
Letzteres folgt aus ps(f) = 0. Damit bekommt man V' = Kern(f — A 1y) +
Bild(f — A11y). Dass die Summe direkt ist, folgt aus Dimensiongriinden aus
dem Rangsatz. ([

DEFINITION 21.21. (1) f € Endg(V) heifit trigonalisierbar, wenn
es eine Basis von V' gibt, bzgl. welcher f durch eine obere Dreicks-
matrix dargestellt wird.

(2) Entsprechend heiit A € M(n; K) trigonalisierbar, wenn es ein P €
GL(n; K) gibt, so dass P"' AP eine obere Dreiecksmatrix ist.

Man konnte in der Definition auch untere statt obere Dreiecksmatrizen
verwenden. Wir kommen darauf spéter noch zuriick.

SATz 21.22 (Trigonalisierbarkeitskriterium). Fir f € Endg (V) sind fol-
gende Aussagen dquivalent:
(1) f st trigonalisierbar (tber K ).
(2) Das charakteristische Polynom x ¢ € K|[T| zerfillt in Linearfaktoren.
(3) Das Minimalpolynom py € K[T| zerfdllt in Linearfaktoren.
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BEWwEIS. Die Aussagen (2) und (3) sind nach 21.16 dquivalent.
(1)=-(2): Dies folgt aus der folgenden offensichtlichen Aussage fiir Matri-
zen: Ist

A= y € M(n; K),
0 An
soist xa= (T —=X1)-...- (T = \y).
(2)=-(1): Induktion nach n = dim(V). Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Gelte nun n > 2. Da x¢ in Linearfaktoren zerfallt, hat f mindestens einen
Eigenwert A;. Sei x; ein zugehoriger Eigenvektor. Ergénze diesen zu einer

Basis x1,8,x2,...,2, von V. Dann hat die zugehotrige Darstellungsmatrix
die Form
/\1 ‘ * *
0
A= .
: B
0

mit einem B € M(n — 1; K), und es folgt

Xf:XA:<T_)\1)'XB-

Es folgt, dass auch xp in Linearfaktoren zerfallt. Sei U der von s, ..., z, er-
zeugte Unterraum. Ist u € U, so gibt es eine eindeutige Darstellung f(u) =
azr; + g(u) mit g(u) € U. Dies definiert offenbar eine lineare Abbildung
g: U — U. Bzgl. der Basis xs,...,x, von U hat g die Darstellungsmatrix
B. Per Induktionsvoraussetzung ist g trigonalisierbar. Es gibt also eine Basis

xh, ...,z bzgl. der die Darstellungsmatrix von g eine obere Dreiecksmatrix
ist. Es folgt dann, dass bzgl. der Basis xy, 75, ...,z von V die Darstellungs-
matrix von f eine obere Dreiecksmatrix ist. 0

FOLGERUNG 21.23. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper (z. B.
K =C), so ist jeder Endomorphismus von V' trigonalisierbar.

Der Induktionsbeweis des vorigen Satzes liefert ein Konstruktionsverfah-
ren fiir eine Basis, bzgl. derer ein vorgegebener trigonalisierbarer Endomor-
phismus durch eine obere Dreiecksmatrix dargestellt wird. Die wird durch
folgendes Beispiel illustriert.

BEISPIEL 21.24. Sei f: R?® — R? die lineare Abbildung x + Az, wobei

17 9 —6
A=1|-13 -6 5
17 10 -5
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Man rechnet
T—-17 -9 6
—17 =10 T +55
= T°—6T°+12T -8 = (T - 2)*.

Einziger Eigenwert ist also A = 3, und f ist trigonalisierbar. Zur Bestimmung
einer Basis des Eigenraums F(A, 2) berechnet man die Treppenmatrix zu

2—-17 -9 6
13 2+6 -5 ,
17 —-10 2455

und die ist durch

1 0 —1
01 1
00 O
1
gegeben. Damit bildet | —1 | ein Basis von E(A,2). Wir ergénzen diese nun
1
zu einer Basis von R3, etwa:
1 0 0
—1], (1], (o
1 0 1

1 00
P1 - -1 1 O
1 01
Dann gilt
219 —6
PflAPl = 013 —1
011 1
Jetzt betrachtet man die 2 x 2-Untermatrix B = i) _11) und wendet das

Verfahren erneut auf diese kleinere Matrix an. Es ist weiterhin A = 2 der

einzige Eigenwert von B. Es ergibt sich, dass 1 eine Basis von F(B,2)

1) . Setzt man

bildet. Dies wird zu einer Basis von R? ergéinzt, z. B. durch (0

Py =

o ol
— = o
o —~lo
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und

so erhalt man

P'AP = P;'PI'APP

239
= (0 2 1
00 2
Bzgl. der durch
1 0 0
11, (1], (1
1 1 0

gegebenen Basis von R? wird f durch diese obere Dreiecksmatrix beschrie-
ben.
Ferner haben wir gesehen:

e Die algebraische Vielfachheit von A = 2 ist e(f,2) = 3, die geome-
trische Vielfachheit ist d(f,2) = dim(E(f,2)) = 1. Also ist f nicht
diagonalisierbar.

e Es ist uy ein Teiler von x; = (T — 2)*, muss also eines von T — 2,
(T—2)? und (T—2)? sein. Berechnet man die Potenzen von A—2- F,
so sieht man, dass xy; = (T — 2)* = x; gilt.

BEMERKUNG 21.25. (1) Allgemein stimmen Minimalpolynom und cha-
rakteristisches Polynom nicht {iberein. Z. B. ist fiir die Nullmatrix A =0 €
M(n; K) offenbar x4 = T™ und ps = T'. Hier ist der Unterschied also sehr
drastisch. (Vgl. auch Ubungen IV.1.) Spiter werdn wir sehen, wie allgemein
das Minimalpolynom einer trigonalisierbaren Matrix bestimmt werden kann.

(2) Ein Rechenbeispiel zur Diagonalisierung lassen wir hier beiseite. (Vgl.
Ubungen.) Ist ndmlich ein Endomorphismus f von V' diagonalisierbar, so ha-
ben wir Basen der Eigenrdume zu berechnen (voraussetzend, dass man alle
Eigenwerte ermittelt hat). Dies ist nichts anderes als die Bestimmung der
Basis eines Kerns bzw. des Losungsraumes eines homogenen linearen Glei-
chungssystems. Die einzelnen Basen fasst man dann zu einer Gesamtbasis
von V' zusammen.

22. Endomorphismen als Moduln

Es bezeichne K stets einen Korper. Zu weiteren Strukturuntersuchun-
gen von Endomorphismen fithren wir nun eine neue Definition ein, die ganz
praktisch ist.

DEFINITION 22.1. Sei ein K-Vektorraum V' zusammen mit einem Endo-
morphismus f, also ein geordnetes Paar (V, f), heifit ein Modul.
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Diese Terminologie ist etwas provisorisch, aber in diesem Zusammenhang
recht niitzlich. Allgemein nennt man die den Vektorrdumen {iber Korpern
entsprechenden Gebilde iiber Ringen Moduln. Man kann zeigen, dass ein
Modul (V; f) wie zuvor definiert nichts anderes als ein Modul iiber dem
Polynomring KT ist. Aber das ist im folgenden unerheblich.

Im folgenden nehmen wir stets an, dass V' endlichdimensional ist, auch
wenn das nicht in jeder Aussage benotigt wird.

DEFINITION 22.2. Sei (V, f) ein Modul. Ein f-invarianter Unterraum U,
genauer das Paar bzw. der Modul (U, f |p), heiit ein Untermodul von (V, f).

Untermoduln von (V] f) sind also gerade die f-invarianten Unterrdume
von V| fiir die wir uns ja interessieren. Wichtig ist nun, dass man fiir Moduln
strukturvertriagliche Abbildungen definieren kann.

DEFINITION 22.3. Seien (V, f) und (W, g) Moduln iiber dem Grundkorper
K. Eine K-lineare Abbildung h: V' — W heifit Modulhomomorphismus, falls
goh =ho f gilt. (KOMMUTATIVES DIAGRAMM)

Wir schreiben dann auch h: (V, f) — (W, g).

Ist h zusétzlich bijektiv, so heiffit A ein Modulisomorphismus.

Ist h ein Modulisomorphismus, so ist auch A~! ein Modulisomorphismus.
(Gilt goh=ho f ,sofolgt h"log= foh™l)
Die folgenden Aussagen sind Routine.

BEMERKUNG 22.4. Sei h: (V, f) — (W, g) ein Modulhomomorphismus.
(1) Ist U ein Untermodul von (V, f), so ist A(U) ein Untermodul von
(W, 9).
(2) Ist X ein Untermodul von (W, g), so ist das Urbild h~!(X) ein Un-
termodul von (V f).
(3) Bild(h) ist ein Untermodul von (W, g).
(4) Kern(h) ist ein Untermodul von (V/ f).

Die Aussagen (3) und (4) sind offenbar Spezialfille der Aussagen (1)
bzw. (2), sind uns als Aussagen iiber f-invariante Unterrdume in anderer
Terminologie in Spezialfédllen schon begegnet.

Offensichtlich gilt auflerdem:

BEMERKUNG 22.5. (1) 1y: (V, f) — (V, f) ist ein Modulhomomor-
phismus.
(2) Komposition von Modulhomomorphismen ist wieder ein Modulho-
momorphismus.
BEMERKUNG 22.6. (1) Wir fassen jede Matrix A € M(n; K) als Mo-

dul (K™, f) auf, wobei f der Endomorphismus von K™ ist, der durch
x — Ax gegeben ist. Wir schreiben hierfiir auch einfach (K", A).

(2) Aus der Definition der Isomorphie von Moduln folgt: Zwei Moduln
(K™, A) und (K", B) sind isomorph genau dann, wenn die Matrizen
A und B &hnlich sind.
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(3) Zwei Moduln (V, f) und (V, g) sind genau dann isomorph, wenn es
Basen B und C von V' gibt mit Mp(f) = Mc(g). (Dies folgt aus der

Transformationsformel.)

Das bisherige Problem — Klassifikation von quadratsichen Matrizen bis
auf Ahnlichkeit — hat sich nun in das Problem iibersetzt, Moduln bis auf
[somorphie zu klassifizieren. Wir zerlegen ein solches Problem in kleinere
Teilprobleme:

DEFINITION 22.7. Sei (V, f) ein Modul.

(1) Ist V = U;&®...®U; direkte Summe von f-invarianten Unterrdumen,
so schreiben wir

V) =0 flo)e...&Us flv)
und nennen dies eine direkte Zerlegung von (V, f) in die Untermo-

duln (U17 f |U1)7 ce (US> f Us)'
(2) (V. f) heiBt unzerlegbar, wenn V' # 0 gilt, und wenn aus einer direk-

ten Zerlegung (V, f) = (U, f |v) & (W, f |w) folgt, dass U = 0 oder
W =0 gilt.
BEISPIEL 22.8. Der Modul (K™, f), wobei f bzgl. der Standardbasis
e, ...,e, durch die Matrix

0 0 0
1 0 0
J(0) 10 1 0
0 10

gegeben ist, ist unzerlegbar.

BEWEIS. Es gllt f(el) = €, f(62) = €3,... 7f(6n—1) = €n, f(en) = 0.
Nehme an V = U; @ Uy mit f-invarianten Unterrdumen Uy, Uy # {0}. Sei
T = agey + ...+ aye, € Uy, mit oy, # 0. Es folgt age, = f"*(x) € Uy, also
e, € U;. Genauso folgt e, € Uy, Widerspruch zu U; N Uy = 0. O

SATZ 22.9. Sei

(Vvaf) = (Uhf |U1) ©...0 (Usaf |Us)
ein direkte Zerlegung des Moduls (V, f). Sei B; eine Basis von U; und A; die
Darstellungsmatriz von f |y, bzgl. B; (i=1,...,s).
(1) B=B,U...UDB; eine Basis von V.
(2) Es ist
Ay

Ay

Mp(f) =

von Blockdiagonalgestalt.
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BEWEIS. (1) DaV =U; & ... ® Us eine direkte Summe ist, folgt leicht,
dass By U...U B, eine Basis von V ist.

(2) Dies folgt dann auch sofort wegen der f-Invarianz der Unterrdume
Us. ([l

SATZ 22.10. Sei (V, f) ein Modul. (V' endlichdimensional). Dann gilt

(Mf) = (Ulaf |U1) ©...0 (USaf Us)
mit unzerlegbaren Untermoduln (Uy, f |v,), ..., (Us, f

v.)-

BewEIs. Induktion nach n = dim(V). Fiir n = 0 gilt die Aussage (mit
s =0). Ist n =1, so ist (V, f) offenbar selbst unzerlegbar aus Dimensions-
griinden (die Aussage gilt also mit s = 1). Sei nun n > 2. Entweder ist (V] f)
selbst unzerlegbar (und dann gilt die Aussage mit s = 1), oder man kann
schreiben (V, f) = (U, f |v) ® (W, f |w), wobei dim(U), dim(W) > 1 gilt,
also dim(U), dim(W) < n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung zerlegen sich
sowohl der Untermodul (U, f |) wie auch der Untermodul (W, f |) in eine
direkte Summe von unzerlegbaren Untermoduln, und dann gilt dies auch fiir
V.. 0

Bei dem Beweis wurde im letzten Schritt ein Argument iiber direkte
Summen verwendet, das man sich leicht klar macht:

Durch die beiden vorigen Sétze, ist das Problem der Beschreibung der
Struktur eines Endomorphismus reduziert auf den unzerlegbaren Fall.

DEFINITION 22.11. Ein Endomorphismus f von V' heif3t nilpotent, wenn
es ein ¢ € N gibt mit f? = 0. Entsprechend werden nilpotente (quadratische)
Matrizen definiert.

SaTz 22.12 (Fittings Lemma). Sei (V. f) unzerlegbar. Dann ist jeder
Endomorphismus g von (V, f) bijektiv oder nilpotent.

BEWEIS. Fiir jedes ¢ € N sei B; = Bild(¢’) und K; = Kern(g"). Man
bekommt damit eine fallende bzw. eine aufsteigende Kette von f-invarianten
Unterrdumen von V':

Bi2By2...2B; 2By 2 ...
KiCKyC..CK,CKi1C...
Wegen dim(V') < oo muss es ein n € N geben mit B, = B,,;; = ... und mit

Kn:Kn—i-l = ...

Behauptung: Es gilt V = B,, @& K,,. Beweis: Sei x € V. Wegen B,, = By,
gibt es ein y € V mit ¢"(z) = ¢**(y). Es folgt z = ¢"(y) + (z — ¢"(y) €
B,+K,. Esfolgt also V = B,,+ K,,. Sei x € B,NK,. Dann gibt eseiny € V
mit z = ¢"(y), und es gilt ¢"(z) = 0, und somit ¢**(y) = ¢"(x) = 0. Es folgt
y € Ky, = K, also folgt schon z = ¢"(y) = 0. Dies zeigt B, N K,, = {0}.

Insgesamt folgt also V = B,, @& K,,. Dies ist eine direkte Zerlegung in f-
invariante Unterrdume. Da (V) f) unzerlegbar is, folgt dann entweder B,, =
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{0} oder K,, = {0}. Im ersten Fall folgt ¢* = 0, d. h. ¢ ist nilpotent, im
zweiten Fall folgt, dass ¢” injektiv ist; dann ist aber g selbst injektiv, und
dann als Endomorphismus des endlichdimensionalen Vektorraums V' auch
surjektiv. ([l

23. Die Jordansche Normalform

Fittings Lemma legt uns nahe, mit nilpotenten Endomorphismen anzu-
fangen.

LEMMA 23.1. Sei f ein Endomorphismus von V', und es gelte f* = 0,
[t #£ 0. Sei S ein direktes Komplemente von Kern(f"™!), es gelte also
V =S @ Kern(f" ). Dann gilt

(1) Die Einschrankungen
SLfs) L. L mys)

sind allesamt Isomorphismen.

(2) Die Summe (S) 2 S & f(S) @ ... @ f7U(S) ist direkt und bildet
einen f-invarianten Unterraum von V.

(3) (S) besitzt ein f-invariantes Komplement in V', d. h. es gibt einen
f-invarianten Unterraum H von V mit V = (S) @ H.

BEWEIS. (1) Es geniigt zu zeigen, dass der Kern jeder dieser Einschrank-
ungen trivial ist, dass also f*(S) N Kern(f) = 0 gilt (: = 0,...,n — 2). Sei
s€ Sund x = fi(s) mit f(z) = 0. Es folgt 0 = f"~!(z) = f"!(s) (denn
es ist der Exponent n—i—1 > 1), also s € SNKern(f"!) = {0}, also s = 0
und damit auch x = 0.

(2) Die f-Invarianz von (S) folgt wegen f™ = 0 unmittelbar aus der
Definition von (S). Zur Direktheit: Angenommen, es gibt eine Darstellung
des Nullelements als f(s;) + ... " *(s,_1) = 0 mit s; # 0. Anwendung von
[ iefert 0 = "1 fi(s;)) = [ 1(si), also s; € SNKern(f™ 1) = {0},
Widerspruch.

(3) Induktion nach n. n = 1 bedeutet f = 0, und dann ist jeder Unter-
raum von V f-invariant. Gelte nun f**1 =0, f* # 0 und V = S®Kern(f").
Schreibe Kern(f™) = T@®Kern(f"1). Wegen f(S)NKern(f"') = {0} (folgt
aus (1)) kann man

(23.1) fs)ycr

annehmen. Die Induktionsvoraussetzung, angewandt auf Kern(f"), liefert
einer Zerlegung

Kern(f")=[Ta f(T)&...e " (T))eH

fir einen f-invarianten Unterraum H von H von Kern(f"). Wegen (23.1)
gibt es eine Zerlegung (von Vektorrdumen)

T=f(S)®U.



124 6. EIGENWERTTHEORIE

Es folgt

V = SolfSeff9e..ef9)eUsf)e...e (U)o H
= (e (U)o H.

Also ist (U) & H ein f-invariantes Komplement von (S) in V. O

SATz 23.2 (Normalform fiir nilpotente Endomorphismen (unzerlegbarer
Fall)). Sei (V, f) unzerlegbar mit f* = 0, f*~1 # 0. Dann gibt es eine n-
elementige Basis von V', bzgl. welcher f durch die Matrix

0o 0 ... 0
1 0 0
J0)=10 1 0
0 10

beschrieben wird.

BEWEIS. Sei S ein direktes Komplement von Kern(f"™1), also V =
S @ Kern(f"!). Aus dem vorigen Lemma folgt zusammen mit der Unzer-

legbarkeit von (V] f), dass
V={(S)=Sof(S)®...e ()

gilt. Jede nichttriviale Zerlegung S = 5" @ S” (in Unterrdume) liefert damit
eine Zerlegung V = (S) = (5") & (S”) in f-invariante Unterrdume. Da aber
(V, f) unzerlegbar ist, muss also S eindimensional sein, S = Ke fiireine € S.
Es ist dann

e, f(e),...,f" (e

eine Basis von V', und bzgl. dieser hat f offenbar die Darstellungsmatrix
J,(0). O

SATZ 23.3 (Jordansche Normalform (unzerlegbarer Fall)). Sei (V, f) un-
zerlegbar. Wir nehmen an, dass f einen Figenwert A\ € K besitzt. Dann gibt

es eine Basis von V' (bestehend aus n = dim (V') Elementen) bzgl. welcher f
durch die Matriz

A0 L 0
1 A 0
Jn(N) e 1o 1 0
0 1 A

beschrieben wird.

Wir nennen J, () ein Jordankdstchen (vom Format n) zum Eigenwert \.

BEWEIS. Sei g = f—A-1y. Esgilt go f = fog, also ist g ein Endo-
morphismus von (V, f). Wegen Kern(g) = Kern(f — A-1y) = E(f, \) # {0}
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ist g nicht bijektiv, nach Fittings Lemma also nilpotent. Nach dem vorigen
Satz gibt es eine Basis B = (z1,...,x,) mit Mz(g) = J,(0). Es folgt dann

M(f) = Ma(g + A~ 1v) = Ma(g) + Ma(A- 1) = Ju(0) + - By = Ju().

O
DEFINITION 23.4. Sei n € N.
(1) Eine Folge n = (n4, ..., ns) mit natiirlichen Zahlen ny > ny > ... >
ns > 1 heiflt Partition von n, falls ny +ne + ... + ng = n gilt.
(2) Das Young-Diagramm einer Partition n = (ny,...,ns) von n ist

ein Schema, dass aus s Zeilen besteht. Die i-Zeile besteht aus n;
Késtchen, an den Positionen (i, 1), (i,2), ..., (,n;).

Beispiel: Ist n = (5,2,2,1), so ist das Young-Diagramm von n
[ 11

gegeben als |
(3) Ist n = (ny, ..., n,) eine Partition von n, so ist die duale Partition
n* diejenige Partition von n, deren Young-Diagramm man aus dem
Young-Diagramm von n durch “Transponieren” erhélt.
Beispiel: Zu (5,2,2,1) ist (4,3,1,1,1) dual:
TT] [ 11
E wird durch Transponieren zu [] =

SATZ 23.5 (Normalform fiir nilpotente Endomorphismen (allgemeiner
Fall)). Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f ein nilpotenter En-
domorphismus von V. Dann gibt es eine Basis B von V und eine Partition
n = (ny,dots,ns) von n, so dass

Iny (0)

Jny (0)
Mp(f) = = N(ng,...,ng)

qilt. Ferner gilt:
(2) dim E(f,0) = s. (Dies ist die geometrische Vielfachheit von A = 0.)
(3) n = (ny,...,ny) ist die zur Partition m = (my, ..., m,) duale Par-
tition von n, wober

m; I dim Kern(f") — dim Kern(f"™1)
und 9 = 0, fq—l # 0 gilt. (Es gilt ¢ = ny.) Die Kdstchengrif$en

sind also eindeutig durch f bestimmt (sofern absteigend angeordnet;
sonst nur bis auf Reihenfolge).

BewEIS. Der Modul (V] f) zerlegt sich in eine direkte Summe unzerleg-
barer Moduln, (V, f) = (Vi, f1) ® ... ® (Vs, fs). Als Einschrankungen von f
sind alle f;: V; — Vj nilpotent. Ist dim(V;) = n;, so gibt es nach Satz 23.2
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eine Basis B; von V; mit Mg, (f;) = J,,(0). Fiir die Basis B =B, U...UB;
gilt dann

Mp = diag(Jn, (0), Jny(0),. .., Jn,(0)),
wobei man ohne Einschrankung ny > ... > n, annehmen kann.

Zur Aussage (1): x5 = T" ist klar. Ist A = diag(J,,(0), J5,,(0), ..., Jn,(0)),
so gilt offenbar A¥ = diag(J,, (0)F, J,,,(0)*, ..., J, (0)F) fiir jede natiirliche
Zahl k. Da n; das maximale Format ist, folgt J, (0)™ =0 fir i =1,...,s,
aber J,,, (0)"*~! # 0. Daher ist 7™ das Minimalpolynom von f.

Zur Aussage (2): Es gilt offenbar rang(J,,(0)) = n; — 1 fiir jedes i =
1,...,s, und man sicht, dass sich fiir diag(J,,(0), J,,(0),...,J,,(0)) die
Rénge aufaddieren, d. h.

s

rang(f) = z:(nZ —1)=n-—s.

i=1
Mit dem Rangsatz folgt
dim E(f,0) = dim Kern(f) = dim(V) —rang(f) =n — (n — s) = s.
Zur Aussage (3): Gelte f2 =0 und f97! # 0. Dann gilt
{0} = Kern(f°) € Kern(f") € ... € Kern(f9 ") € Kern(f9) = V.
Wir werden weiter unten zeigen, dass fiir jedes i € {1,...,q} gilt:
(23.2)  Kern(f") = Kern(f"') @ W; mit f |w,: W; — W;_; ist injektiv.

Setzt man m; = dim(W;) = dim Kern(f?) — dim Kern(f*™!), so folgt daraus
q

imi - Z(dimKem(fi)—dimKern(fi*1)>

i=1
— dim Kern(f?) + dim Kern(f?)
= dim(V) = n,
und auerdem my; > my > ... > m, > 1. Es ist also m = (my,...,m,) eine

Partition von n.
Ferner gilt nach dem Rangsatz

m; = rang(f"") — rang(f’)
® zsz<rang((]nj(0)’;_1 - rang(Jn].(O)i>
=1

= #{j|1<j<s, n; >0}
(Gleichung (x) ist klar; vgl. auch nachstehendes Lemma.) Denn mit jeder
hoheren Potenz fillt der Rang eines Jordanké&stchens um 1, sofern nicht
vorher schon die Nullmatrix erreicht war. Diese Gleichheit sagt aber nichts
anderes, als dass m = (mq,...,m,) die zu n = (ny,...,n,) duale Partition
ist, d. h. m = n*, was aber auch n = m* bedeutet.
Es ist also noch (23.2) zu zeigen: Es werden die Unterrdume W,, W,_4, ..., W

induktiv definiert. Zunéchst sei W, irgendein Unterraum von V mit V =
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Kern(f1 1) @W,. Gelte 2 < i < g und sei W; mit Kern(f*) = Kern(f"~')&W,
schon geeignet definiert. Offenbar gilt

(a) f(Kemn(f)) C Kern( ).
(b) f lw,: Wi — Kern(f*1) ist injektiv. (Denn Kern(f) C Kern(f*!),
und Kern(f1) nW; = {0}.)

(c) f(W;) NKern(f*~2) = {0}. (Folgt aus (b).)
Also gibt es eine Zerlegung Kern(f*') = Kern(f"2) & W;_; mit f(W;) C
W;_1, und hiermit gelten die gewiinschten Eigenschaften wie in (23.2). O

LEMMA 23.6. Sei (V,f)= (W1, f1) ®...® (V,, f) eine direkte Zerlegung

des Moduls (V. f) in Untermoduln. Dann gilt

(1) Kern(f) = Kern(f1) @ ... ® Kern(f,).

(2) Bild(f) = Bild(f,) @ ... ® Bild(f,).

BEWEIS. Jedes x € V lasst sich eindeutig schreiben als x = z1 + ...+ x,
mit z; € V; (i =1,...,r). Ferner gilt

f@) = fle) +. 4 flar) = filz) + .o+ frlwn),

mit f;(z;) € V;. Daraus folgt einerseits die Aussage fiir das Bild und ande-
rerseits

flz)=0 < fi(z;)=0firallei=1,...,r,

und damit auch die Aussage fiir den Kern. O

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist nun der folgende Satz:

SATZ 23.7 (Jordansche Normalform (allgemeiner Fall)). Sei f ein Endo-
morphimus eines n-dimensionalen K-Vektorraums V. Es gelte, dass f tri-
gonalisierbar ist, etwa

Xr= (T = X\)% - (T = \)*

mit paarweise verschiedenen Ay, ..., A\, € K, und ey,...,e, > 1. Dann gibt
es eine Basis B von V', so dass

Ji

J>

(23.3) Mp(f) =

Jr
gilt, wobei fiir jedesv=1,...,r
(1) J; = diag(Jnm (M), -+, J ()\1)) € M(e;; K) fiir eine Partition n® =
(ngi), . ,ng)) von e;. gilt.
Hieraus ergeben sich automatisch die folgenden Eigenschaften:
(2) Die geometrische Vielfachheit von X; ist dim(E(f, \;)) = s;.
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3) n® = (n{?, ... ) ist die zu m® = (m?, ... m$)) duale Partiti-

) K3

on von e;, wobei
mg‘i) = dim Kern((f — Ai - 1y)’) — dim Kern((f — A - 1y)'™")

und q; = ngi) gult.
(4) Fir das Minimalpolynom gilt

py = (T = A1)

Die (bis auf Reihenfolge der Bestandteile Ji,...J, zu den Eigenwerte
A1, ..., A eindeutig bestimmte) Matrix in (23.3) heifit die Jordansche Nor-
malform von f. Generell nennen wir eine Matrix der Form (23.3), die der
Bedingung (1) geniigt, eine Jordan-Matrix.

)

(T =)

BEWEIS. Man zerlegt (V, f) in unzerlegbare Bestandteile,

Vi =W, f)e...e Vi fo)

Da f trigonalisierbar ist, gilt dies auch fiir jedes fi: Vi, — Vi, (denn xy, | xy),
jedes fr besitzt also einen Eigenwert A; und V, hat nach dem Satz iiber
die Jordansche Normalform im unzerlegbaren Fall eine Basis, so dass f;
bzgl. dieser Basis durch ein Jordanké&stchen zum FEigenwert \; dargestellt
wird. Es wird nun die direkte Summe aller V; zum selben Eigenwert \;
zusammengefasst, und dies ergibt einen f-invarianten Unterraum H; von
V. Setzt man die Teilbasen der jeweiligen V; zu einer Basis von H; zu-
sammen, so liefern Satz 22.9 und Satz 23.3 die Darstellungsmatrix J; =
diag(Jngi)(/\i), ., @ (A)) € M(e;; K), wobei man (nach evtl. Umnumme-

)
rierung der Basiselemente) ngi) > ... > n!” annehmen kann. Die Aussage (1)
ist somit klar. Wegen

V - H1 EB P EB Hr

bekommt man wiederum mit Satz 22.9 eine Basis B von V mit Mp(f) =
diag(Jl, ceey JT)

Zu den Aussagen (2) und (3): Seii € {1,...,7}. Setze g; = f— ;- 1y. Die
Unterrdume H, ..., H, sind allesamt g;-invariant. Offenbar ist g; |g,: H; —
H; nilpotent. Nach dem Normalformensatz fiir nilpotente Endomorphismen
ergibt sich die Késtchengréfien innerhalb der Matrix J; durch Betrachtung
der Differenzen

m,)) — dim Kern((g; |z,)"™Y).

dim Kern((g; i)

Diese Zahlen stimmen aber nach dem vorigen Lemma mit dim Kern((g;)’) —
dim Kern((g;)’™") iiberein, da g; |, : H; — H; fiir j # i (also A\; # \;) ein
Isomorphismus ist (A\; — A; # 0 stehen auf der Hauptdiagonalen) und die
entsprechenden Kerne trivial sind. Es folgt also (3). Aussage (2) folgt ganz
analog, denn

ok )

dim E(f, \;) = dim Kern(g;) Y dim Kern(g; |m,) - Si,
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wobei bei (%) wie zuvor das vorige Lemma benutzt wurde und (#x*) aus dem
Normalformensatz fiir nilpotente Endomorphismen folgt.

Zur Aussage (4): Definiere p = (T — Al)”g) o (T = /\T)"Y). Fiir jedes

ie{l,...,r}ist
(J;— N - 1v)" =0,
und daher gilt p(J;) = 0. Es folgt
p(diag(Jl, e JT)) = diag(p(Jl), . ,p(JT)) = 0.

Damit folgt pr | p. Fir jedes i € {1,...,r} ist aber andererseits (J; — A; -

1V)n§) # 0, und daraus folgt, dass in ;s keine kleineren Exponenten als in

p auftreten kénnen, also pf = p. U

Um explizit Basen zu bestimmen, ist die folgende Feststellung niitzlich.

BEMERKUNG 23.8 (Hauptraume). Die im vorigen Beweis zu den verschie-
denen Eigenwerten Aq,..., A, konstruierten Rdume Hiy,..., H, nennt man
die Hauptrdaume von f, schreibt auch H; = H(f, \;), und nennt dementspre-
chend V =H;&...% H, bzw.

Vo f)=(Hy, f|lm) ®... & (Hy, f |n,)

die Hauptraumzerlegung. Fir jedes i € {1,...,r} gilt (mit den Bezeichnungen
des vorigen Satzes)

Hi = Kern((f — /\z . 1V)61‘) = Kern((f — >\z . lv)ngi>).
BEWEIS. Setze g; = f — A\; - 1y,. Wegen ngi) < e; und (g; |H)"(11) =0 gilt

Hz)n(lw) = Kern((gi Hi)ei)'

Da g; |u,: H; — Hj fiir j # i wegen \; # ); ein Isomorphismus ist, folgt die
Aussage aus dem vorigen Lemma. 0

H, = Kern((gi

FOLGERUNG 23.9. Sei f ein trigonalisierbarer Endomorphismus eines
n-dimensionalen K -Vektorraums. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) (V, f) ist unzerlegbar.
(2) f hat nur einen Figenwert A € K, und es gilt x5 = jiy.

BeEWwEIS. (V, f) ist unzerlegbar genau dann, wenn in der Jordanschen
Normalform nur ein Jordankéstchen Ji () auftaucht. O

FOLGERUNG 23.10. Mit den Bezeichnungen aus dem Satz (insbesondere
sei f trigonalisierbar) gilt die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

) f ist diagonalisierbar.
) Die Jordansche Normalform von f ist eine Diagonalmatriz.
) si=e; firallei=1,...r.

4) nl) =1 firallei=1,...,r

(1
(2
(3
(
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BEMERKUNG 23.11. (1) Die Jordansche Normalform eines trigona-
lisierbaren Endomorphismus f von V' bzw. einer quadratischen Ma-
trix A € M(n; K) bestimmt man wie folgt:

(a) Zundchst wird das charakteristische Polynom bestimmt, und
daraus die Eigenwerte Ai,...,\, € K. (Letzteres kann eine
nicht-triviale Aufgabe sein und u. U. numerische Methoden er-
forden.) Zerfallt das charakteristische Polynom, so ist f trigo-
nalisierbar, sonst nicht. Falls f trigonalisierbar ist, fahrt man
fort:

(b) Zu jedem Eigenwert \; berechnet man die Zahlen

m _

dim Kern((f — \; - 1y)?) — dim Kern((f — A\; - 1)’ ™)
= rang((f — Ai- Lv)’™") —rang((f — \i - 1v)?)

fir y = 1, 2,..., bis man das erste mal Null erhédlt. Zu der
daraus definierten Partition m® bildet man die duale Partition
und die daraus resultierende Jordan-Matrix J; zum Eigenwert
)\i'
(c) SchlieBlich bildet man diag(.Jy, ...
Vgl. Besipiel 23.12.
(2) Das Minimalpolynom p eines trigonalisierbaren Endomorphismus
wird man {iblicherweise anhand der Jordanschen Normalform wie in
Satz 23.7 bestimmen.

i)

BEISPIEL 23.12. Sei f: R® — R® die lineare Abbildung, deren Darstel-
lungsmatrix bzgl. der Standardbasis von R® gegeben ist durch

1 0 2 -1 1 -1 -1 -3
2 -1 3 -1 1 -2 -2 -5
3 -1 5 -2 1 -3 -3 -8
1 0 2 -1 0 —1 -1 -3
A=19 1 4 1 -1 2 3 7 |EMER).
3 -1 6 -2 2 -3 —4 —10
1 0 1 -1 0 -1 0 -1
0O 0 0 0 0 0 0 0

Man findet: x; = 7%, d. h. f ist nilpotent. Wir berechnen die Potenzen von
A:

o 0 -1 0 0 0 1 2
-2 1 -4 1 -1 2 3 7
o 0 -1 0 O 0 1 2
A2 2 -1 3 -1 1 -2 -2 =5
o o0 o o o0 o0 0 0]
o 0 -1 0 0 0 1 2
o 0 -1 0 0 0 1 2
o o o o 0 0 0 O
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21 —4 1 -1 237
000 0 0 0 000
21 -4 1 -1 237
po|21 41 1237
000 0 0 0 000
21 —41 -12 37
21 -4 1 -12 37
000 0 0 0 000

und schliellich A* = 0. Man rechnet: rang(A) = 4, rang(A?) = 2, rang(A3) =
1. Es ergibt sich

m; = rang(A°) —rang(A) =8 —4 =4,

my = rang(A') —rang(A?) =4 —2=2,
mg = rang

my = rang(A®) —rang(A*)=1-0=1,

[ 1]

also m = (4,2,1,1), und das Young-Diagramm dazu ist H

Offenbar ist in diesem Beispiel (!) m zu sich selbst dual, d. h. die Késtchen-
grofen sind gegeben durch n = m* = m = (4,2,1,1). Es folgt, dass die
Jordansche Normalform von f gegeben ist durch die Matrix

0
1

— O
— O

N(4,2,1,1) =

0

Man liest hieraus auch noch ab (hat dies aber vorher schon gesehen), dass
pa =T gilt.

BEMERKUNG 23.13. Oftmals ist man nicht nur an der Jordanschen Nor-
malform an sich interessiert, sondern auch an einer Basis B, bzgl. welcher
Mjz(f) eine Jordan-Matrix ist, bzw. an einem P € GL(n; K), so dass P"1AP
eine Jordanmatrix ist. Der Beweis von Satz 23.2 gibt eine Idee, wie man eine

solche Basis bestimmen kann. Fiir jeden Eigenwert A = \; betrachtet man

g et f— A1y, und mit den Unterrdumen U, = Kern(g’) die aufsteigende

Kette
(23.4) {0y =UyCU, C...C U1 CU, = H(f, N,

zum Hauptraum von f zum Eigenwert A. (Wir unterdriicken dabei durchweg
den Index ¢, um nicht zu viele Indizes zu haben.) Man bestimmt Basen B; all
dieser Unterrdume U; (j < ¢). Man ergénzt (mit dem Verfahren 10.4) dann

B,—1 mit vgl), . ,vg) zu einer Basis von U, = H(f, \). U,—;. In 23.2 geniigte
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hier ein einziger Vektor, da es sich um den unzerlegbaren Fall handelte.
Allgemein kénnen hier aber mehr Vektoren nétig sein. Auf die ergédnzenden
Vektoren wendet man nun f an: die Bildvektoren g(vgl)), ..., g('") bilden
(wegen (23.2)) zusammen mit der Basis B,_» eine freie Teilmenge von U,_q,

die man ggfs. durch vf), R vg) zu einer Basis von U,_; erginzt (s, kann = 0
sein). Auf die schon gebildeten Bildvektoren wendet man erneut g an und
auch auf die neu ergénzten Vektoren, und diese Bildvektoren bilden dann
(wegen (23.2)) mit B,_3 eine freie Teilmenge in U,_5, u.s.w. Auf diese Weise
arbeitet man sich durch sukzessive Anwendung von g von rechts nach links
durch die Kette (23.4) bis man links angelangt ist. SchlieBlich sammelt man

alle Vektoren in der folgenden Form Zeile fiir Zeile auf:

o g, g ),
oD, go), ey gD,
o g), ., g (),
W2, g, e g ),
wobei aber einige der Zahlen sy, s3,... auch = 0 sein konnen.

Dies wird fiir jeden Eigenwert A von f durchgefiihrt, und anschliefend
werden die so konstruierten Basen der einzelnen Hauptraume zu einer Basis
von V' zusammengesetzt. — Dies wird am folgenden kleinen Beispiel illustriert.

BEISPIEL 23.14. Sei

35 -1 0 0 -7
0 -2 0 0 0 10
00 3 0 0 1

A=10 7 32 3 15 —77| €Me(R).
0 1 —10 0 -2 16
00 0 0 0 3

Sei f: RS — RS, 2 +— Ax die zugehorige lineare Abbildung. Wir berechnen
eine Basis B von V = RS (bzw. ein P € GLg(R)), so dass Mz(f) (bzw.
P~1'AP) eine Jordansche Normalform ist.

Man berechnet das charakteristische Polynom:
xr(A) = A% = 8A% 4+ 10A" 4 60A% — 13507 — 108X + 324 = (A + 2)*(A — 3)™.

Damit zerféllt xy, also ist f trigonalisierbar. Ay = —2 und Ay = 3 sind die
Eigenwerte von f.
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Da hier 2 die algebraische Vielfachheit von A\; und 4 die algebraische
Vielfachheit von A, ist, berechnet man die Unterrdume

H(f,—2) =Kern((f -\ - 1)*)
und

H(f,3) = Kern((f — A2 - 1)%).
Es gilt RS = H(f, —2)® H(f,3), und H(f, —2) und H(f,3) sind f-invariante
Unterrdume von RS (Hauptraumzerlegung).

Seien f1: H(f,—2) — H(f,—2), x — f(z) baw. fo: H(f,3) — H(f,3),

x +— f(z) die Einschrankungen von f auf die Hauptriaume.

Es ist
25 25 =10 O —21

0
0O 0 0 0 0 50
0O 0 25 0 0 10
0 50 170 25 75 —428
0 0 -5 0 0 &0
o 0 0 0 0 25

Die dazu gehorige Treppenmatrix ist
10

(A+2E¢)* =

O OO OO
OO OO
OO O~ OO
S O O O
N =
S O O O
N
OO = O OO

Es ist somit
H(f,—2) = Kern((f+2-1)%
= {zeR%|(f+2-1)*(z) =0}

= {2z €R|(A+2E,)*x =0}
1 _3
t 3
2 2
6 0 0 .
= {zeR°|z=r I 0 mit r, s € R}
0 -1
0 0
Wir multiplizieren die beiden Vektoren jeweils mit —2 und erhalten
1 3
-1 -3
0 0
vy = 9 und vy :=

o O
o N O
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Somit ist Biy := (v1,v2) eine geordnete Basis von H(f, —2). Wegen

0 1 1

fi(vr) = f(v) =Av, = 11~ _57]1 - 502

0 9 7

f1(U2) = f(Uz) =Avy = 9 = §U1 - 502

1st

A1 = Mg, (f1) = (

DO [0 | =

9
)
2

Sei g1 = fi— A -1: H(f,—2) — H(f,—2). Offenbar ist 0 der einzige Eigen-
wert von g;, und daher ist g; nilpotent. Damit

3 9
C(1 = A1+2E2:M512(gl): < 2 2 )

0 0
Of:(o O).

Man berechnet Uy; = Kern(gi) und Basen davon:

Es ist

{O} =UCUp CUp = H(f, —2)

(o)

Wir erhalten hieraus den Koordinatenvektor (
0

Die Treppenmatrix zu C ist

_i’) ) Hieraus erhilt man

den Vektor v := 3v; — lvy = als Basis B;; von Uy;y.

OO OO
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Nun ergédnzt man By, z. B. mittels v; zu einer Basis von Uj,. Desweiteren
ist

gi(v1) = (fi+2-1)(v) = (f+2-1)(v1) = (A+2E,)v, =

SO = W o oo

{g1(v1)} ist in Uy linear unabhéngig und wegen dim Uy; = 1 eine Basis von
Ui:. Es ist also keine Ergédnzung mehr notwendig. Insgesamt folgt also, dass
By = (v1,91(v1)) wieder eine Basis von H(f,—2) ist. Bzgl. dieser wird ¢
(bzw. f1) dargestellt durch

((1’ 8) (baww. (_12 _02> ).

Wir haben noch H(f,3) zu behandeln: Es ist

0 —625 0 0 0 1250
0 625 0 0 0 —1250
+ |0 0 0 0 0 0
(A=3E)" = 0 250 —=3750 0 —1875 7000
0 —500 1250 0 625 —1500
0 O 0 0 0 0
Die zugehorige Treppenmatrix ist
01 000 =2
00101 -2
00 0O0O0 O
00 0O0O0 O
00 0O0O0 O
00 0O0O0 O
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1 0 0 0
0 0 0 2
: 0 0 -1 2
Seien w; := 0 | w2 = 1 | ws = (2) und wy = ' Es
0 0 1 0
0 0 0 1
ist Bag := (wy, we, w3, wy) eine geordnete Basis von H(f,3). Wegen
3
0
fo(wy) = f(wy) = Aw; = 8 = 3wy 4+ Ows + Ows + 0wy
0
0
0
0
folwse) = f(we) = Awy = g = Ow; 4 3wy + Ows + 0wy
0
0
1
2
0
_3
fg(wg) = f(wg) = Aw3 = _i = 511)1 - 111)2 + 311)3 + OU}4
3
0
1
6
7
f2(’LU4) = f(w4) = AUJ4 = 1 = 1”LU1 + 1”LU2 — 2’LU3 + 3U)4
-2
3
ist
30 % 1
03 -1 1
A2 = MBQ3<f2> = 0 0 3 _2
00 0 3

Sei go = fo—Ay-1: H(f,3) — H(f,3). Offenbar ist 0 der einzige Eigenwert
von ¢go, und daher ist go nilpotent. Damit

CQ = AQ — 3E4 = M323(g2) =

OO OO
o O OO
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Es ist
000 -1
> (0 0 0 2
¢y = 000 O
000 O

und

0 00O
3 |0 000
¢y = 0 00O
0 00O

Man berechnet Uy; = Kern(g3) und Basen davon:
{0} = Uy C Uy C U CUsg = H(f,?)).

Die Treppenmatrizen zu Co und C? sind

0010 0001
0001 b 0000
0000 10 0 0 O
0000 0000

Daher erhilt man als Basen Byy := {wy, we} von Uy sowie Byy := {wy, we, w3}
von U22.

Man ergénzt nun Bys z. B. mittels w4 zu einer Basis von Uss.

Dann ist

92(wa) = (fo =3 - 1y)(ws) = (f =3+ 1v)(ws) = (A = 3B )wy =

ON R = O

By U {g2(wy4)} ist dann ein linear unabhéngiges System in Uy und wegen
dim Usy = 3 eine Basis von Uss.

Desweiteren ist

g3(ws) = (f2 =3 - 1)(ws) = (f —3-1)(wy) = (A = 3Ey)*wy =

DO OO =

und Bay U {g3(w4)} = {g5(w4)} ist linear unabhiingig in Us;. Da dim Uy = 2
ist, miissen wir {g5(w4)} mittels eines hierzu linear unabhéingigen Vektors
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aus Uy ergéinzen. Z. B. ist dann {g3(w,),w;} eine Basis von Us;.
Insgesamt erhalten wir hieraus die geordnete Basis

By = (w47 92(“14)7 93(104)7 wl),

beziiglich welcher g, (bzw. fy) dargestellt wird durch die Matrix
0000 3000
1 000 3 00
o100 ™ lo130]
00 0O 00 0 3

Setzt man nun die gefundenen Basen B; von H(f, —2) und By von H(f, 3)
zu einer Basis B zusammen, so erhélt man: Bzgl. der Basis

B := (v1, g1(v1), wa, go(ws), g5 (ws), wr)
wird f dargestellt durch die Matrix

-2
1 -2

— w
— W

3

Setzt man die Basisvektoren als Spalten zu einer (invertierbaren) Matrix P
zusammen, so erhalt man

1 0O 0o 1 —-11

-1 0 2 0 0 0

0 0o 2 1 0 0

P=19 3 0 1 2 of
0O -1 0 -2 0 0
0 0O 1 0 0 0
damit

0O -1 0 0 0 2

0O 0 -2 0 -1 4

2 oo 0o 0 0 1
P= 0 0 1 0 0 =2
0 1 5 1 3 _7

i 1 3
12 35 35 35 -7
und
-2
1 -2
i 3
P AP = 1 3
1 3
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BEMERKUNG 23.15. (1) Die Voraussetzung in Satz 23.7, dass f tri-
gonalisierbar ist, ist iiberfliilssig bzw. gilt automatisch, wenn der
Korper K algebraisch abgeschlossen ist, also z. B. fiir K = C.

(2) Satz 23.7 (und die anderen) haben wir nur in der Version fir Endo-
morphismen formuliert. Es gilt natiirlich auch die Matrixversion.

23.16. (1) Ausfiihrliche Wiederholung und Zusammenfassung der Ergeb-
nisse. [...]

e Von Interesse: f-invariante Unterrdume. Fiithrt zum Modulbegriff.

e Idee: Basis mit Bestandteilen der Form z, f(x), f2(z),... finden.

e Reduktion auf unzerlegbaren Fall.

e Im unzerlegbaren Fall: Fittings-Lemma.

e Dies fithrt zur Untersuchung des nilpotenten Falls.

e Der allgemeine Fall wird auf den nilpotenten zuriickgefiihrt.

e Statt die (theoretische Zerlegung) in Unzerlegbare konkret zu be-
rechnen, verwendet man die Hauptraume.

(2) Ein (abstraktes) Fallbeispiel. Sei f: V' — V ein Endomorphismus.

Sei dim(V) = 10. Es sei f trigonalisierbar, und wir nehmen an, dass f

. . . . .. d;
nur einen Eigenwert A € K hat. Wir nehmen weiter an, dass fiir U; e

Kern((f — A - 1y)7) folgendes gilt:
{0t=0CUiCU,CU; QUL =V
mit
dim(U7) = 3, dim(Us) = 6, dim(Us) = 8
gilt. Daraus folgt

my = 3—0=3,
my = 6—3=3,
mg = 8—6=2,
my = 10—-8=2.

m = (3,3,2,2) ist eine Partition von 10, dessen Young-Diagramm

. . [l . . .
wird durch Transponieren zu . Die duale Partition ist also n = m* =

(4,4,2). Es folgt damit, dass die Jordansche Normalform von f die folgende
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Form hat:

—_
—_
—_

—_ >
— >
— >

A
I A

Wir demonstrieren nochmal (abstrakt) das Verfahren, wie man eine Basis B
von V' bestimmt mit Mp(f) = J:

Setze G % - X1y

Man berechnet jeweils Basen von Uy, Us, Us und Uy (Berechnung der
Basis eines Kerns). U ist 8-dimensional im 10-dimensionalen Raum Uy. Man
ergénzt die berechnete Basis von Uz (mit dem Verfahren aus 10.4) durch zwei
Elemente z, y zu einer Basis von V.

Nun wendet man f an: Es liegen dann g(z), g(y) in Us, und bilden zusam-
men mit den 6 Elementen der berechneten Basis von U, eine freie Teilmenge
von Us. Wegen 6 4+ 2 = 8 ist dies dann schon eine Basis von Us, es ist also
keine Basisergénzung notig.

Man wendet wieder g an. Wir bilden also ¢g*(z), g*(y). Diese liegen in
U; und bilden zusammen mit den 3 Elementen der berechneten Basis von
U, eine freie, 5-elementige Teilmenge von U,. Dies folgt aus dem Beweis
der Aussage (23.2) im Beweis von Satz 23.5. Wir ergénzen diese mit einem
Element z zu einer Basis von Us.

Nun wenden wir erneut g an. Nicht nur auf die Elemente ¢*(z) und
g*(y), sondern auch auf den weiteren ergéinzenden Vektor z: Wir bilden also
¢*(z), ¢*(y), g(2). Diese Elemente liegen in U; und bilden dort (zusammen
mit der Basis () von Uy = {0}) ein freie Teilmenge, und wegen dim(U;) = 3
schon eine Basis von U;. Es ist keine Ergédnzung notig.

Da wir bereits “links” angelangt sind, endet das Verfahren. Wir sammeln
nun die ergénzenden Vektoren und deren Bilder auf, und ordnen sie wie folgt
an:

z, 9(x), (@), ¢* (=), v, 9), ° W), ¢*(v), = g(z),

und bzgl. dieser Basis ist (offenbar) J die Darstellungsmatrix.
Man sieht hierbei auch, wie die duale Partition zustande kommt.

Ordnet man die Teile x, g(x), g*(z), ..., g%(x) einer solchen Basis umge-
kehrt an (was durch eine Permutation zustande kommt), so sieht man, dass
ein Jordankéstchen J,(A) zu *(J,(A)) dhnlich ist, und daraus folgt, dass jede
Jordanmatrix J zu *.J @hnlich ist. Weil Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation
ist, folgt daraus sofort:
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SATZ 23.17. Ist A € M(n; K) trigonalisierbar (etwa: K = C), so ist A
ahnlich zu ' A.

BEWEIS. Nach dem Satz iiber die Jordansche Normalform gibt es ein P €
GL(n; K), so dass P"'AP = J eine Jordanmatrix ist. Es folgt Q" AQ = J,
mit Q = (P~!) € GL(n; K). Also ist A &hnlich zu J, A dhnlich zu *J, und
nach der Vorbemerkung folgt die Behauptung. U

Wir zeigen noch eine Anwendung der Hauptraumzerlegung;:
23.18. Sei f ein trigonalisierbarer Endomorphismus von V. Es gelte
xXr=T =X )"-...-(T—=N\)"
mit paarweise verschiedenen \q,..., A\, € K, und eq,..., e, > 1. Sei

Vo f)=(Hy, f |lm) ©... & (Hp, f |n,)

die Hauptraumzerlegung. Fiir jedes i € {1,...,r} sei P;: V — V der Endo-
morphismus mit P(z) = ; fiir jedes x = 1 + ... + z,, wobei z; € H; gilt.
Es gilt dann offenbar

f=) foR=) Pof.
=1 =1

Dies nennt man auch die Spektralzerlegung von f.
Es ist

gdéfZ/\iPi: V-V
i=1

diagonalisierbar, und es ist
def :
h = f—QZZ(f—)\i'lv)OPi
i=1
nilpotent. Letzteres muss man nur auf den Hauptrdumen H; nachpriifen,
aber hierauf ist 3 7, (f — A; - 1v) o P; gleich f — A; - 1. (Man muss dann das
Maximum der Nilpotenzindizes iiber alle i nehmen.)
Wegen fo P, =P,o ffirallei=1,...,r, gilt fog=go f, daher auch
hog=(f—-g)og=go(f—g)=goh
Man erhélt:

SaTz 23.19 (Jordan-Zerlegung). Sei f ein trigonalisierbarer Endomor-
phismus von V. Dann gibt es eindeutig bestimmte g, h € Endg (V') mit:
(1) f=g+h.
(2) g ist diagonalisierbar und h nilpotent.
(3) goh=hog

Man nennt g den diagonalisierbaren und h den nilpotenten Bestandteil
von f.
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BEWwEIS. Die Existenz von g und h wurde gerade zuvor gezeigt. Es ist
noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien auch ¢', i’ € Endg(V), die obi-
ge Bedingungen erfiillen. Aus (3) folgt, dass ¢’ und A’ mit f vertauschen
und sich daher auf die Hauptrdume H; einschrianken lassen, und diese Ein-
schrankungen erfiillen ebenfalls (2). Auf H; gilt ¢/ — \;- 1= f—h' —X\;- 1 =
h — h'. Nun ist A’ mit ¢’ — \; - 1, also auch mit h vertauschbar. Aus dem
binomischen Lehrsatz (der sich auf A und A’ (eingeschrinkt auf H; anwen-
den ldsst), folgt leicht, dass auch h — b’ auf H; nilpotent ist. Es ist also
g — X\ - 1 auf H; nilpotent und diagonalisierbar, also Null auf H;, also
g =\ -1 auf H;, und es folgt ¢ = > ., P, = ¢. Dann folgt aber auch
W=(f-9)=((—-g)=h O
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Euklidische und unitire Vektorriume

24. Skalarprodukte
Wir nehmen nun an, dass K = R oder K = C gilt.

DEFINITION 24.1. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung V x V —

K, (z,y) — (z | y) heiit eine hermitesche Form, wenn fiir alle z, 2/, y und
a € K gilt:

(1) (z+2" |y) = (@] y) + (" [y)

(2) (ax [ y) = afz [ y)

B3) (ylz) = (x]y).
Im Fall K = R vereinfacht sich die dritte Bedingung zu (y | z) = (z | v),
und man sagt dann, dass (— | —) symmetrisch ist.

BEMERKUNG 24.2. Sei (— | —) eine hermitsche Form auf dem K-Vektorraum
V. Dann gilt fiir alle x, y, ¥’ und g € K:

(:) zly+y)=(x|y) +(z]y)

1) |
(2) (w | By) = Bl | y).
(4) (v |z) eR

(5) (0]y) =0=(z|0).
BEwEIS. (1) Es ist
(ly+y) = WHy o) =@lx)+{y |z
= (lz)+ ' |z)=(z]y) +{z]y).

(27) Es ist

By |
(v
(4) Wegen (z | z) = (z | z) ist (z | z) € R.
(5) Esist (0 | y) = (Ox - Ov | y) = O0x{Ov | y) = Ok, und ebenso
(x]0) = (x| 0k - Oy) = 0x(x | Oy) = Ok. O
DEFINITION 24.3. (1) Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
VXV =K (z,y) = (z|y)
heilt Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf V', falls gilt:

(y | =)
(z | y).

(x| By) =

—~

=
I

g
8

2

=
[

lm

(SP 1) (— | —) ist eine hermitesche Form.
(SP 2) (— | —) ist positiv definit, d. h. fiir jedes x € V mit  # 0 gilt
(x| x) >0.

143



144 7. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

(2) Ein R-Vektorraum V' mit Skalarprodukt heifit euklidischer Vektor-
raum.
(3) Ein C-Vektorraum V' mit Skalarprodukt heiit unitdrer Vektorraum.

SATZ 24.4 (Ungleichung von Cauchy und Schwarz). Sei (V,(— | —)) ein
K -Vektorraum mit Skalarprodukt. Fiir alle x, y € V gqilt

[z [ y)* < (o lz)-(y|y),
und es gilt Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

BEWwEIs. Fiir y = 0 haben wir offenbar Gleichheit. Also nehmen wir nun
y # 0 an. Fiir alle o, g € K gilt

0 < {ax+ By | ax + By) = aalz | z) + B3y | y) + aB(z | y) + faly | z).
Ist speziell a wf (y | v), so dividiert man durch o > 0 und erhélt
0< (z|a){y|y)+ BB+ B |y) + Byl )
Setzt man weiter (3 wf —(z | y), so folgt

0<(z|a)yly) —(xly)zly)=(xlz)yly) - Kz m)P,

und dies zeigt die behauptete Ungleichung.
Fiir die Frage, wann Gleichheit gilt, konnen wir wieder y # 0 annehmen.
Gilt die Gleichheit, so folgt mit den oben definierten «, g € K die Gleichung

0= (ax + By | ax + By)

und damit ax 4+ By = 0.
Sind umgekehrt  und y linear abhéngig, so gibt es A € K mit x = Ay,
und dann

[z [P = NP plP=Xx-Xwly Wy
= Myl )y ly) = (x| 2){y|y).
0

SATZ 24.5. Sei (V,(— | —)) ein K -Vektorraum mt Skalarprodukt. Fir die
Abbildung

VR, oz Y ] )

qgilt:
(1) Fir jedes x € V gilt ||z|| > 0, und es gilt ||| =0 genau fir x = 0.
(2) Fir alle x € V und alle o € K gilt |azx| = |a - ||z]].
(3) Fir alle x, y €V gilt |(x [ y)| < [lz]| - [lyl].
(4) Fir alle x, y € V gilt ||z +yl| < ||zl + ||ly|l. (Dreiecksungleichung)

Man nennt || — || die zu (— | —) gehorige Norm.
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BeEWEIS. (1) und (2) sind klar, und (3) ist gerade die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung.
Zu (4). Es ist

lz+yl> = @+yla+ty)=(c|z)+ |y +ylz)+{y|y)
=l + I + 2Re(( | ) S 2l + Iwl? + 20z | )

3)
< 2l + [yl + 202l - llyll = (el + lylh?*.
O
FOLGERUNG 24.6. Sei (V,(— | =)) ein euklidischer Vektorraum. Wir
konnen fir x,y € V- mit x, y # 0 durch
]l - Nyl

im Intervallbereich 0 < o < 7 liegenden Winkel o = <(x,y) zwischen x und
y erkliren. Ferner gilt:

Ar,y)=7/2 & (z]|y)=0.

Auf dieses Konzept von Orthogonalitit werden wir im néchsten Abschnitt
eingehen.

BeweEls. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 24.5 (3) gilt
i< Tl
— el Al
Der Rest ist dann klar. O

BEISPIEL 24.7 (Der R™ mit dem Standardskalarprodukt). Es sei K =R
und V' = R". Seien

X1 Y1
X2 Y2

T = s y=1 . e R"”
Tn Un

Definiere
(@ [ y) :Z%'yi:tl"yGR-
i=1

Man priift leicht nach, dass dadurch ein Skalarprodukt auf R™ definiert wird,
und dies heifit das Standardskalarprodukt. Fiir die zugehorige Norm gilt

Man nennt dies auch die euklidische Norm auf R™.
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung wird zu

n 2 n n
ol <(54) (£)
=1 =1 =1

BEISPIEL 24.8 (Der C" mit dem Standardskalarprodukt). Es sei K = C
und V' = C". Seien

x n
T2 Y2

x = ,y=1 . |1 eC”
Tn Yn

Definiere

(]y) :in@:tx.yec
i=1
Man priift leicht nach, dass dadurch ein Skalarprodukt auf C" definiert wird,
und dies heifit das Standardskalarprodukt. Fir die zugehorige Norm gilt

n
> Ll
=1

Man nennt dies auch die euklidische Norm auf C".
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung wird zu

n 2 n n
e < (zw) - (zw) |
=1 =1 =1

BEISPIEL 24.9. Sei V = R3. Sei

o]l = +

A:

e )

11
2 1] € M(3;R).
11

Fiir x, y € V definiere
(w]y) ="zAy.
Dies definiert ein Skalarprodukt auf R3. (Beweis als Ubung.)

BEISPIEL 24.10. Sei V' = C(]0, 1]) der R-Vektorraum der stetigen Funk-
tionen f: [0,1] — R. Fiir alle f, g € V setzt man

(f1a) déf/o f(x)g(x)dx.

Dies definiert ein Skalarprodukt auf V: (SP 1) folgt leicht aus der Linearitét
der Integralbildung. Zu (SP 2): Es ist

(1= /O f(x)? d.
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Sei f # 0, d. h. nicht die Nullfunktion. Es gibt also (wegen der Stetigkeit)

ein zg €0, 1[, ein @ > 0 und ein b > 0, so dass [z — a, ¢+ a] in [0, 1] liegt in

und f(z)? > b gilt fiir alle = € [zg—a, 29+ a]. Es folgt fol f(x)?dx > 2ab > 0.
Hier lautet die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

/ )o@y da] < (/ 1 rpas) - ( | 1g<x>2d:c) .

25. Orthogonalitét
Sei K =R oder K =C.

DEFINITION 25.1. Sei (V, (= | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt.
Es heiBen z, y € V zueindander orthogonal, wenn (z | y) = 0 gilt.

DEFINITION 25.2. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt.
Ein System von Vektoren xi,...,x, € V heifit
(1) Orthogonalsystem, falls (x; | z;) = 0 fiir alle ¢ # j und x; # 0 fur
aller =1,..., s gilt;
(2) Orthonormalsystem, falls (z; | z;) = 0 fiir alle 7 # j gilt und ||z;|| =
1gilt furallei =1,...,s. Kurz: (z; | z;) = J;;.

SATZ 25.3. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und x1, . ..,

ein Orthogonalsystem. Dann sind x4, ..., xs linear unabhdngig.
BEWEIS. Seien o, ..., € K mit ) 0, a;z; = 0. Fiir jedes j =1,...,s
gilt
0=1(0]a;) = |2y => (i | 25) = ay(w; | 25),
i=1 i=1
und wegen (x; | z;) # 0 folgt a; = 0. O

DEFINITION 25.4. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt,
und es gelte n wf dim(V) < oo.
(1) Ein Orthogonalsystem z1, ..., 2, mit s = n heiit eine Orthogonal-
basis von V.

(2) Ein Orthonormalsystem x1,...,xs mit s = n heifit eine Orthonor-
malbasis (ONB) von V.

BEeIspiEL 25.5. Im R™ bildet die Standardbasis ey, . .., e, bzgl. des Stan-
dardskalarprodukts (— | —) eine ONB:

n

(ei] ) =Y (e~ (e = D a0y = by,
k=1 k=1
Entsprechendes gilt fiir C".

DEFINITION 25.6. Sei (V, (= | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt.
Sei X C V eine Teilmenge. Definiere

XLdéf{v€V|(v]x>:Ofiirallex€X}.
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Ist U C V ein Unterraum, so heit U+ das orthogonale Komplement von U
in V.

BEMERKUNG 25.7. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt.
Sei X C V eine Teilmenge. Dann ist X + ein Unterraum von V mit XNX+ C
{0}

BEWEIS. Es gilt (0 | z) = 0 fiir alle z € X, also ist 0 € X*. Sind
v, v € X+ sogilt (v+0v' | x) = (v]|x)+ ' |z) =0+0=0 fiir alle z € X,
alsov+v' € X+ . Istv € Xt und a € K, sogilt (av | ) = a(v | z) =a-0=0
fiir alle z € X, also av € X*. Sei z € X N X+, Dann gilt (z | z) = 0, und
aus (SP 2) folgt x = 0. O

Alternativer Beweis der Unterraumeigenschaft: Es ist offenbar
X+t = ﬂ Kern(p,)
zeX

als Durchschnitt von Unterrdumen selbst ein Unterraum, wobei fiir jedes
r € X die lineare Abbildung ¢, gegeben ist durch (— | x), also durch
e (v) = (v | ) fiir jedes v € V.

SATZ 25.8 (Projektionslemma). Sei (V, (— | —)) ein Vektorraum mit Ska-
larprodukt. Sei U C V' ein Unterraum mit einer Orthonormalbasis uq, . . ., U,.
Dann lisst sich jedes v € V' eindeutig schreiben als

v=u+w mit ueU, weU".
Es gilt dabei u="Y;_ (v | u;)u;.
BEWEIS. Eristenz. Setze u < Yoy (v ] u)u; und w “/ v — u. Dann gilt
v=u-+w,u € U, und es gilt
(w ) = (v—ulu)= (0= (v]u)u|u) = (v]u)—(v]uw)u;|u;)=0

fir allei = 1,...,7, und es folgt w € U*.
Findeutigkeit. Gelte

v=u4+w=u+w mit u, v €U, w,w €U
Es folgt
u—u =w —weUnU*+ = {0},
also u = v und w = w'. O
Es wird nun die Frage beantwortet, inwieweit Orthonormalbasen existie-

ren. Das Projektionslemma spielt dabei die Rolle des Induktionsschritts.

SATZ 25.9. Jeder endlichdimensionale Vektorraum mit Skalarprodukt be-
sitzt eine Orthonormalbasis.

BeEWwEIS. Sei (V, (— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Sei zy, ..., z,
eine Basis von V. Induktion nach n = dim(V).

Sei n = 1. Dann bildet ¢; % =, /||x1]| eine Orthonormalbasis von V.
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n—1 — n. Nach Induktionsvoraussetzung bildet besitzt der von 1, ..., x, 1
erzeugte Unterraum U von V eine Orthonormalbasis ey, ..., e, 1. Mit dem
Projektionslemma kann man =z, schreiben als z, = v + w mit v € U und
w € UL, wobei u = Z;:ll (x, | ei)e; gilt. Es ist z, € U, also w # 0. Normie-
ren von w liefert einen weiteren Einheitsvektor

def Tn— iy (T | €5)e;

n n—1 :

[0 = 2250 (n | €ei|
Fiir jedes j = 1,...,n — 1 gilt (e, | ¢;) = 0. Also bildet eq,...,e,_1,€, ein
Orthonormalsystem von V' aus n = dim(V") Vektoren. O

BEMERKUNG 25.10. Explizite Durchformung des Induktionsarguments
liefert das sogenannte Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, welches

konstruktiv aus einer vorgegebenen Basis x1,...,z, von V eine Orthonor-
malbasis ey, ..., e, von V macht.
SATZ 25.11. Sei (V,(— | —)) ein endlichdimensionaler Vektorraum mit

Skalarprodukt. Sei U C V' ein Unterraum. Dann gilt:
() V=U+U+, UNU+={0}, (U |U*) =0.
(2) (UHt =U.

Man sagt in der Situation von (1), dass U die orthogonale Summe von U
und U+ ist und schreibt V = U LU*.

BeEweIs. (1) Mit V ist auch U endlichdimensional, besitzt also nach
Satz 25.9 eine Orthonormalbasis. Also kann man auf U das Projektions-
lemma anwenden, und es folgt damit V = U + U+. Der Rest ist klar.

(2) Nach Definition gilt U C (U+)*. Sei v € (U+)+. Wegen V = U + U+
kann man schreiben v = v + w mit v € U und w € U~+. Es folgt

0=(v]w)=(u+w|w) = ulw)+(w|w)={w|w),
also w = 0, und damit v =u € U. O

BEMERKUNG 25.12. Sei (V, (— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt.
Seien U, W C V Unterrdume mit
(1) V=U+W, und
(2) (U|W)=0,d. h. (u|w) =0 fiir alle uw € U und alle w € W.

Dann gilt W =U+ und V = ULW.

BewEers. BEWEIS ALS UBUNG.

Sei w € W. Dann gilt (u | w) = 0 fiir alle u € U, also w € Ut. Sei
umgekehrt v € U+, Schreibe v = v +w mit v € U und w € W. Dann gilt
O=@lu)y=u+w|u =(ul|u +(w|u = (u|u), und es folgt u = 0.
Damit v = w € W. Insgesamt W = U~. 0

SATZ 25.13. Sei (V,(— | —)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und
€1,...,6en eine ONB von V. Dann gilt:

(1) Fiir jedes x € V gilt x =Y i (x| e;)e;.
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) (1220 cve]| = /300 el o
(3) (Ximy quer | Do, Bies) = D0, aufds.

BEWEIS. Direktes Ausrechnen. Ubung. U

26. Der adjungierte Endomorphismus

Sei K = R oder K = C. Sei im folgenden (V,(— | —)) ein Vektorraum
mit Skalarprodukt der endlichen Dimension n. Im Fall K = R ist also V'
ein euklidischer Vektorraum, im Fall K = C ein unitédrer Vektorraum. Sei

K — K, x — T die komplexe Konjugation im Fall K = C und die identische
Abbildung im Fall K = R.

LEMMA 26.1. Sei f: V — K eine lineare Abbildung. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes a € V. mit f(x) = (x| a) fir jedes x € V.

BEWEIS. Fuxistenz. Sei eq,...,e, eine ONB von V. Setze

defo 62

Firjedesz € Vist o =31 (| ei>ez~ nach Satz 25.13, und es folgt

n

Fe) = | e f(e) x|zfezez (x| a).

i=1

FEindeutigkeit. Ist auch a’ € V' mit f(m) = (x| &) fiir alle z € V, so folgt
0 = (x| a—d), insbesondere 0 = (a — da’ | a — d’), und daher a — a’ = 0,
d.‘h. a =d’. O

SATZ 26.2. Zu jedem f € Endg (V) gibt es ein eindeutig bestimmtes

f* € Endg (V) mit
(f(@) [y) = (x| f(y)
fiir alle x, y € V.

f* heiit der zu f adjungierte Endomorphismus von V.

BEWEIS. Sei f € Endg(V). Sei y € V. Dann ist die Abbildung V' —
K, x — (f(x) | y) linear, und daher gibt es nach dem vorigen Lemma ein
eindeutig bestimmtes y* € V mit (f(z) | y) = (x| y*) fir alle z € V.

Definiere f*: V — V durch f*(y) = y* fiir jedes y € V. Nach Konstruktion
erfiillt f* die behauptete Formel fiir das Skalarprodukt. Es ist f* linear: Seien
y, z € V,sei a € K. Dann gilt

(| ffly+2) = (fl@)y+2)=(f(2)]y)+{f(2)]2)
= (2| () +(x| (=) =(z| )+ ()
und

(@] fHay) = (f(@)
afr |
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und es folgt f*(y + z) = f*(y) + f*(z) sowie f*(ay) = o f*(y).

Zur Eindeutigkeit: Sei auch f € Endy (V) mit (f(x)|y) = (x| f(y)) fiir
alle z, y € V. Dann gilt (z | (f* — f)(y)) = 0 fiir alle z, y € V, und es folgt
(f*—f)(y):()fﬁr alle y € V, also f* = f. O

BEMERKUNG 26.3. Fiir den adjungierten Endomorphismus gelten fol-
gende Eigenschaften:

(1) (Iv)* = 1v.
(2) Fir (fog) =g o f.
(3) Fiir alle f € Endg (V) gilt (f*)* = f.

Bewers. (1) ist klar.
(2) Fiir alle z, y € V gilt

(foglx)ly) = (flg(=))|y) = (9(x) | f(y))
= (2| g (f*W)=(x|g o f(v)
(3) Fiir alle z, y € V gilt

@ [ ()W) = @) [y) =y | f(2) = fy) | 2) = (] fy))

O

SATZ 26.4. Sei f € Endg (V).
(1) Esist Kern(f*) = Bild(f)* und Bild(f*)) = Kern(f)*.
(2) IstU ein f-invarianter Unterraum von'V, so ist UL ein f*-invarianter
Unterraum von V.

BEWEIS. (1) Sei y € V. Dann gilt
y € Bild(f)r & (f(x)|y)=0VaecV
& (2| fy)=0VeeV & [ (y) =0
&y e Kern(f™).
Wendet man dies nun auf f* statt f an, so folgt Bild(f*)* = Kern((f*)*) =
Kern(f), und damit
Bild(f*) = (Bild(f*)*)* = Kern(f)*.
(2) Sei x € U+. Dann gilt (u | f*(x)) = (f(u) | x) = 0 fiir alle u € U,
also f*(x) € UL O
SATZ 26.5. Sei B = (eq,...,e,) eine ONB von V. Sei f € Endg (V). Ist
A= Mp(f) e M(n; K), so gilt

Mg(f7) = A* € A,

BEWEIS. Fiir jedes z € V gilt @ = > (x| e;)e;, insbesondere f(z) =
Yo (f(x) | e;)e;. Wendet man das auf x = e; an, so erhilt man f(e;) =

S (f(e5) | ei)es, und damit A = ((f(e;) | ei>)i’j. Es folgt

Ms(f) = ((f*(e)) | &), , = (les | 1)), , = (e T e)), , = A = A"
OJ
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FOLGERUNG 26.6. Seien f, g € Endg(V), sei « € K. Dann gilt

() (f+g)=f+g"
(2) (af) =af*

BEWEIS. Dies folgt einerseits genau wie in 26.2, andererseits aber auch
durch Betrachtung der darstellenden Matrizen bzgl. einer ONB. U

FOLGERUNG 26.7. Sei f € Endg (V). Dann gilt:

(1) rang(f*) = rang(f).
(2) Ist f bijektiv, so ist f* bijektiv, und es gilt (f*)~1 = (f~1)*.

BeEwers. (1) folgt sofort aus Satz 26.5. Der erste Teil von (2) folgt sofort
daraus, der zweite Teil folgt mit 26.2. U

27. Isometrien
Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie im vorigen Abschnitt.
DEFINITION 27.1. (1) f € Endg (V) heifit Isometrie, falls

(f(2) [ f()) = (= [v)

fir alle z, y € V gilt. (f ist “winkeltreu”)
(2) Gilt K = C, so nennt man eine Isometrie f auch unitire Abbildung.
(3) Gilt K = R, so nennt man eine Isometrie f auch orthogonale Ab-

bildung.
BEMERKUNG 27.2. (1) 1y ist eine Isometrie.
(2) Sind f, g € Endg (V) Isometrien, so auch f o g.

)
BeEwEIs. (1) ist klar. Zu (2). Fiir alle z, y € V gilt

(fog(@)| fogly)) = {flg(@) ]| flg(y)) = (f(x)] f(y) = (z|y)
O

LEMMA 27.3. Sei f € Endg (V). Aquivalent sind:

(1) f ist Isometrie.
(2) Es gilt || f(x)|| = ||z|| fir alle x € V. (f ist “lingentreu”)

BeEwEs. (1)=(2): Fiir alle z € V ist |f(2)]? = (f(z) | f(z)) = (z |
7) = |jo]?
(2)=(1): Es gelte K = R: Fiir alle x, y € V gilt
1
@) =5 (Il + ol = all® = wl?).

Dann ist klar, wie (1) aus (2) folgt.
Es gelte K = C. Es gilt

Re((x | ) = 5 (llz + 9112 — ol ~ 1))

und Im((z | y)) = Re(—i(z | y)), und auch in diesem Fall folgt dann (1) aus
(2). O
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SATZ 27.4. Sei f € Endg (V) eine Isometrie. Dann gilt:
(1) f ist bijektiv.
(2) f~1 ist eine Isometrie.
(3) Es gilt f*= f~L
BEWEIS. f ist injektiv: Denn gilt f(x) = 0, so ist 0 = || f(x)] = ||z,
also auch x = 0. Wegen dim(V') < oo folgt, dass f: V' — V auch surjektiv
ist. Weiter folgt fiir alle x, y € V

(@ L) = @) L @) = (= [y),

also ist auch f~! Isometrie, und ferner

(ly) = (f(@) | f() = (= | [ (f(y),
was f* o f = 1y impliziert. Damit folgt weiter
fr=foly=fo(fof)y=(fof)of=1yofl=f"
O

SATz 27.5. Sei f € Endg (V). Sei B = (e1,...,e,) eine ONB von V. Sei
Sei A = Mg(f) € M(n; K). Aquivalent sind:

(1) f ist eine Isometrie.
(2) f ist bijektiv und es gilt [~ = f*.
(3) Es gilt f*o f=1y.
(4) Es gilt fo f*=1y.
(5) (f(e1),..., f(en)) ist eine ONB von V.
(6) Esist A€ GL(n; K) mit A=t = A*.
(7) Es gilt A*- A= E,.
(8) Es gilt A- A* = E,.
(9) Die Spalten von A bilden eine ONB von (K™, (— | —)).
(10) Die Zeilen von A bilden eine ONB von (M(1,n; K),(— | —)) (analog
definiert).
DEFINITION 27.6. (1) A € M(n;C) heiBBt unitdr, falls A*- A = E,
gilt.
(2) A € M(n;R) heifit orthogonal, falls *tAA = E,, gilt.
FOLGERUNG 27.7. (1) Fir eine unitire Matric A € M(n;C) gilt
|det(A)] = 1.

(2) Fir eine orthogonale Matriz A € M(n;R) gilt det(A) = £1.
BewEIs. Klar. 0

BEWEIS VON SATZ 27.5. Die Aquivalenz von (1), (2), (3), (4), (6), (7),
und (8) ist zusammen mit dem zuvor gesagten klar. Auch ist klar, dass (5)
aus (1) folgt.

Gelte (5). Seien = = > e, y = >, Bie;. Nach 25.13 gilt (z |
y) = S o Auberdem gilt f(z) = S asf(es), f(y) = S0y Bif (e,
und wiederum aus 25.13, nun angewandt auf die ONB f(e;),... f(e,), folgt
(f(@) | f)) =", B = (x| y). Also ist f Isometrie.
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(9) folgt aus (5), angewandt auf die Standardbasis ey, . . ., e,. Analog folgt
(10) aus (5). Ebenso folgt (5) aus (9) bzw. aus (10). O

SATZ UND DEFINITION 27.8. (1) Die Menge der unitiren Matrizen
bildet eine Untergruppe von GL(n; C), die mit U(n) bezeichnet wird.

“Unitire Gruppe vom Gradn”.

(2) SU(n) L {A € U(n) | det(A) = 1} ist eine Untergruppe von O(n).

Deren Elemente heiffen spezielle unitdre Matrizen. “Spezielle unitdre
Gruppe vom Grad n”.

(3) Die Menge der orthogonalen Matrizen bildet eine Untergruppe von
GL(n;R), die mit O(n) bezeichnet wird. “Orthogonale Gruppe vom
Grad n”.

(4) SO(n) wf {A € O(n) | det(A) = 1} ist eine Untergruppe von O(n).
Deren Elemente heiflen speziell orthogonale Matrizen. “Spezielle or-
thogonale Gruppe vom Grad n”.

BEWEIS. Das ist nun klar. O

BEMERKUNG 27.9. Analog bildet die Menge der Isometrien f von V eine
Gruppe, die im Fall K = C mit U(V) (bzw. SU(V), falls det(f) = 1), und
im Fall K = R mit O(V) (bzw. SO(V), falls det(f) = 1) bezeichnet wird.

SATZ 27.10. Sei f € Endg (V) eine Isometrie. Sei A € K ein Eigenwert
von f. Dann gilt |\| = 1.

BEWEIS. Sei x ein zu A\ gehoriger Eigenvektor. Dann gilt
(@ |2) = (f(z) | f(2)) = (x| Az) = M\ (z | @),
und wegen (x| z) # 0 folgt [A\|?> = A\ = 1. O

Unitidre Endomorphismen. Wir behandeln zunéchst den Fall K = C,
was wir nun voraussetzen.

SaTz 27.11. Sei f € U(V). Dann gibt es eine ONB bestehend aus Eigen-
vektoren von f.

BewEIs. Induktion nach n = dim(V).

Sei n = 1. Es existiert ein Eigenwert A\ € C, und normiert man einen
zugehorigen Eigenvektor, so liefert dieser eine ONB von V' bestehend aus
Eigenvektoren.

Sei nun n > 2. In C existiert ein Eigenwert von f (Fundamentalsatz der
Algebra), und (nach Normierung) ein zugehoriger normierter Eigenvektor

e €V.Sei UM Span(e;). Dann gilt V = ULU*L, und es ist dim(U+) =
n — 1. Es ist U offenbar f-invariant, also ist (wegen f* = f~') offenbar auch
U+ ein f-invarianter Unterraum. Nach Induktionsvoraussetzung hat U+ eine
ONB ey, .. ., e, bestehend aus Eigenvektoren von f |1 : U+ — U*. Dies sind
dann auch Eigenvektoren von f, und wegen V = U LU" ist ey, es, . .., e, eine
ONB von V', bestehend aus Eigenvektoren von f. 0
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FOLGERUNG 27.12. Sei A € U(n). Dann gibt es ein S € U(n), so dass
S—1AS = S*AS eine Diagonalmatriz ist.

Man sagt auch, A sei unitir-diagonalisierbar.

Orthogonale Endomorphismen. Wir behandeln jetzt den etwas kom-
plizierteren Fall K = R, was wir nun voraussetzen.

Zunéchst schauen wir uns fiir kleine n = dim (V") die orthogonalen Endo-
morphismen auf V' an.

27.13 (n = 1). Fiir jedes x € V ist nur f(z) = tz moglich, und es folgt
f(z) =z fir alle z € V oder f(x) = —x fiir alle z € V.

27.14 (n = 2). Es geniigt, die orthogonalen Matrizen A € M(2;R) zu
bestimmen. Sei

A= (Z Z) € M(2;R)
orthogonal, d. h. es gilt A-'A = E,. Dies bedeutet
A+ =1 +d* =1, ac+bd=0.
Die ersten beiden Bedingungen bedeuten, dass es «, € [0, 27| gibt mit
a=cosa, b=sina und ¢ =sin 3, d = cos 3.

ZEICHNUNG (Einheitskreis)

Aus der dritten Bedingung folgt sin(a+ ) = cos asin 3 +sin acos 3 = 0,
und daher ist a 4+ 3 ein ganzahliges Vielfaches von 7, d. h. entweder ein
geradzahliges oder ein ungeradzahliges Vielfaches von 7. Es folgt:

(1) entweder ¢ = sin f = —sina und d = cos # = cos a,
(2) oder ¢ =sinf = sina und d = cos § = — cos a.

Es gibt also ein eindeutiges o € [0, 27| mit

A _ (cosa —sina
sina cosa

A - (cosa sin o ) B (cosa —sina) ' <1 )
sina  — cos o sina  Cos o -1/

Ferner gilt: Ist det(A) = 1 (oberer Fall), so hat A nur dann reelle Eigen-
werte, wenn o = 0 oder a = 7 gilt. Denn es ist x4 = T? —2cos(a)T + 1, und
die (komplexen) Nullstellen sind cos « + v/cos? a — 1, also reell genau dann,
wenn cos?a = 1, d. h. cosa = £1 gilt.

Ist hingegen det(A) = —1 (unterer Fall), so hat A die Eigenwerte +1 und
—1, und die zugehorigen Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander. Denn
esist xa = T? —1 = (T — 1)(T + 1); ist  Eigenvektor zum EW +1 und
y Eigenvektor —1, so gilt (z |y) = (Az | Ay) = (z | —y) = — (x| y), also
(z]y) =0

oder
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Geometrische Interpretation: Es ist

cosaw —sina) (1) _ fcosa

sina cosa 0/ \sina)’
und man sieht, dass dadurch eine Drehung in R? um den Nullpunkt um den
Winkel o durchgefiihrt wird. Hingegen beschreibt

(1 —1) | (Zj) - (—xy> |

eine Spiegelung an der z-Achse, und damit beschreibt ( . eine
sina —cos«

“Drehspiegelung”, d. h. eine Spiegelung gefolgt von einer Drehung (oder auch
umgekehrt).

27.15 (n = 3). Sei (V,(— | —)) ein dreidimensionaler euklidischer Vektor-
raum. Sei f: V' — V orthogonal. Das charakteristische Polynom x; € R[T]
hat nach dem Zwischenwertsatz aus der Analysis mindestens eine reelle Null-
stelle A\;. Nach Satz 27.10 gilt \; = +1. Sei x; ein Eigenvektor zu A;. Ohne
Einschrankung gelte ||z1|| = 1. Man kann x; zu einer ONB B = {z1, zo, 23}
von V erginzen. Es ist dann

A |0 O
Mp(f)=A=1 0
0 A

Mit A ist offenbar auch A’ € M(2;R) eine orthogonale Matrix, d. h. A’ €
O(2). Zwei Fille:

(1) det(f) = det(A) = +1. Ist Ay = —1, so muss det(A’) = —1 sein.
Wie in der Behandlung des Falls n = 2 ersichtlich, kann man zs, x3
so wahlen, dass Ao = 41 und A3 = —1 gilt, und dann

-1
A= 1
-1

Dies ist eine Drehung mit Achse Rey und Winkel 7. (Hierbei ist
e1, g, e3 die Standardbasis von R?.)

Gilt aber A\; = +1, so muss det(A’) = +1 sein, also gibt es ein
(eindeutiges) « € [0, 27| mit

1
A= cosa —sina
sinaw  Cos«

Dies ist eine Drehung mit Achse Re; und Winkel a.
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(2) det(f) = det(A) = —1. Analog zum vorigen Fall gibt es nach geeig-
neter Wahl von x5, x3 die Moglichkeiten

1
A= 1
—1

(Spiegelung an der e;-es-Ebene) und

-1 —1 -1
A= cosay —sina | = cosa —sina | - 1
sinaw  cos« sina  cos« 1

eine Drehspiegelung, hier eine Spiegelung an der es-e3-Ebene gefolgt
von einer Drehung mit Achse Re; und Winkel a. (Als Spezialfall
a = 7 erhdlt man A = — Fj3, eine Punktspiegelung am Nullpunkt.

SATZ 27.16 (Normalform orthogonaler Endomorphismen). Sei (V,(— |
—)) ein n-dimensionaler euklidischer Vektorrau. Sei f € O(V'). Dann gibt
es eine ONB B, so dass

+1

+1

mit r > 0 welen +1, mit s > 0 vielen —1, mit t >=0 mit r + s + 2t = n,
und zu jedem i € {1,...,t} gibt es oy € [0,27], oy # 0, ™ und

Ai:( COS (4 —smai) € 50(2).

sino;  cosq;
Zum Beweis verwenden wir folgendes

LEMMA 27.17. Sei f € Endg (V) ein orthogonaler Endomorphismus, wo-

bei diim(V') > 1 gelte. Dann gibt es einen f-invarianten Unterraum U von
V omit 1 < dim(U) < 2.

BEWEIS VON SATZ 27.16. Induktion nach n = dim(V). Fir n = 1
ist die Sache klar. Gelte nun n > 2. Nach dem Lemma gibt es einen f-
invarianten Unterraum U von V| mit dim(U) = 1 oder dim(U) = 2. Es gilt
V =U@U*+. Wegen f* = f~!ist Ut auch ein f-invarianter Unterraum
von V, und f |y1: Ut — U? ist orthogonal, so dass man auf f |;. die
Induktionsvoraussetzung anwenden kann: Es gibt eine ONB B’ von U+, so
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dass die diesbzgl. Darstellungsmatrix die behauptete Form hat. Wir miissen
uns noch um U selbst kiimmern.

Ist dim(U) = 1, so enthélt U einen normierten Eigenvektor zu einem
Eigenwert \; = +1 oder Ay = —1. Mit diesem Eigenvektor ergédnzt man 5’
zu einer ONB B von V.

Ist dim(U) = 2, so hat U eine ONB ey, ey, so dass f |y: U — U bzgl.
dieser Basis dargestellt wird durch eine Matrix der Form

+1 cosa —sina .
( j:l) oder (sina cosa ) mit « # 0, 7.
Mit ey, eg ergénzt man B’ zu einer ONB von V' mit den gewiinschten Eigen-
schaften. ]

BEWEIS DES LEMMAS. Sei A € M(n;R) die Darstellungsmatrix von f
bzgl. einer gewdhlten ONB. Es geniigt zeigen, dass es einen Unterraum U
von R" gibt mit A- U C U und mit dim(U) = 1 oder dim(U) = 2.

Wir “komplexifizieren”: Definiere g: C* — C™ durch ¢(z) = Az (fir
z € C"). Bzgl. der Standardbasis wird g dargestellt durch A, ist also unitér.
Es gibt einen Eigenwert A € C, also dazu ein z € C" mit z # 0 und g(z) = Az.
Aulerdem gilt, da A reell ist,

(27.1) Az = Az =Xz = \z.

Also ist Z ein Eigenvektor zu A. Daraus werden nun zwei reelle Vektoren
definiert, durch

def 1

T = 5(erz), y = Z(z—z)eR”.

Es gilt z = = + dy. Sei U = Span(z, y) € R™. Dann gilt 1 < dimg(U) < 2.
Schreibe A = a + bi, mit a, b € R. Dann folgt

1 1 <
1 1 ~
Ay = Q_i(AZ — Az) = Z—Z_(Az — AZ) = Im(Az) = bx + ay.
Es folgt A-U CU. 0

FOLGERUNG 27.18. Sei A € O(n). Dann gibt es S € O(n), so dass
ST1AS ='SAS eine Matriz wie in Satz 27.16 ist.

Rechenbeispiele.

LEMMA 27.19. Sei f € U(V) oder f € O(V). Sind z, y € V Eigenvekto-
ren zu verschiedenen Figenwerten A, p € K, so gilt (z | y) = 0.

BEWEIS. Es gilt
(@ y) = () [ ) = Az | py) = Az | y).

Nimmt man (x | y) # 0 an, so folgt A\ = 1. Wegen |u| = 1 folgt aber
71 = b, und damit A\ = p. 0
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27.20. Sei A unitar. Dann ist A diagonalisierbar. Man berechnet Basen
aller Eigenrdume und normalisiert diese (einzelnen) Basen mit dem Schimdt-
schen Orthonormalisierungsverfahren. Nach dem vorigen Lemma erhélt man
damit eine ONB eq,...,¢e, von C". Sei S = (ey,...,e,) € M(n;C) die aus
den Spaltenvektoren eq, ..., e, zusammengesetzte Matrix. Diese ist unitér,
und es ist S*AS eine Diagonalmatrix, bei der die Eigenwerte von A (ent-
sprechend ihrer Vielfachheit) auf der Hauptdiagonalen stehen.

BEISPIEL 27.21. Sei

2/v5 i/V/5 0
A=i/V5 2/V5 0| €M(3C).
0 0 1

Offenbar bilden die Spalten eine ONB von (C3, (— | —)), daher ist A unitér.
Es gilt

xa= (T —2/V5)(T —2v5) +1/5))(T — 1) = (T? — 4/V5T + 1)(T — 1).
Eigenwerte sind also 1, 2/ NGRS / /5. Man rechnet:

0
B(A1) = ([0])
1
1 1/v/2
E(A2N5+i/VE) = ([1])=(|1/v2])
0 0
1 1/v/2
B(A2/V5—i/V5) = (|1 |)=([-1/vZ|)
0

0

Nach dem Lemma bilden die normierten Vektoren zusammen eine ONB von

C". Es ist also
0 1/vV2 1/v2
S=10 1/v2 —1/v2]| € U(n),
1 0 0

und es gilt

1
S*AS = 2/V/5 +i/V/5
2/\/5 —i/\/5

27.22. Sei A € O(n). Wir fassen A als komplexe Matrix auf. Dann gilt
A € U(n). Es gibt also eine ONB von C" bestehend aus Eigenvektoren
€1,...,6e, von A. Seien ohne Einschrankung eq, ..., e, die Eigenvektoren zu
reellen Eigenwerten Ay, ..., A, € {£1}, die restlichen Basiselemente seien Ei-
genvektoren zu den komplexen, nicht-reellen Eigenwerten, und wegen (27.1)
sowie dem vorigen Lemma kann man ohne Einschrinkung annehmen, dass
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diese Basiselemente von der Form e,,1, €471, ..., €1k, €4 sind (r+2k = n).
Fir j =r+1,...,n setzt man dann
def 1 _ def 1 _
;= e +8), 5 = 5:(e; — &) € R™

Offenbar gilt ||z;]| = 1/v/2 = ||y;|. Man sieht:

(1) er,...,ep V221, V2Urits - V2%, V2, ist eine ONB von R™.
(2) Die aus deren Spaltenvektoren zusammengesetzte Matrix S € M(n; K)
ist folglich orthogonal, und es ist *SAS eine Matrix wie in Satz 27.16.

BEISPIEL 27.23. Sei

12 —1/3/(2)  1/2
A=1[1//(2) 0 ~1/\/(2) | € M(3;RR).
12 1//(2) 1/2
Es ist
Xa=T~T*+T 1= (T —-1)(T*+1) = (T - 1)(T —4)(T +1).

Die komplexen Eigenwerte sind also 1, 4, —i = i. Man rechnet: Es wird

1
E(A,1) durch den Vektor v; = | 0| erzeugt, und daher auch durch den
1
1/v/2
normierten Vektor e; = 0 . Rechnet man in C", so ergibt sich, dass
1/v/2
—1 -1/2
E(Ai) = (| iv2]) = (e2) mit ey = | i//2 |. Es folgt E(A, —i) = (&) =
1 1/2
—1/2
(| =i/v/2 |). Man bildet
1/2
1 —1/2 1 0
$2:§(€2+€_2): 0 ,?/2:%(62—5): 1/v2
1/2 0

und multipliziert diese noch mit V2. Man erhilt die orthogonale Matrix

1/vV2 —1/v2 0
S =Tler, V2z, V29l = [ 0 0 1],
1/vV2 1/v/2 0
und damit gilt
1

'SAS = = cos3m/2 —sin3mw/2

sin37/2  cos3m/2
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28. Selbstadjungierte Endomorphismen
Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie im vorigen Abschnitt.

DEFINITION 28.1. (1) f € Endg (V) heifit selbstadjungiert, falls f* =
f gilt. Gilt K = R, so nennt man f auch symmetrisch.

(2) A € M(n; K) heifit hermitesch, wenn A* = A gilt. Im Fall K = R
bedeutet dies gerade ‘A = A, und A heifit symmetrisch.

BEMERKUNG 28.2. Sei f € Endg(V). Sei B = (e1,.. ., e,) eine ONB von
V. Sei A= Mp(f) € M(n; K). Aquivalent sind:
(1) f ist selbstadjungiert (bzw. symmetrisch).

(2) Es gilt (f(2) [y) = (x| f(y)) fir alle z, y € V.
(3) A ist hermitesch (bzw. symmetrisch).

SATzZ 28.3. Sei f € Endg (V) selbstadjungiert. Dann hat das charakte-
ristische Polynom x ¢ reelle Koeffizienten und zerfdllt in R[T| vollstindig in
Linearfaktoren.

BEWEIS. Sei zundchst K = C. Sei A € C ein Eigenwert von f, und x € V'

ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt

Mz |z) = (A [ z) = (f(z) | 2) = (x| f(z)) = (& | Ar) = Mz | z),
und wegen (z | z) # 0 folgt A = A, also A € R. Da C algebraisch abgeschlos-
sen ist (Fundamentalsatz der Algebra), zerfillt x; in C[T] in Linearfaktoren.
Da die Nullstellen von x; wie gezeigt alle reell sind, folgt xr € R[T.

Sei nun K = R. Sei A die Darstellungsmatrix von f bzgl. einer ONB
von V. Dann gilt A* = 'A = A. Definiere nun g: C* — C", x — Axz.
Ist C" mit dem Standardskalarprodukt ausgestattet, so ist g offenbar ein
selbstadjungierter Endomorphismus, denn bzgl. der Standardbasis wird g
dargestellt durch die Matrix A. Da aber xy = x4 = X4 gilt, folgt die Aussage
nun aus dem ersten Teil des Beweises. 0

FOLGERUNG 28 4. (1) Eine hermitesche Matriz A € M(n;C) hat
nur reelle Figenwerte.
(2) Eine reelle symmetrische Matriz A € M(n;R) hat auch als Matric
aufgefasst in M(n; C) nur reelle Eigenwerte.

SATZ 28.5 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen). Sei f €
Endg (V) ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann gibt es eine ONB
von V., die nur aus Figenvektoren von f besteht.

BEWEIS. Induktion nach n = dim (V).

n = 1. Da f selbstadjungiert ist, besitzt f einen (reellen) Eigenwert \.
Normiert man einen zugehorigen Eigenvektor z, so bildet dieser eine ONB
von V', die nur aus Eigenvektoren von f besteht.

Sei nun n > 2. Da f selbstadjungiert ist, existiert ein (reeller) Eigenwert
von f, und (nach Normierung) ein zugehoriger normierter Eigenvektor e; €

V.SeiU ¥ Span(e;). Dann gilt V = ULU*, und es ist dim(U+) = n —
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1. Es ist U offenbar f-invariant, also ist (wegen f* = f) auch Ut ein f-
invarianter Unterraum. Nach Induktionsvoraussetzung hat U+ eine ONB

€, ...,e, bestehend aus Eigenvektoren von f |y1: U+ — UL, Dies sind
dann auch Eigenvektoren von f, und wegen V = ULU" ist ey, es,..., €,
eine ONB von V', bestehend aus Eigenvektoren von f. 0

Das folgende ist eine etwas ausfiihrlichere Formulierung des Spektralsat-
zes.

SATZ 28.6. Sei f € Endg (V). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist selbstadjungiert.

(2) f hat nur reelle Eigenwerte und V hat eine ONB bestehend aus
FEigenvektoren von f.

(3) Es gibt eine ONB B, so dass Mp(f) eine Diagonalmatriz mit reellen
Eintrdagen ist.

BEWEIS. (1)=-(2) folgt aus den vorigen Sétzen, (2)=-(3) ist klar. Gelte
nun (3). Sei B eine ONB, so dass A = Mp(f) eine Diagonalmatrix mit reellen
Eintrdgen ist. Dann gilt A* = A, und daher ist f* = f selbstadjungiert nach
obiger Bemerkung. O

FOLGERUNG 28.7. Sei A € M(n; K) eine Matriz mit A* = A (also hermi-
tesch oder symmetrisch). Dann gibt es eine unitire bzw. orthogonale Matriz
S € GL(n; K), so dass ST*AS = S*AS eine Diagonalmatriz mit reellen
Eintrdgen ist.

Konkrete Berechnungen werden genau wie im unitéaren Fall durchgefiihrt.
Man berechnet Basen der einzelnen Eigenrdume und orthonormalisiert diese.
Auch hier gilt:

LEMMA 28.8. Sei f ein selbstadjungierter Endomorphismus von V. Sind
x,y € V Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A bzw. p, so gilt (z |

y) =0.

BewEtls. UBUNG.

Mr|ly) =\ |y) = (f(z) | y) = (x| fly) = (z | py) = p(x | y), und
aus A # p folgt (x| y) = 0. O

29. Symmetrische Bilinearformen

Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie im vorigen Abschnitt. (Zu
Beginn kann der Korper ganz beliebig sein; spéater werden wir nur K = R
betrachten.)

DEFINITION 29.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung s: V xV —
K, (z,y) — s(x,y) heiBt eine Bilinearform oder bilinear, falls sie linear
in der linken und in der rechten Komponenten ist, d. h. falls also fiir alle
x, o, y,y €V und o, § € K gilt:

(1) s(z+ 2 y) = s(x,y) + s(2',y), s(ax,y) = as(z,y),
(2) s(z,y+y) =s(z,y) + s(z,y), s(z, By) = Bs(z,y),
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Eine Bilinearform s heifit symmetrisch, falls fiir alle z, y € V gilt s(z,y) =
s(y, ).

BEISPIEL 29.2. (1) Ein Skalarprodukt auf einem euklidischen Vek-
torraum ist eine symmetrische Bilinearform. Dies gilt nicht fiir unitére
Vektorraume.

def

(2) Sei A € M(n; K). Durch s(z,y) = 'zAy wird eine Bilinearform auf
K™ definiert. Genau dann ist s symmetrisch, wenn A es ist.

(3) Betrachte konkret n = 2 und A = —F,. Dann definiert s(x,y) =
txAy = —'zy kein Skalarprodukt, denn wegen s(z,z) = —fzz < 0
liegt hier keine positive Definitheit vor.

DEFINITION 29.3. Sei s: VxV — K eine Bilinearform. Sei B = (vy, ..., v,)
eine Basis von V. Dann heifit die Matrix

Mis(s) = Mis({ | =) = (sm,vj))” & M(n; K)

die Darstellungsmatriz zu s.

SATZ 29.4. Ist die Basis B = (v1,...,v,) von V fiziert, so definiert die
Zuordnung s — A = Mpg(s) eine bijektive Abbildung von der Menge der
Bilinearformen auf V' und M(n; K). Die Umkehrabbildung wird durch die
Zuordnung A +— s gegeben, wobei s(v,w) = 'xwAy fir alle v, w € V gilt,
wobei x, y € K™ die Koordinatenvektoren von v bzw. w bzgl. B sind.

Ferner gilt:

s ist symmetrisch < A ist symmetrisch.

BEWEIS. Sei s eine Bilinearform und A = Mp(s). Seien v = > 7" | ;v
und w =Y | fv;. Dann gilt
n n n n ﬁl
s(v,w) = S(Z Q;v;, Z Biv;) = Z a; Y Bis(vi,vj) = (aq,...,04)-A| ¢
i=1

i=1 =1 j=1 Gy

Also ist “s — A+ s” die identische Abbildung. Ist umgekehrt A = («;;) €
M(n; K) und s definiert durch die Formel ‘z Ay wie im Satz beschrieben, so

gilt sv;v; ='e;Aej = ay;, wobel ey, ..., e, die Standardbasis von K™ ist. Es
ist also auch “A +— s+ Mpg(s)” die Identitét.
Der Zusatz ist unmittelbar klar. O

DEFINITION 29.5. Eine symmetrische Matrix A € M(n; R) heifit positiv
definit, wenn fiir alle x € R™ mit x # 0 gilt ‘x Az = (z | Az) > 0.

BEMERKUNG 29.6. Ist K = R, so gilt unter obiger Bijektion offenbar,
dass eine Bilinearform s genau dann ein Skalarprodukt ist, wenn deren Dar-
stellungsmatrix bzgl. einer (aller) Basis (Basen) positiv definit ist. Wir wer-
den dafiir noch ein anderes Kriterium angeben.
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SATz 29.7 (Transformationsformel). Seien B und B zwei (endliche) Ba-
sen von V. SerT' = Tg/ die zugehdérige Ubergangsmatriz. Fir jede Bilinear-
form s auf V' gilt dann

MB/(S) = tT : MB(S) T

BEWEIS. Seien v, w € V und seien x,y € K" bzw. 2/, ¢y € K" die
Koordinatenvektoren von v bzw. w bzgl. der Basis B bzw. B'. Es gilt © = T2’
und y = T'y'. Setze noch A = Mp(s) und A’ = Mp/(s). Dann gilt

' Ay = s(v,w) ='wAy = (T2 )A(Ty) ="2'('TAT)y/,

und weil das fiir alle 2/, ¢y € K™ gilt (nehme insbesondere die Standardba-
sisvektoren), folgt A’ = '"T' AT. O

Die Gestalt der Transformationsformel fiir Bilinearformen erméglicht dem
Spektralsatz Zugang im symmetrischen Fall:

SATZ 29.8 (Hauptachsentransformation). Sei (V,(— | —)) ein (endlichdi-
mensionaler) euklidischer Vektorraum. Sei s eine symmetrische Bilinearform

auf V.
(1) Dann gibt es eine ONB B von V', so dass

A1
A2
Mp(s) =
An
mat reellen Zahlen Ay, ..., \, gilt.
(2) Es gibt eine Basis B' von V', so dass
Ey
MB/(S) = —Eg
0

mit Finheitsmatrizen By, E, gilt.

BEWEIS. (1) Sei A die Darstellungsmatrix von s bzgl. irgendeiner ONB
von V. Es ist A symmetrisch, und daher gibt es nach Satz 28.5 ein S € O(n),
so dass 'SAS = diag()\, ..., \,) ist mit den Eigenwerten \;,...,\, von A,
die allesamt reell sind. Ist dann aber B = (by,...,b,) die Basis, so dass
S = T§ ist, so ist (da S orthogonal ist) auch B eine ONB und es folgt die
Formel in (1) aus der Transformationsformel.

(2) Mit den Bezeichnungen aus (1) seien die Ay, ..., A, ohne Einschriankung
so angeordnet, dass Ay,..., Ay > 0 sind, Agi1,..., Agae < 0, und Agyprq =
... =\, = 0 sind. Man setzt

1 ) s
b/déf{mbz Z—]_,...,k‘—f—g

b i=k+0+1,...,n
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Dann ist B = (b}, ...,b),) eine Basis von V, es gilt offenbar
Mo — 2= 41 =1,k
s(b], b)) Sﬁ’;ﬁ” =y =—1 i=k+1.. . k+/
0 sonst
und daher folgt, dass Mp (s) von der behaupteten Gestalt ist. UJ

BEMERKUNG 29.9. Es folgt aus dem Trdgheitssatz von Sylvester, dass die
Anzahlen k und £ in (2) durch s (und nicht nur durch A) eindeutig definiert
sind.

SATZ 29.10 (Positiv-Definitheits-Kriterium). Sei A = (ay;) € M(n;R)
symmetrisch. Aquivalent sind:

(1) A st positiv definit;

(2) Alle Figenwert von A sind positiv (> 0).

(3) Fir alle k = 1,...,n gilt fir Ay = (ij)i<ij<k € M(K;R), dass
det(Ag) > 0 ist.

BEWEIS. (1)<(2): Seien Ay, ..., A\, die Eigenwerte von A. Es gibt S €
O(n) mit 'SAS = diag(\y, ..., \,). Fir 2 = “(xq,...,2,) € R gilt daher

trAr = i \iy?
i=1

mit y = !Sx, und dieser Ausdruck ist fiir alle  # 0 genau dann positiv,
wenn alle \; positiv sind.

(1)=(3): Ist A positiv definit, so gilt det(A) > 0. Denn es gibt S €
O(n) mit 'SAS = diag(Ay, ..., \,), und wie in “(1)<(2)” gezeigt wurde, gilt
Al Ay > 0. Es folgt det(A) = det(A) - det(S)2 =Xy -...- A\, > 0.

Sei k € {1,...,n}. Sei x € R* x # 0. Sei 2/ € R" der Vektor, dessen
erste k-Komponenten aus x bestehen und die restlichen = 0 sind. Dann gilt
txAgyr ="' A’ > 0. Es ist also Ay, positiv definit, und daher gilt det(Ay) > 0.

(3)=(2): Sei A € M(n;R) symmetrisch, so dass det(A;) > 0 gilt fur
k=1,...,n. Wir zeigen per Induktion nach n, dass dann alle Eigenwerte
von A positiv sind per Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Sei nun
n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung folgt, dass A, 1 € M(n — 1;R) nur
positive Eigenwerte hat. Es gibt also ein T € O(n — 1) mit ‘T'A, T =

diag(ay, ..., a,_1), wobel aq, ..., a,_1 > 0 gilt. Setze
0
s r 0 e O(n).

0 ... 01
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Dann gilt
i 0 51
tSAS = - | =B
0 Q1 ﬁn—l
ﬁl o ﬁn—l ‘ ﬁn
Setzt man noch
4!
(29.1) pY B : € GL(n;R) mit ~; e/ —&,
Yn—1 Q;
0 0 ‘ 1
so folgt
a1
tPBP = =D (= t(SP)A(SP) ).
an,

Nach Voraussetzung gilt det(A) det(A,) > 0, damit auch det(B) =
det(A) > 0, und aus Stz ipyp folgt, dass auch a,, > 0 gilt. Also sind alle
ay, ..., ap positiv. Es folgt, dass mit D auch A ='QDQ (mit Q = (SP)™!)
positiv definit ist, und aus “(1)=-(2)” folgt, dass alle Eigenwerte von A posi-
tiv sind. (Das letzte Argument folgt auch einfacher aus dem Sylvesterschen

Trégheitssatz). O

DEFINITION 29.11. Sei s: V x V — K eine symmetrische Bilinearform.
Die Abbildung ¢: V' — K , die durch ¢(x) = s(z, z) definiert ist, nennt man
eine quadratische Form bzw die zu s gehorige quadratlsche Form.

BEISPIEL 29.12. Sei V = R2 Sei A die symmetrische Matrix A =

<§ S) € M(2R). Bsist xa = (I'—a)(T'—a) = 3 = T?— 2aT + (a® — 3?),

und es ergeben sich die Eigenwerte Ay = o + 3 und Ay = a — 3. Normierte
Eigenvektoren dazu sind

() e n ()

Sei s die zu A gehorige symmetrische Bilinearform. Die zu s gehoérige qua-
dratische Form ist gegeben durch

q(z) = q(x1, 72) = ax? + 26179 + T3
Bzgl. der neuen Koordinaten e, e; hat sie die Form
q(2) = q(z1,22) = (a + B)27 + (a = §)23.

Es sind also die gemischten Terme 12, verschwunden.
Betrachte die Kurve C' = {z € R? | q(x) = 1}. Es gelte \; > 0 und
Ao # 0. Setzt man a = 1/y/A; und b = 1/4/| )\, so lautet die Gleichung in
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den z-Koordinaten:

2 2
4.3
a? b2

Im Fall + beschreibt dies eine Ellipse, im Fall — eine Hyperbel. Es sind a
und b die sog. Hauptachsen.
ZEICHNUNG

BEMERKUNG 29.13. (1) Eine Abbildung f: K™ — K™ heifit affin, wenn
es ein b € K™ und ein A € M(m, n; K) gibt mit

flz)=Az+b firallez e K"

Es ist dabei f genau dann bijektiv, wenn (m = n) und A € GL(n; K) gilt.
In dem Fall gilt f~1(y) = A~y — A~1b fiir alle y € K. Man nennt dann f
ein Affinitdt.

29.14 (Quadriken). Wir behandeln hier beispielhaft nur den Fall n = 2.
Sei V = R2, sei

P(z,y) = an@? + apry + Ay’ + anT + ey + g

mit reellen Koeffizienten. Die Nullstellenmenge

C:{ (g) €R2|P(x,y):0}

nennt man eine (ebene) Quadrik (eben wegen n = 2). Wir kénnen dabei das
Polynom ohne Einschriankung in der Form

P(x,y) = an@® + 20097y + agy® + 20017 + 2002y + o
schreiben. Setzt man noch
def def def
Qg = 1, Qo1 = a9 und agy = Qga,

SO ist

A (ai;) € M(3;R)

eine symmetrische Matrix. Sei v = ( ) Man erweitert v zu

1
7Y 2] ers.
Y
Damit gilt offenbar
1
AT = (1,2,9)- A- [z | = P(x,y).
Y

Behauptung: Ist f: R? — R? eine Affinitit, so ist f(C) auch eine Qua-
drik.
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Denn wird f durch w = f(v) = Pv + b beschrieben (P € GL(2;R),

b = 21 € R?), und sind v, w € R?® wie oben beschrieben die (um 1)
2
erweiterten Vektoren und
g 110 0
PY | € GL(3;R),
bs P

so lasst sich f beschreiben durch w = Pv und fiir Q= P list

N 1 |0 0
Q= —Qbh € GL(3;R);
—Qby| @

es folgt v = @G und damit

w=f) e fO) & vel & 0=""40="0('QAQ)w.
Es wird also die Quadrik f(C) beschrieben (in den w-Koordinaten) durch
die quadratische Gleichung “w(*QAQ)w = 0. —

Wir klassifizieren die Quadriken nun bis auf eine Affinitédt, durch die wir
die Quadrik durch eine einfache Gleichung beschreiben wollen. Es ist

&oo ‘ Qo1 Qo2
A= Q1 s
Q2 A

wobei A’ € M(2;R) symmetrisch ist. Es gibt, wie im Beispiel zuvor, ein
S’ € O(2) mit 'S’ A'S" = diag(\1, \2). Setzt man

110 0
S=10 :
0 S
dann ist S € O(3) und es gilt
def Boo | Bor Boz
B = tSAS = ﬁ01 >\1 0 s
Boz | 0 Ao

was bedeutet, dass nun der “gemischte” Term xy verschwunden ist. Wir
wollen nun noch die linearen Terme vereinfachen. Sicherlich ist der Fall \; =
Ao nicht von Interesse, denn in dem Fall tauchen keine quadratischen Terme
auf.

1. Fall: A\;; Ay # 0. Man kann dann ohne Einschrinkung A; > 0 anneh-
men. Ferner kénnte man statt S € O(3) wie oben S € GL(3;R) wéhlen, so
dass sogar

def Boo ‘ Bo1 Poz
B="'SAS=| Bn| 1 O
Boz| 0 =£1
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gilt. Man bildet nun P € GL(3;R) analog zu in (29.1):

1 [0 O
P =
Flo2 |0 1
Es folgt dann
Yoo |0 0
‘PBP = 0 (1 0
0 [0 +£1

Ist dabei 799 = 0 so erhalten wir die Quadriken
22 +y*=0 ein Punkt
bzw.
2> — 9> =0 zwei sich schneidende Geraden.

Ist 700 # 0, so kann man (nach evtl. Multiplikation der gesamten Gleichung
mit —1) annehmen, dass 50 < 0 gilt. Eine weitere Transformation mit der
invertierbaren Matrix

(L0 0
Q=1 0]v=0 0
0 0 vV — Y00

und anschlieBender Division der gesamten Gleichung durch vy fithrt dann
zu den Quadriken
2> +y* =1 Ellipse,
22 —y> =1 Hyperbel,
man muss aber auch den Fall
22+ 4+1=0 leere Quadrik

zulassen (da obige Bedingung, dass eines der \; > 0 ist, verletzt worden sein

kann).
2. Fall: A\; # 0, A\ = 0. Wie oben erhélt man S € GL(3;R) mit
def | Boo | Bor Boa
B ="SAS=1| Bu|*l 0
Boz| 0 0
gilt. Man bildet nun
1 10 0
P F8 [T 0
0 |01
Es folgt dann
’Yoo‘ 0 o1
tPBP=|"0 |1 0 |,
You | O O

also eine Gleichung
+2” 4+ 2701y + Y00 = 0.
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Eine weitere Analyse liefert dann nach evtl. weiterer Transformation die
moglichen Fiélle

2 =2ay (a >0)  Parabel
2 =a*(a#0)  Paar paralleler Geraden
? = —a*(a#0) leere Quadrik

z> =0  Doppelgerade

Fazit: Jede ebene Quadrik ist ein Kegelschnitt.
ZEICHNUNG, Begriindung...

30. Normale Endomorphismen

Es gelten die Voraussetzungen wie in den Abschnitten iiber Isometrien
und selbstadjungierten Endomorphismen.

LEMMA 30.1. Sei f € Endg (V). Dann gilt

Xf* = X_f7
d. h. die Koeffizienten von x¢ werden konjugiert. Insbesondere: Ist X € K
Figenwert von f, so ist A Eigenwert von f*.

BEWEIS. Sei A Darstellungsmatrix von f bzgl. einer ONB. Dann ist ‘A
Darstellungsmatrix von f* bzgl. derselben Basis. Es folgt

Xp = det(TE, —"A) =det(TE, — A)
0]
DEFINITION 30.2. f € Endg (V) heiBBt normal, falls f o f* = f*o f gilt.

BEISPIEL 30.3. (1) Jede Isometrie ist normal.
(2) Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ist normal.
LEMMA 30.4. Sei f € Endg (V). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist normal.

(2) (f(@) | F)) = (f*(@) | f*(y)) fiir alle 2, y € V.
(3) [£@)| = Il @)] fiir allex € V.

BewErs. Als Ubung. O

FOLGERUNG 30.5. Sei f € Endg(V) normal. Dann gilt Kern(f*) =
Kern(f) und Bild(f*) = Bild(f).

BEWEIS. Es gilt
x € Kemn(f7) & [fH(2)=0 & [f(x)]=0
& lf@I=0 < flz)=0
< x € Kern(f).
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Weiter folgt
Bild(f*) = Kern(f)* = Kern(f*)* = (Bild(f)*)* = Bild(f).
O

FOLGERUNG 30.6. Sei f € Endg (V) normal. Dann gilt fir jedes A € K
fir die Eigenrdume

E(f,\) = E(f*, ).

BEWEIS. Setze g = f—X-1y. Es ist ¢* = f* — X\ - 1. Man rechnet
leicht nach, dass g o g* = g* o g, also auch g normal ist. Es folgt E(f,\) =
Kern(g) = Kern(g*) = E(f*, \). O

FOLGERUNG 30.7. Sei f € Endg (V') normal. Sind z, y € V' Eigenvekto-
ren zu verschiedenen Eigenwerten A\, p € K, so gilt (z | y) = 0.

BEWEIS. Mit der vorigen Folgerung und dem Lemma gilt

Nz [y) = (x| py) = (f(z) | f(y))

)
(@] ff(y)) = ppfx [ y) und
(f*f@)y) =z |y)

und aus (z | y) # 0 wiirde folgen A\fi = i = A), und damit A = p. O

SATZ 30.8. Sei (V,(— | —)) ein (endlichdimensionaler) unitirer Vektor-
raum. Sei f € Endc(V). Dann sind dquivalent:

(1) f ist normal.
(2) Es gibt eine ONB von V bestehend aus Eigenvektoren von f.

BEWEIS. (2)=-(1): Sei ey, ..., e, eine ONB bestehend aus Eigenvektoren
von f. Seien Ay,...; A, € C die zugehorigen Eigenwerte. Bzgl. dieser ONB
wird f dargestellt durch die Diagonalmatrix D = diag(Aq,...,A,) und f*
durch D* = diag(\y, ..., \,). Offenbar gilt D - D* = D*- D, und daher auch
fof*=f*of,d h.fist normal.

(1)=(2): Man fiihrt einen Induktionsbeweis nach n = dim(V) wie fir
unitére oder selbstadjungierte Endomorphismen: Ist e; ein normierte Eigen-
vektor zum Eigenwert \; € C (Existenz nach dem Fundamentalsatz der
Algebra), so gilt f*(e;) = Ajey, also ist (e;) ein f*-invarianter Unterraum,

und daher ist U % {e1)* ein f-invarianter Unterraum. Da auflerdem U ein
f*-invarianter Unterraum und daher f | : U — U normal ist, ergibt sich die
Behauptung nun per Induktion. O

SATZ 30.9. Sei (V,(— | —)) ein euklidischer Vektorraum der Dimension
n. Sei f € Endg(V). Dann sind dquivalent:

(1) f ist normal.
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(2) Es gibt eine ONB B von V', so dass
A

As

Mp(f) =

M|

gilt, wobein = s+ 2t, \i,..., \s € R und

a; bl .
M; = (—bi al) € M(2;R)

mit b; #0 gilt (i=1,...,t).
BEWEIS. Beweis als Ubungsaufgabe. (Vgl. die Beweise von Satz 27.16,
Lemma 27.17 und Ubungsaufgabe XI.4.) O
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Dualitét

31. Dualrdume
Es sei jetzt K wieder ein beliebiger Korper.
DEFINITION 31.1. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann heifit der Vektorraum
v Homg(V, K) ={¢ | ¢: V — K linear}

der Dualraum von V. Die Elemente von V* heiflen Lineare Funktionale oder
Linearformen auf V.

BEMERKUNG 31.2. Sie V endlichdimensional. Dann gilt dim(V*) = dim(V/).
(Vgl. 12.3.)

BEIspIEL 31.3. (1) Sei s: VxV — K eine Bilinearform auf dem K-
Vektorraum V. Dann ist fiir jedes a € V' die Abbildung x +— s(z, a)
ein lineares Funktional. (Ebenso = — s(a, x).)

(2) Sei K =R oder K = C und V ein endlichdimensionaler Raum mit
Skalarprodukt (— | —). Dann ist jedes lineare Funktional ¢ € V*
von der Form ¢ = (— | a) fiir ein eindeutig bestimmtes a € V.
(Dies ist gerade Lemma 26.1.) Es gilt, im Fall K = R, sogar, dass
die Abbildung V' — V* a — (— | a) ein Isomorphismus von K-
Vektorrdumen ist.

(3) Sei V.= C([0,1]) = {f: [0,1] — R | f stetig}. Dann ist die Abbil-
dung

1
cO.1) =R, fro [ fla)ds
0
ein lineares Funktional.

BEMERKUNG 31.4. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von V. Zu jedem ¢ €
{1,...,n} gibt es nach Satz 11.13 genau eine lineare Abbildung b: V' — K

SATZ UND DEFINITION 31.5. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von V.
Dann ist b7, ..., b}, eine Basis von V*. Sie heifit die Dualbasis zu B.

BEWEIS. Seien ay,...,a, € K mit > a;bf = 0. Das bedeutet, es gilt
Yo a;bi(x) = 0 fiir alle z € V. Fiir ¢ = b; erhélt man insbesondere

0= aib;(b;) = a;
=1
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fir j =1,...,n. Also gilt oy = ay = --- = a,, = 0. Damit sind b7,...,0}
linear unabhéngig. Wegen dim(V*) = dim(V') = n folgt, dass dies eine Basis
ist. Wir zeigen aber die Erzeugungseigenschaft nochmal direkt:

Sei ¢ € V*. Fiir jedes ¢ € {1,...,n} sei f; «f o(b;)) € K. Sei x € V,
schreibe © = > | a;b;. Dann gilt

p(xr) = SO(Z a;b;) = Z&i90<bi)
i=1 i=1
= Zazﬂi = Zﬁﬂi
i=1 i=1
i=1 j=1

= Z @bj (x)>
=1

und es folgt ¢ = Y% | G;br. O
FOLGERUNG 31.6. Zu jeder Basis B = (by,...,b,) von V gibt es einen
Isomorphismus Yp: V — V* mit Yg(b;)) =bf (i=1,...,n).
FOLGERUNG 31.7. Sei V' endlichdimensional. Zu jedem v € V mit v # 0
gibt es ein p € V* mit p(v) # 0.
BEWEIS. Sei 0 # = = Y " | a;b;. Sei etwa a;, # 0. Dann gilt b} (z) =
DEFINITION 31.8. Seien f: V — W eine lineare Abbildung zwischen
K-Vektorraumen. Definiere f*: W* — V* durch f*(p) = po f (fir jedes
© € W*). Es heifit f* die zu f duale Abbildung.

BEMERKUNG 31.9. (1) Es ist f*: W* — V* wieder linear: Sind
o, € Wrund a € K, so gilt f*(o+v) = (p+¢)of = pof+ipof =
[ @)+ [(¥) und f*(ap) = (ap) o f = alpo f) = af*(p).
(2) Es gilt (1y)* = 1y-.
(3) Sind f: V — W und g: W — U linear, so gilt
(gof) = frog"

Denn fiir jedes ¢ € U* gilt (go f)*(¢) =¢o(gof)=(pog)of=
f(eog)=f(g"(¥))
(4) Sind f, g: V — W linear und a € K, so gilt

(f+9)" =f"+g und (af)" =af"
Mit anderen Worten: Die Abbildung
Hom(V, W) — Hom(W*, V*), f s f~

ist linear.
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(5) Trotz selber Bezeichnung ist die duale Abbildung von der adjungier-
ten Abbildung eines Endomorphimsus aus dem vorigen Kapitel zu

unterscheiden.
SATZ 31.10. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Sei B = (v1,...,v,)
eine Basis von V und C = (wy,...,w,) eine Basis von W. Seien B* =
(b3,...,0%) und C* = (wf,...,w},) die zugehorigen Dualbasen von V* bzw.

W=, Ist A= M§(f) € M(m,n; K), so gilt
ME(f*) ="'A € M(n,m; K).
BEWEIS. Sei A = («;;). Es gilt also f(v;) = >_1" | ay;w;. Es folgt

Frwi)(vy) = w o f(vy) = w; (D ajwy) = ay.

k=1
Ist andererseits B = (8;;) = ME (f*), so gilt

) =3 Bk
k=1

und es folgt
JH(wi)(vs) = Bii
insgesamt «;; = (;;, damit B ="A. O

DEFINITION 31.11. Eine Folge von zwei linearen Abbildungen U Ly
W heiit exakt, wenn Bild(f) = Kern(g) gilt.

BEMERKUNG 31.12. (1) Bild(f) C Kern(g) ist gleichbedeutend mit
gof=0.
(2) Sei f: V — W linear. Es ist f injektiv genau dann, wenn die Folge
0— VL W exakt ist.
(3) Sei f: V. — W linear. Es ist f surjektiv genau dann, wenn die Folge

Vv 4, W — 0 exakt ist.

SaTz 31.13. Sei U LV % W eine exakte Folge linearer Abbildungen.
Dann ist die Folge W* % V* L U* exakt.

BEWEIS. Aus go f = 0 folgt 0 = 0* = (go f)* = f* o g*, und daher
Bild(g*) € Kern(f*).

Sei umgekehrt ¢ € Kern(f*), d. h. mit p o f = 0, was mit Bild(f) C
Kern(y) gleichbedeutend ist, und wegen Bild(f) = Kern(g) mit Kern(g) C
Kern(y). Zu zeigen ist, dass es ein ¢» € Hom(V, K) gibt mit ¢ = ¢*(¢) =
1 og. Sei g;: V — Bild(g) die Einschrinkung von g auf sein Bild. Definiere
Yy Bild(g;) — K durch ¢;(g(x)) et ¢(x). Dies ist wohldefiniert, denn ist
g1(z) = g1(2'), so gilt © — 2’ € Kern(g1) = Kern(g) C Kern(yp), und es folgt
o(x) = p(2'). — Nach Konstruktion folgt ¢; o g = ¢. Indem man 1, zu
1 € Hom(W, K) auf ganz W beliebig fortsetzt, erhélt man 1) o g = . O
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FOLGERUNG 31.14. Sei f: V — W linear. Es gilt:
(1) f injektiv = f* surjektiv.
(2) f surjektiv = f* injektiv.
Bewels. (1) Es gilt
f injektiv < 00—V LW exalt
= WLV - 0 exakt
& f* surjektiv.
(2) geht analog. O
SATZ 31.15. Seien V und W endlichdimensionale K -Vektorrdume. Dann
15t
Hom(V, W) — Hom(W*,V*), f— f*
ein Isomorphismus.
BEWEIS. Gelte f* = 0. Dann gilt po f = 0 fiir alle p € W*. Ist f # 0, so
gibt es ein x € V mit f(z) # 0. Aber dann gibt es nach Folgerung 31.7 ein

e € W* mit p(f(z)) # 0, Widerspruch. Also ist die Abbildung injektiv. Da
beide Hom-Réume gleiche Dimension haben, folgt auch die Bijektivitat. [

DEFINITION 31.16. Fiir jeden K-Vektorraum V' bezeichne
Ve © (V) = Homg (V*, K)
den Dualraum des Dualraum von V', den Bidualraum von V.

SATZ 31.17. Set V' ein K-Vektorraum. Die Auswertungsabbildung
e VoV o (o))
ist linear und injektiv. Ist V' endlichdimensional, so liefert e einen natiirlichen
Isomorphismus V = V**.

BEWEIS. Seien z, y € V und o € K. Dann gilt fiir alle ¢ € V*:

e(x+y)p) = wl@+y) =) +ey)
= e(z)(p) +e(y)(p)
und

elar)(p) = plar) = ap(z)
= (ae(z))(),

und es folgt e(z + y) = e(x) + e(y) sowie e(ax) = ae(x).

Sei z € Kern(e). Es gilt also e(z) = Oy+, d. h. p(z) = e(z)(p) = 0 fir
alle ¢ € V*. Aus Folgerung 31.7 ergibt sich x = 0. Also ist e injektiv.

Ist V' endlichdimensional, so auch V* (mit dim(V*) = dim(V)), und es
folgt dim(V**) = dim(V*) = dim(V'). Aus den Folgerungen des Rangsatzes
folgt, dass e bijektiv, also ein Isomorphismus ist. O
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