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EINLEITUNG 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird der Komplettierungsfunktor
T :CM%(R) — CM(R), M — M

untersucht, der jedem Z-graduierten Cohen-Macaulay Modul iiber R einen Cohen-
Macaulay Modul iiber R zuordnet. Hierbei ist R eine Z-graduierte Cohen-Macaulay
Algebra, die auch nichtkommutativ sein darf.

Die darstellungstheoretischen Eigenschaften des Komplettierungsfunktors wurden zu-
erst von M. Auslander und I. Reiten untersucht (vgl. [8] und [10]). In der vorliegenden
Arbeit wird jedoch ein anderer Zugang zum Konzept der Vervollstindigung gewéhlt.
Dieser benétigt weder topologische Begriffe noch Kenntnisse von inversen Limiten.
Ist M = @ M, ein graduierter R-Modul, so wird einfach

M= H M,
nezZ

gesetzt. Unter der zusitzlichen Voraussetzung, dafl die Graduierungen von R und M
nach unten beschriinkt sind, kann man R zu einer Algebra und M zu einem R-Modul
machen.
Eine wichtige Eigenschaft des Komplettierungsfunktors ist, daB er eine Galois-Uber-
lagerung mit Gruppe Z ist, wenn R endlichen Cohen-Macaulay-Typ hat, d.h. wenn
es bis auf Isomorphie nur endlich viele unzerleghare Cohen-Macaulay Moduln iiber
R gibt. Dies bedeutet, daB sich der Auslander-Reiten-Kocher T'(R) von R (das ist
ein gerichteter Graph, dessen Knoten die unzerlegharen Cohen-Macaulay Moduln
iiber R reprisentieren, und dessen Pfeile fiir spezielle Abbildungen (die sogenann-
ten irreduziblen Morphismen) stehen) aus dem Auslander-Reiten-Kocher T'(R) von
R konstruieren 1dft, indem man zu dem Kécher I'(R)/Z der Z-Bahnen iibergeht (Z
operiert auf den graduierten R-Moduln mittels Verschiebung).
Dies soll an einem Beispiel verdeutlicht werden: Man mochte den Auslander-Reiten-
Kocher der einfachen Kurvensingularitit S = k[[X, Y]]/(X?*+Y?) vom Typ (Ay) iiber
dem algebraisch abgeschlossenen Kérper & bestimmen. Sei R = k[X,Y]/(X? + Y?)
die Z-graduierte Cohen-Macaulay Algebra, wobei die Graduierung durch grad X = 2
und grad Y = 3 definiert wird. Es gilt B = S. Der Auslander-Reiten-Kocher von R
hat die Form

NSNS\ NS
NSNS\
NN\
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(vgl. Simson [24]). Hierbei bilden die schwarzen Punkte eine Z-Bahn, die durchsich-
tigen eine andere. Ubergang zu den Bahnen liefert den Auslander-Reiten-Ko6cher von

o )

Das obige iiberlagerungstheoretische Ergebnis ist Folge mehrerer Einzelergebnisse,
die auch fiir sich genommen interessant sind. Es gilt unter der Voraussetzung, dafl R
endlichen Cohen-Macaulay-Typ hat:

— Sind M und N unzerlegbar in CM%(R), so gilt M ~ N genau dann, wenn M und
N isomorph bis auf Verschiebung sind (wenn also M und N in derselben Z-Bahn im
Auslander-Reiten-Kocher liegen).

— Der Komplettierungsfunktor bewahrt Unzerlegbarkeit, Auslander-Reiten-Folgen
(eine spezielle Klasse kurzer exakter Sequenzen) und irreduzible Morphismen.

— Der Komplettierungsfunktor ist repréisentativ (d.h. jeder Cohen-Macaulay Modul
iiber R ist von der Form C fiir einen graduierten Cohen-Macaulay Modul C).

Diese Sétze werden im zweiten und dritten Kapitel bewiesen.

Im vierten Kapitel wird allgemeiner die Vervollstdndigung entlang einer unendlichen
zyklischen Gruppe U definiert. Hierbei ist U eine Untergruppe einer beliebigen abel-
schen Gruppe H, so dal U von endlichem Index in H ist. H ist dann notwendig
endlich erzeugt vom Rang 1. Man erhélt den Komplettierungsfunktor

U oM™ (R) — CMT/Y(RY), M — MV.

Jedem H-graduierten Cohen-Macaulay Modul wird also ein H/U-graduierter Cohen-
Macaulay Modul zugeordnet. Dieser Funktor hat dieselben Eigenschaften wie der
bisher betrachtete, und sie lassen sich aus dem Fall H = U = Z ableiten. Fiir diese
Verallgemeinerung ist es wichtig, dal man auch nichtkommutative graduierte Alge-
bren zuldfit. Es wird ndmlich einer H-graduierten Algebra eine U-graduierte Algebra
zugeordnet, die graduiert Morita-dquivalent ist zu der urspriinglichen. Bei diesem
Prozef§ geht die Kommutativitdt im allgemeinen verloren.

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bedanken bei Herrn Prof. Helmut
Lenzing fiir die vielen Ratschlige und Hilfestellungen.
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Kapitel I
Graduierte Algebren und Moduln

In diesem Kapitel werden grundlegende Fakten iiber graduierte Algebren und Moduln
vorgestellt. Im ersten Paragraphen handelt es sich im wesentlichen um Definitionen. In
62 wird die Existenz von projektiven Hiillen fiir eine grofie Klasse graduierter Moduln
sichergestellt. In §3 wird gezeigt, daf} die Kategorie der graduierten Moduln iiber einer
graduierten Algebra eine Funktorkategorie ist. Im vierten und letzten Abschnitt dieses
Kapitels wird der Begriff des graduierten Cohen-Macaulay Moduls eingefiihrt.

§1 Grundlagen

In diesem Paragraphen sei H eine beliebige Gruppe. Die Verkniipfung werde mit
+ bezeichnet, und das neutrale Element mit 0. Desweiteren sei k£ ein kommutativer
Ring. Alle vorkommenden Moduln sind Linksmoduln.

In spéateren Kapiteln wird H immer abelsch sein. In diesem Kapitel ist es jedoch nicht
notig, dies zu verlangen.

(1.1) Die Kategorie Mod” (R). Sei R eine k-Algebra. Es sei

R= @ R,

heH

direkte Summe von k-Untermoduln und
RyRy C Ryqw

fiir alle h, h' € H. R heifit dann H-graduierte k-Algebra.
Ist M ein R-Modul, so ist M ein H-graduierter R-(Links-)Modul, wenn

M= M,

heH

direkte Summe von k-Untermoduln ist und
Ry My C My

fiir alle h,h' € H gilt. (Zur Definition von H-graduierten R-Rechtsmoduln fordert
man My Ry, C My 1p.) Sei h € H. Die Elemente von M, (bzw. R;) heilen homogen
vom Grad h. Ist © € My, so schreibt man auch grad x = h. Man beachte, daf§ das
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Nullelement in M (bzw. R) jeden Grad hat; fiir homogene Elemente # 0 ist der Grad
jedoch eindeutig bestimmt.
Seien M = @ M), und N = @ N;, H-graduierte R-Moduln. Sei f ein Homomorphis-
mus von R-Moduln. Ist h € H, so heifit f (homogen) vom Grad h, wenn fiir jedes
ge H

f(Mg) C Nyin

gilt. Die Menge aller Homomorphismen vom Grad 0 wird mit
Hompg(M, N)

bezeichnet. Komposition von Homomorphismen vom Grad 0 ist wieder vom Grad 0.
Betrachtet man also alle H-graduierten R-Moduln und als Morphismen die Homo-
morphismen vom Grad 0, so erhilt man die Kategorie

Mod” (R).

Wie {iblich wird Endg(M) statt Hompg(AM, M) geschrieben. Die H-graduierten R-
Rechtsmoduln sind gerade die Objekte der Kategorie Mod™” (RP). O]

(1.2) Bemerkung: Sei R = @ Ry, eine H-graduierte k-Algebra. Dann gilt 1g € Ry,
und Ry ist eine k-Unteralgebra von R. Ist M = @ M), ein H-graduierter R-Modul,
so ist My, ein Ro-Modul fiir jedes h € H.

Beweis: (vgl. [21, [.1.1]) Sei

1p = Z en  (en € Ry, fast alle 0)

heH

Zerlegung von 1 in seine homogenen Bestandteile. Sei ¢ € H. Dann gilt

Z eqen = eglp = €4 € Ry,
heH

also (aus Gradgriinden) e, = e,eq. Aus der Distributivitit folgt dann 1z = 1geg, also
1R = €p.

Wegen RyRy C Ry und RyM, C M, ist dann klar, dafl R, eine k-Unteralgebra von
R und M, ein Ry-Modul ist. O

Fiir den Rest des Paragraphen sei R = @ R;, eine H-graduierte k-Algebra. Wenn
nichts anderes gesagt wird, so sollen Abbildungen, Pfeile und Isomorphismen zwischen
graduierten Objekten stets den Grad 0 haben.

(1.3) Unter- und Faktorobjekte in Mod” (R). Sei M = @ M,, ein H-graduierter
R-Modul. Fiir jedes h € H sei M : M — M,, die natiirliche Projektion auf Mj,. Fiir
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jedes x € M und h € H heifit ), = 7 (z) die h-te (homogene) Komponente von .
Ein Untermodul N von M heift homogen (oder graduiert), wenn fiir jedes h € H

™ (N)C N

gilt, wenn also die einzelnen homogenen Komponenten von Elementen aus N wieder in
N liegen. N ist dann selbst ein H-graduierter R-Modul. Mit N}, := 7/ (N) = NN M,
gilt ndmlich N = @ N,,. In diesem Fall ist auch der R-Modul M /N ein H-graduierter
R-Modul, denn es gilt
M/N = @ M,/N, .
heH

Sei N ein H-graduierter R-Modul und f € Hompg(M, N). Dann ist Ker f homoge-
ner Untermodul von M und Im f homogener Untermodul von N, und damit sind
Ker f, Im f und Coker f H-graduierte R-Moduln. In offensichtlicher Weise wird die
direkte Summe von zwei H-graduierten R-Moduln wieder zu einem H-graduierten
R-Modul. Es gilt: Mod” (R) ist eine abelsche Kategorie (vgl. Paragraph 3). Es gelten
die graduierten Versionen der Homomorphie- und Isomorphiesitze. 0

(1.4) Direkte Summanden. Unzerlegbarkeit. Seien M und N zwei H-graduierte
R-Moduln. N heif}t direkter Summand von M, wenn es einen H-graduierten R-Modul
N’ gibt mit
N@®N ~M

(d.h. es gibt einen Grad 0 Isomorphismus von N @& N’ nach M). Dies ist genau dann
der Fall, wenn es einen aufspaltenden Monomorphismus f € Hompg(N, M) (bzw.
einen aufspaltenden Epimorphismus ¢ € Homg(M, N)) gibt.

M heif3t unzerlegbar, wenn M # 0, und wenn M keine nichttrivialen direkten Sum-
manden hat, d.h. aus N @ N’ ~ M (mit graduierten N und N') folgt N = 0 oder
N’ = 0. Dies ist dquivalent zu: M # 0, und die einzigen Idempotenten von Endp (M)
sind 0 und 1 (analog zu Anderson-Fuller [1, 5.10]). Insbesondere ist M unzerlegbar,
wenn Endg(M) lokal ist. O

H operiert als eine Gruppe von Funktoren auf Mod? (R):

(1.5) Die Verschiebungsfunktoren. Sei M = @ M, ein H-graduierter R-Modul.
Sei g € H. Sei dann M (g) der H-graduierte R-Modul, fiir dessen h-te Komponente

M(g)h = Mpyq

gilt. Als R-Moduln sind M und M (g) gleich. Sei auch N = @ N, ein H-graduierter R-
Modul und f € Homg (M, N) ein Homomorphismus vom Grad 0. Dann gilt offenbar
auch f € Homg(M(g), N(g)). Setzt man S,(M) := M(g), und ist S,(f) der von f
induzierte Homomorphismus M (g) — N(g), so erhélt man fiir alle ¢ € H covariante
Funktoren

Sy =S : Mod" (R) — Mod" (R),
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die Verschiebungsfunktoren. Diese haben, wie man leicht nachpriift, die folgenden
Eigenschaften: Fiir ¢, ¢’ € H gilt

SySy = Sgigs S_ySy=Sy=1=5,5,. 0

(1.6) Verschiebungsklassen. Seien M, N € Mod” (R). Durch
M ~g N <= esgibt ein h € H mit M ~ N(h)

wird eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der H-graduierten R-Moduln erklirt. Die
Aquivalenzklassen beziiglich ~ (d.h. die H-Bahnen) heiflen Verschiebungsklassen.

Fiir eine Untergruppe U von H wird analog die Aquivalenzrelation ~; auf Mod” (R)
erklart. 0

(1.7) Der Bifunktor HOMpg(—, —). (1) Seien M = @ M, und N = @ N,, H-
graduierte R-Moduln. Sei f ein R-Modulhomorphismus von M nach N, und sei h €
H. Dann ist f genau dann homogen vom Grad h, wenn f € Hompg(M,N(h)) gilt.
Man definiert
HOMg (M, N) := @ Homp(M, N(h)).
heH

Die h-te Komponente von HOMg (M, N) besteht also gerade aus den Homomorphis-
men M — N homogen vom Grad h. Weiter definiert man

ENDg(M) := HOMg(M, M).

ENDpg (M) ist dann eine H-graduierte k-Algebra und END (M) eine HP-graduierte
k-Algebra (die Elemente aus E := ENDpg(M) fait man als gewohnliche Homomor-
phismen von R-Moduln auf, und die Komposition von Funktionen definiert dann
die Multiplikation auf F. Hat f € E den Grad h und ¢ € F den Grad A/, so hat
fg = fogden Grad h' + h. Wenn H nicht kommutativ ist, mufl man zu der Al-
gebra E° bzw. der Gruppe H iibergehen.). Ist H kommutativ, so ist ENDg (M)
selbst eine H-graduierte k-Algebra. Fafit man k selbst als H-graduierte k-Algebra auf
(mit der trivialen Graduierung definiert durch ky = & und &, = 0 fiir h # 0), so ist
HOMpg(M, N) ein H-graduierter k-Modul.

(2) Ist M endlich erzeugt, so ist HOMg(M, N) gleich der Menge aller Homomorphis-
men von R-Moduln M — N.

Diese Aussage findet man in [21, Cor. 1.2.11].

(3) Es ist klar, dal wie im ungraduierten Fall

Homp(—, —) : Mod”(R) x Mod” (R) — Mod (k)

ein additiver Bifunktor ist. Durch Ubergang zur direkten Summe erhilt man dann
den additiven Bifunktor

HOMpg(—, =) : Mod” (R) x Mod” (R) — Mod* (k). 0
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(1.8) Lemma: Sei M € Mod” (R). Es existiert fiir jedes h € H eine in M natiirliche
Isomorphie
Hompg(R(h), M) — M_y,.

Insbesondere gilt fiir g, h € H
Homp(R(g), R(h)) ~ R_g4h.

Beweis: Die Isomorphie ist durch f +— f(1) mit zugehoriger Umkehrung = — (r —
rr) gegeben. O

(1.9) Projektive und freie Objekte. Sei M ein H-graduierter R-Modul.

(1) M heiBt graduiert projektiv, genau wenn M projektiv in Mod” (R) ist. Dies
ist nach Definition genau dann der Fall, wenn der Funktor Hompg(M, —) exakt ist.
Die volle Unterkategorie von Mod” (R) der endlich erzeugten graduiert projektiven
R-Moduln wird mit pro”(R) bezeichnet. Es gilt folgendes Resultat (vgl. [21, Cor.
1.2.2]) : M ist genau dann graduiert projektiv, wenn M projektiv (in Mod(R)) ist.
(2) M heifit (endlich erzeugt) graduiert frei, wenn es eine (endliche) Basis iiber R
gibt, die nur aus homogenen Elementen besteht. Dies ist genau dann der Fall, wenn
es eine (endliche) Indexmenge I und Elemente h; € H (i € T) gibt mit

el

(3) M heifit graduiert endlich erzeugt, wenn es ein Erzeugendensystem von M iiber
R gibt, welches nur aus homogenen Elementen besteht. Offenbar ist dies genau dann
der Fall, wenn M als R-Modul endlich erzeugt ist, und genau dann, wenn es eine
exakte Sequenz der Form

1=1
gibt.
(4) M ist genau dann (endlich erzeugt) graduiert projektiv, wenn M direkter Sum-
mand eines (endlich erzeugten) graduiert freien R-Moduls ist. O

(1.10) Definition: Seien K = @ K;, R = @ R;, H-graduierte k-Algebren, K sei
kommutativ. R heifit graduierte K-Algebra, wenn R eine K-Algebra ist, so daf}
Kylp C Ry, fiir jedes h € H gilt. R heifit endliche graduierte K-Algebra, wenn
R zusitzlich endlich erzeugt als (graduierter) K-Modul ist. O
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(1.11) Die Kategorie mod” (R). Sei M ein H-graduierter R-Modul. M heiBt gra-
duiert endlich présentiert, wenn es eine exakte Sequenz der Form

E F M 0

gibt, mit endlich erzeugten graduiert freien F; und F5. Die volle Unterkategorie von
Mod” (R), die aus den graduiert endlich prisentierten Objekten besteht, wird mit

mod” (R)

bezeichnet. Mit Hilfe des Kern-Cokern-Lemmas (vgl. Popescu [23, 4.11.9]) zeigt man
die folgenden Aussagen:

(1) M € Mod”(R) ist genau dann graduiert endlich prasentiert, wenn M endlich
erzeugt ist und fiir jede erakte Sequenz in Mod™ (R)

0 K F M 0,

wobei F' endlich erzeugt ist, folgt, dafy K endlich erzeugt ist (vgl. Bourbaki [13, 1.2.8]).
(2) mod™(R) ist gegendiber Bildung von endlichen direkten Summen abgeschlossen,
d.h. mod™ (R) ist additiv. Allgemeiner:

(3) mod” (R) ist gegeniiber Erweiterungen abgeschlossen.

(4) Seien M, N € mod” (R) und f € Homg(M, N). Dann gilt Coker f € mod” (R).
Aus (1) leitet man leicht ab:

(5) mod™ (R) ist gegen direkte Summanden abgeschlossen. O

(1.12) Das homogene Radikal. Nakayama-Lemma. (1) Die homogenen Unter-
moduln von R heiflen homogene Linksideale. Die homogenen Rechtsuntermoduln von
R heiflen homogene Rechtsideale. Ein homogenes Ideal ist eine Teilmenge von R, die
sowohl homogenes Linksideal als auch homogenes Rechtsideal ist. Analog dem ungra-
duierten Fall definiert man maximale homogene (Links-/Rechts-) Ideale von R. Mit
dem Lemma von Zorn folgt, daf jedes homogene Linksideal # R in einem maxima-
len homogenen Linksideal enthalten ist. R heifit graduiert lokal, wenn R genau ein
maximales homogenes Linksideal enthilt; dies ist dquivalent dazu, daffl R genau ein
maximales homogenes Rechtsideal enthilt.

R ist ein graduierter Schiefkérper oder eine graduierte Divisionsalgebra, falls jedes
homogene Element # 0 in R invertierbar ist.

(2) Sei M ein H-graduierter R-Modul. Dann ist der Annulator

Ammg(M)={r e R|rM =0}

von M ein homogenes Ideal in R.

(3) Sei M # 0 ein H-graduierter R-Modul. M heif3t graduiert einfach, wenn M
keine echten homogenen Untermoduln hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn ein
maximales homogenes Linksideal m in R und ein h € H existiert, so dafl

M ~ (R/m)(h)
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gilt, vgl. [21, Lemma 1.7.2].
M +# 0 heif3it konzentriert, wenn ein h € H existiert, so dal nur die hA-te Komponente
von M ungleich 0 ist.
(4) Sei rad”(R) der Durchschnitt aller maximalen homogenen Linksideale. Wie im
ungraduierten Fall weist man nach, daf rad” (R) identisch mit den folgenden Mengen
ist:

Durchschnitt aller maximalen homogenen Rechtsideale;

Durchschnitt der Annulatoren von allen graduiert einfachen R-Linksmoduln;
Durchschnitt der Annulatoren von allen graduiert einfachen R-Rechtsmoduln.
Insbesondere ist rad” (R) ein homogenes Ideal in R. rad” (R) heiBt das homogene

(Jacobson-) Radikal von R. Sei x;, € Ry, fiir ein h € H. Dann gilt

z, € rad?(R) <= 1—ax,y_, ist Einheit in Ry fiir jedes y_, € R_},
<= 1 —y_px, ist Einheit in Ry fiir jedes y_, € R_},.

(Man kann z.B. die Beweise aus Lam [18, (4.1)—(4.5)] auf den graduierten Fall iiber-
tragen.) Fiir b = 0 erhélt man speziell

rad” (R) N Ry = rad(Ry).

Ich werde in (1.13) ein allgemeineres Resultat zeigen. Das Nakayama-Lemma fiir
graduierte Algebren lautet:
(5) Sei a ein homogenes Linksideal in R. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) a C rad” (R).

(b) Fiir jeden endlich erzeugten H-graduierten R-Modul M gilt:

aM =M = M =0.
(¢) Fiir alle H-graduierten R-Moduln N C M mit M/N endlich erzeugt gilt:
aM+N=M = N =M.

Beweis: Man iibertrigt den Beweis von Lam [18, (4.22)] auf den graduierten Fall.
UJ

Mit max;(Ry) bzw. max;’ (R) sei die Menge der maximalen Linksideale von Ry bzw.
die Menge der maximalen homogenen Linksideale in R bezeichnet.

(1.13) Lemma: Die Abbildung

max{’(R) — max;(Rp)
a —  afN Ry

18t bijektiv.
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Beweis: (1) Sei a maximales homogenes Linksideal in R. Dann ist ay := aN Ry ein
Linksideal # Ry. Dieses ist maximal in Ry: Sei x € Ry \ ao. Dann ist = ¢ a, also gilt
a+ Rr = R, es gibt also a € a, r € R mit a + rx = 1. Ohne Einschrinkung kann
man grad e = 0 und gradr = 0 annehmen. Dann folgt ay + Ryxr = Ry, und damit ist
ap maximal in Ry und die obige Abbildung ist wohldefiniert.

(2) Die Abbildung ist injektiv: Seien a, b maximale homogene Linksideale in R. Sei
ap ;= anN Ry und by := b N Ry, und es gelte ag = by. Sei x € a homogen, grad z = h.
Angenommen es gilt z ¢ b. Dann gilt b + Rx = R, also gibt es b € b, r € R mit
b+ rx = 1. Dabei kann man b und r homogen wihlen, gradb = 0 und gradr = —h.
Dann ist rz € ay und 1 — rz € by = ag, und es folgt 1 € ay im Widerspruch zu (1).
Es folgt also a C b. Ebenso folgt b C a.

(3) Die Abbildung ist surjektiv: Sei ay maximales Linksideal in Ry. Sei a das von ay
in R erzeugte homogene Linksideal. Es gilt dann a N Ry = ay und a # R. Es gibt
ein maximales homogenes Linksideal m in R, welches a enthilt. Dann folgt mit (1):
mnN Ry = ag. O

(1.14) Korollar: R ist graduiert lokal, genau wenn Ry lokal ist. 0

§2 Krull-Schmidt-Zerlegungen und projektive Hiillen

In diesem Abschnitt sei H eine beliebige Gruppe (additiv geschrieben), £k ein kom-
mutativer Ring und R = @ Ry, eine H-graduierte k-Algebra. Es sollen hier Eigen-
schaften von R untersucht werden, die implizieren, daf} sich die endlich présentierten
H-graduierten R-Moduln eindeutig in Unzerlegbare zerlegen lassen. Danach wird ein
Kriterium fiir die Existenz von projektiven Hiillen in mod” (R) angegeben.

Sei C eine additive Kategorie. C heifit Krull-Schmidt-Kategorie, wenn zu jedem X € C
Objekte X1,..., X, € C existieren, so da} End¢(X;) lokal ist (: =1,...,n) und

X:Xl@...@Xn

gilt. In einer additiven Kategorie ist eine derartige Zerlegung bis auf Isomorphie und
Reihenfolge der Summanden eindeutig (der Beweis des Satzes von Krull-Schmidt in
Pierce [22, 5.4] 148t sich so modifizieren, daf} er fiir beliebige additive Kategorien
richtig ist). Jedes unzerlegbare Objekt in einer Krull-Schmidt-Kategorie hat einen
lokalen Endomorphismenring.

(2.1) Lemma: Sei k ein Kdrper. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Fiir alle h € H gilt dimy, Rj, < c0.
(2) Fiir jeden endlich erzeugten H -graduierten R-Modul M = @ My, gilt

dim; M, < oo
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fiir alle h € H.
(3) Fiir alle endlich erzeugten H-graduierten R-Moduln M und N gilt

dimg (Hompg(M, N)) < co.

Beweis: (1)=(2): Es gibt einen Epimorphismus der Form

D R(hi) —7> M — 0,
=1

)

mit h; € H, i =1,...,n. Sei F:= @, R(h;), und sei h € H. Die h-te Komponente
von F'ist
Fy, =P Rusn,,

i=1

und nach (1) ist diese endlichdimensional. Durch Einschrinkung von o auf F}, erhélt
man die exakte Sequenz von k-Vektorrdumen

F M, 0,

also ist auch M, endlichdimensional.
(2)=(3): Seien M = @ M;, und N = @ N,, endlich erzeugt. Sei h € H. Dann ist

Hompg(R(h), N) ~ N_,
endlichdimensional, und es folgt, da§ auch Hompg(F, N) endlichdimensional ist fiir

jeden endlich erzeugten graduiert freien R-Modul F'. Es gibt ein solches F', so daf} die
Sequenz

F——M-—0

exakt ist. Man erhélt die exakte Sequenz von k-Vektorrdumen
0 — Hompg (M, N) — Hompg(F, N),

und damit ist auch Homg(M, N) endlichdimensional iiber k.
(3)=(1): Fiir jedes h € H ist

Ry, ~ Homg(R, R(h)),
also endlichdimensional. O

H-graduierte k-Algebren, wie sie im Lemma beschrieben werden, sind eine natiirliche
Verallgemeinerung von endlichdimensionalen Algebren.
Die folgende Aussage ist eine Variante von Fittings Lemma.
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(2.2) Lemma: Sei k Kérper und M ein H-graduierter R-Modul mit der Eigenschaft
n = dimy(Endg(M)) < co. Fir jedes f € Endg(M) gilt

M = Ker f*" & Im f".

Beweis: fO f!,..., f" sind linear abhingig iiber k, es gibt also ag,...,a, € k,
nicht alle 0, mit 37" a; f* = 0. Sei m := min{i | a; # 0} < n. Dann ist

fm:_ Z alfz

i=m+1 Qm

Es folgt Im f™ C Im f™*! und Ker f™*!' C Ker f™. Der Rest folgt dann wie in
Anderson-Fuller [1, 11.6] oder Pierce [22, 5.3]. O

(2.3) Korollar: Sei k Kérper. Es gelte dimy Ry, < oo fiir alle h € H. M sei endlich
erzeugter H-graduierter R-Modul. Dann gilt: M ist unzerlegbar in Mod™ (R), genau
wenn Endg(M) lokal ist.

Beweis: Ist M unzerlegbar, so ist nach (2.1) und (2.2) jedes f € Endg(M) inver-
tierbar oder nilpotent, und Endg(M) ist dann lokal. O

(2.4) Korollar: Sei k Kirper. Es gelte dimy R, < oo fiir jedes h € H. Dann ist
mod” (R) eine Krull-Schmidt-Kategorie.

Beweis: Sei M € mod”(R), und es gelte
M=M®®---& M
mit graduierten M; # 0. Dann gilt ¢ < dimg(Endg(M)), denn es ist
Endg(M) ~ Homg(M,, M) @ - - - ® Hom g(M;, M)

und alle Homg(M;, M) # 0. Damit l&8t sich M in endlich viele Unzerlegbare in
mod” (R) zerlegen.

Sei M unzerlegbar in mod” (R). Wegen der Abgeschlossenheit von mod” (R) gegen
direkte Summanden ist Endg (M) lokal nach (2.3). O

Alle bisherigen Aussagen dieses Abschnitts bleiben richtig, wenn man den Kérper k&
durch einen kommutativen artinschen Ring und ’endliche Dimension’ durch ’endliche
Lange’ ersetzt.

(2.5) Projektive Hiillen. Sei M ein H-graduierter R-Modul.
(1) Ein homogener Untermodul K C M heift klein in M (Notation: K < M), falls
fiir jeden homogenen Untermodul . C M aus K + L = M schon L = M folgt.
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(2) Ist M endlich erzeugt, so gilt rad” (R)M < M nach Nakayama (1.12)(5).

(3) Ein Epimorphismus von H-graduierten R-Moduln f : M — N heifit iiberfliissig,
falls Ker f < M gilt.

(4) Ein Epimorphismus

P—f>M—>0

mit graduiert projektivem P heifit eine (graduiert) projektive Hiille von M, falls f
iberfliissig ist.
(5) Sei

P—f>M—>O

Epimorphismus mit graduiert projektivem P. Dies ist genau dann eine projektive
Hiille von M, falls fiir jedes graduierte K und jedes g € Hompg(K, P) gilt: Ist fg
Epimorphismus, so ist ¢ Epimorphismus, vgl. Anderson-Fuller [1, 5.15].

(6) Sei f : M —> N ein iiberfliissiger Epimorphismus und p : P — M ein Ho-
momorphismus von H-graduierten R-Moduln. Dann ist p projektive Hiille von M,
genau wenn fp projektive Hiille von N ist, vgl. [1, 27.5].

(7) Falls projektive Hiillen zu M existieren, so sind sie (bis auf Isomorphie) eindeutig
bestimmt, vgl. [1, 17.17].

(8) R heif3t graduiert semiperfekt, falls jeder endlich erzeugte graduierte R-Modul
eine projektive Hiille besitzt. 0]

R heif3t graduiert halbeinfach, wenn es einfach graduierte R-Untermoduln Sy, ..., S,
von R gibt mit R=5,®---&95,.

Der néchste Satz impliziert insbesondere, daf rnodH(R) projektive Hiillen besitzt,
falls R graduiert lokal ist oder die Eigenschaften aus Lemma (2.1) besitzt. Der Beweis
liefert eine Konstruktion der Objekte in pro” (R).

(2.6) Satz: (1) R ist genau dann graduiert halbeinfach, wenn Ry halbeinfach und
rad” (R) = 0 ist.

(2) R ist genau dann graduiert semiperfekt, wenn Ry semiperfekt ist; in diesem
Fall sind projektive Hiillen endlich erzeugter graduierter R-Moduln graduiert endlich
prasentiert.

(3) Sei R graduiert lokal. Dann ist jeder endlich erzeugte graduiert projektive R-Modul
graduiert frei.

Beweis: (1) (=): Sei R = S1 @ --- @ S, mit graduiert einfachen S; C R. Es gilt
dann S; = Re; mit Idempotenten e; € Ry (i = 1,...,n), e;e; = 0 (i # j) und
l=e;+ - +e,. Esfolgt

Rg = R061 @@Roen

Es ist R(1 — e;) maximales homogenes Linksideal in R, also ist Ro(1 —¢;) = R(1 —
e;) N Ry maximales Linksideal nach (1.13), und damit ist Rye; minimales Linksideal
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(#0)in Ry (i =1,...,n). Weiter gilt

rad”(R) ¢ [\ R(1 —¢;) = 0.

=1

(«<): Sei Ry = Roey @ - - - ® Rye,, mit minimalen Linksidealen Rye; in Ry und ortho-
gonalen Idempotenten e; € Ry (i =1,...,n), 1l =e; +---+¢,. Dann gilt

R=Re;  ®---® Re,.

Angenommen, fiir ein i € {1,...,n} ist R(1—e;) nicht maximal homogen. Nach (1.13)
existiert ein maximales homogenes Linksideal m; D R(1—e;) mit m;NRy = Ry(1—e¢;),
und es gibt x € m; mit x ¢ R(1 —¢;), gradz = h. Es ist x = (1 — ¢;) + ze;, und
ze; # 0. Wegen rad” (R) = 0 gibt es ein maximales homogenes Linksideal m, welches
xe; nicht enthilt. Dann m + Rxe; = R, also gibt es y € m, r € R, grady = 0,
gradr = —h mit 1 =y + rxe;. Es gilt aber

ree; € m; N Re; N Ry = Ry(1 — ¢;) N Roe; = 0,

damit 1 € m, Widerspruch. Es folgt, dal die Re; einfach graduiert sind, und R ist
graduiert halbeinfach.

(2) (=): Sei Sy einfacher Ry-Modul. Dann existiert ein maximales Linksideal mg in
Ry mit Ry/my ~ Sp. Nach (1.13) existiert ein (maximales) homogenes Linksideal m
in R mit mN Ry = my. Sei S := R/m und

P—S5——0

projektive Hiille von S. Da man auch den kanonischen Epimorphismus R — S hat,
folgt aus einer graduierten Version von [1, 17.17], da8 P ein direkter Summand von R
ist, ohne Einschrinkung P = Re, e € Ry. Dann ist die nullte Komponente Py, = Rye
von P direkter Summand von Ry, also projektiv, und die nullte Komponente von f

Py L 5y —>0

ein Epimorphismus. Sei K := Ker f mit nullter Komponente K, = Ker f;. Sei X ein
Untermodul von Py mit Ky + X = F,. Dann gilt K+ RX = P, und da K < P, folgt
RX = P, also X = Py. Damit Ky < Py, und fj ist projektive Hiille von Sp. Nach [1,
27.6] ist Ry semiperfekt.

(«<=): Zur Abkiirzung sei J = rad”(R), Jy = rad(R,), R = R/J und Ry = Ry/.J,. Es
existieren orthogonale Idempotente e; € Ry mit einfachen Rye;/.Jye; und

Ry = Roe1 @ - -+ © Roen.
Seien e, =¢e; +Jy=¢;+J (i =1,...,n). Es ist dann

Rozﬁoélea"'eaﬁoén



§2 KRULL-SCHMIDT-ZERLEGUNGEN UND PROJEKTIVE HULLEN 15

und Rye; einfach (i = 1,...,n), vgl. [1, 17.20+27.6]. Aus Beweisteil (1): Die Re; sind
einfach graduiert und

R=Rée; ®--- @ Re,

ist graduiert halbeinfach.
Sei M endlich erzeugter graduierter R-Modul. Dann ist M /JM endlich erzeugter
graduierter R-Modul, also existiert ein Epimorphismus der Form

59 R(hj) —= M/JM — .

Jj=1

Analog zu [1, 9.4] ist dann
@ Eéi(hj)gij ~ M/JM

j=11:i=1

mit Elementen ¢;; € {0,1}. Sei
P = 69 69 Rei(hj)aif.
j=1i=1
P ist graduiert projektiv, endlich préasentiert, und es gilt

P/JP ~ M/JM.

Nach Nakayama (1.12)(5) ist P — P/JP —— (0 projektive Hiille und JM < M.

Man erhélt das kommutative Diagramm, wobei die vertikalen Pfeile die kanonischen
Abbildungen sind:

P M

~

pP/JP

M/ JM.
Aus (2.5)(6) folgt, daB
P L, M——0

projektive Hiille von M ist. Also ist R graduiert semiperfekt.

(3) Sei R graduiert lokal. Im letzten Beweisteil kann man n = 1 und e; = 1 wéhlen.
Nach Konstruktion in (2) sind dann projektive Hiillen von endlich erzeugten gradu-
ierten R-Moduln graduiert frei und die Behauptung folgt. O
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§3 Die Begleitkategorie einer graduierten Algebra

An dieser Stelle soll noch eine andere Beschreibung von graduierten Algebren und
Moduln gegeben werden.

In diesem Abschnitt sei k& ein kommutativer Ring und H eine beliebige Gruppe (ad-
ditiv geschrieben).

(3.1) k-Kategorien. Eine k-Kategorie ist eine Kategorie C, deren Morphismenmen-
gen C(X,Y) Moduln iiber £ sind, so daf die Kompositionsabbildungen bilinear sind.
Ein k-Funktor zwischen zwei k-Kategorien C und D ist ein covarianter Funktor
F :C — D, so daf} die Abbildungen

F(X,Y):C(X,Y) — D(F(X), F(Y))

Homomorphismen von k-Moduln sind. O

(3.2) Die Begleitkategorie. Sei R = @ R), eine H-graduierte k-Algebra. Sei A die
k-Kategorie, die aus der Objektmenge H und den Morphismenmengen' A(g,h) =
Ry,_, fiir alle g, h € H besteht. Die Komposition von Morphismen ist durch die
Multiplikation in R gegeben. Diese k-Kategorie wird mit [H; R| bezeichnet und heifit
die Begleitkategorie von R. 0l

(3.3) Beispiele: (1) Sei H = Z und R = k[X] mit grad X = 1. Sei @ der Kocher

-2 -1 0 1 2

Die Pfeile stehen hier fiir die Multiplikation mit X. Die Begleitkategorie [Z; R] ist
Aquivalent zu der Wegekategorie? k@ von Q.
(2) Sei H =7 und R = k[X,Y] mit grad X = 2, gradY = 3. Sei @ der Kocher

-2 0 2 4 6

Hierbei stehen die horizontalen Pfeile fiir die Multiplikation mit X, die iibrigen fiir
die Multiplikation mit Y. Dann ist [Z; R] dquivalent zu k@) modulo der Kommutati-
vitétsrelation XY — Y X.

(3) Sei H =7 und R = k[X,Y]/(X3 — Y?) mit grad X = 2, gradY = 3. Sei Q der
Ko6cher aus Beispiel (2). Dann ist [Z; R] dquivalent zu k@ modulo der Kommutati-
vititsrelationen XY — VX, X3 — V2, O

!Hier wird nicht verlangt, daf§ die Morphismenmengen disjunkt sind. Durch Indizierung kénnte
man dies stets erreichen.
2Zur Definition der Wegekategorie eines Kochers vgl. [17, 2.1].
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Sei A eine kleine k-Kategorie (d.h. eine k-Kategorie, deren Isomorphieklassen eine
Menge bilden?). Die Kategorie aller k-Funktoren von A nach Mod(k) mit den natiirli-
chen Transformationen als Morphismen wird mit Mod A bezeichnet. Deren Objekte
heiBen A-Moduln. Ubliche modultheoretische Begriffe werden komponentenweise de-
finiert (vgl. [23, 3.4]).

(3.4) Satz: Sei R eine H-graduierte k-Algebra. Der k-Funktor
Mod[H;R] — Mod”(R)
D : F — @hEH F(h)
(M)ner Sy
ist eine Aquivalenz von k-Kategorien.

Beweis: Dies findet man in [16, 1.1.3]. O

(3.5) Korollar: Sei R eine H-graduierte k-Algebra. Mod" (R) ist eine Grothendieck-
Kategorie. Insbesondere hat Mod™ (R) injektive Hiillen und beliebige direkte Summen.

Beweis: Dies folgt aus Popescu [23, 3.4.243.4.6]. O

84 Graduierte Cohen-Macaulay Moduln

In diesem Paragraphen sei k£ ein Korper und H eine beliebige Gruppe.
Die Polynomalgebra K = k[X7, ..., X4] in d Unbestimmten sei H-graduiert,

K = K,

heH

so daf} folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(a) Ky = k, (b) alle Unbestimmten X; sind homogen und (c) alle Komponenten K},
sind endlichdimensional iiber k.
K ist kommutativ, noethersch, graduiert lokal und m = (X3,...,X,) das einzige
maximale homogene Ideal in K, und es gilt K/m = k.

(4.1) Definition: Sei R eine endliche H-graduierte K-Algebra und M ein endlich

erzeugter H-graduierter R-Modul. M heif3t graduierter Cohen-Macaulay Modul, falls

M graduiert freier K-Modul ist. R heif3t graduierte Cohen-Macaulay K-Algebra, falls

R ein graduierter Cohen-Macaulay Modul iiber R ist. Die volle Unterkategorie von

mod” (R), die aus den graduierten Cohen-Macaulay Moduln besteht, wird mit
CM7(R)

(genauer: CMZ(R); beachte aber (4.2)) bezeichnet. O

3Diese Kategorien heilen hiufig auch skelett-klein.
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In der kommutativen Algebra definiert man fiir einen endlich erzeugten Modul M
iiber einem kommutativen noetherschen lokalen Ring (S, p) die Tiefe

depth(M) = inf{n > 0 | Ext%(S/p, M) # 0}.

Diese Zahl ist gleich der Linge einer maximalen reguldren M-Folge in p. M heifit
maximal Cohen-Macaulay, falls depth M = dim S (Krulldimension von S) gilt. Ist S
regulér, so ist S ein Cohen-Macaulay Ring (ein maximaler Cohen-Macaulay Modul
iiber sich). Mit einer Dimensionsformel von Auslander und Buchsbaum? zeigt man,
daf ein endlich erzeugter S-Modul iiber einem regulér lokalen Ring S maximal Cohen-
Macaulay ist, genau wenn er frei ist.

Dies 1488t sich auf den graduierten Fall {ibertragen. Der Polynomring K ist ein gradu-
iert regulir lokaler Ring, und es gilt: CM* (R) besteht gerade aus den M € mod” (R),
die graduierte maximale Cohen-Macaulay Moduln {iber K sind.

Ferner liefern diese Argumente die folgende Aussage, welche in Kapitel 4 benétigt
wird.

(4.2) Lemma: Sei K' = k[Y1,...,Yy] eine H-graduierte Polynomalgebra in d Unbe-
stimmten, die obige FEigenschaften (a)—(c) erfillt. Weiter sei die Polynomalgebra K
ein endlich erzeugter graduierter K'-Modul. Ist M € modH(K), so gilt:

M ist graduiert frei iber K, genau wenn M graduiert frei iber K' ist. O

(4.3) Satz: FEs sei R eine endliche H-graduierte K-Algebra. Dann gelten die folgen-
den Aussagen:

(1) Die homogenen Komponenten von R sind endlichdimensional iber k.

(2) R ist graduiert semiperfekt, d.h. mod” (R) besitzt projektive Hiillen.

(3) CM™(R) ist abgeschlossen beziiglich endlichen direkten Summen, direkten Sum-
manden, Isomorphismen und Verschiebungen.

(4) CM"(R) ist eine Krull-Schmidt-Kategorie.

(5) Ist

0 A B C 0

eine exakte Sequenz in Mod™ (R) mit C € CM™(R), s0 ist A € CMT(R), genau wenn
B € CM#(R) ist. Insbesondere ist CM™ (R) gegen Erweiterungen abgeschlossen.

(6) Sei zusitzlich R eine graduierte Cohen-Macaulay K -Algebra. Dann gilt pro™ (R) C
CMA(R). Sei C € CM*(R). Genau dann ist C (graduiert) projektiv, wenn jede exvakte
Sequenz

0 A B C 0
mit A, B € CM"(R) aufspaltet.

Beweis: (1) folgt aus (2.1).
(2) folgt aus (1) und (2.6)(2).

*Vgl. Matsumura [19, Thm. 19.1].
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(3) Aus (2.6)(3) folgt, daB CM™ (R) gegen direkte Summanden abgeschlossen ist. Der
Rest ist klar.

(4) Da CM*(R) gegen direkte Summanden abgeschlossen ist, folgt dies aus (2.4).
(5) Die exakte Sequenz aus (5) des Satzes spaltet {iber K auf, da C' graduiert projektiv
iiber K ist. Also gilt B ~ A @ C' als graduierte K-Moduln. Dann ist aber klar, dafl
B endlich erzeugter graduiert freier (projektiver) K-Modul ist, genau wenn es A ist.
(6) prof (R) c CM"(R) folgt aus der Voraussetzung R € CM"(R) und (3).

Ist C' projektiv, so spaltet natiirlich jede exakte Folge wie in (6) auf. Spalten umge-
kehrt alle exakten Folgen wie in (6) auf, so insbesondere die exakte Folge

0—=A—sp-—Loc—so,

wobei f projektive Hiille von C' ist und A = ker f, denn es ist P € CM”(R) und
nach (5) auch A € CM¥(R). Dann ist aber C als direkter Summand von P selbst

projektiv. O
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Kapitel 11

Vervollstandigung Z-graduierter
Moduln

In diesem Kapitel wird der Komplettierungsfunktor fiir Z-graduierte Moduln ein-
gefiihrt. Hauptergebnis dieses Kapitels ist, dafl der Komplettierungsfunktor Unzer-
legbarkeit, bewahrt.

§5 Grundlegende Eigenschaften

In diesem Paragraphen werden jetzt speziell nur Z-graduierte Algebren und Moduln
betrachtet. Fiir den Rest des Paragraphen sei k£ ein kommutativer Ring und

R=@R,

neZ

Z-graduierte k-Algebra mit der zusitzlichen Bedingung, dafl es ein ny € Z gibt mit
R, = 0 fiir alle n < ny.

Man setzt R
R = H R, .

R ist ein k-Modul. Fiir r = (rn)nez € R verwendet man die Potenzreihenschreibweise

r:ZrHT”.

nez

Auf R wird eine Multiplikation wie folgt erklirt:

(Z rnT") (ngsnT") = Z( Z Tqu)Tn )

nez n€eZ p+q=n
Man beachte, daf in der inneren Summe nur endlich viele Elemente # 0 aufsummiert

werden. Damit wird R zu einer k-Algebra.

(5.1) Definition: Die k-Algebra R heiBt die Vervollstindigung (oder Komplettie-
rung) von R. O
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Sei M = @,,c7, M, ein Z-graduierter R-Modul, und es gebe ein my € Z mit M, =0
fiir n < my. Auch fiir den k-Modul

M:zHMn

neZ

benutzt man die Potenzreihenschreibweise x = Y, o7 2, T™ fiir * = (2)pez. Auf M
erklart man eine R-Modul-Struktur: Fir r = Y, c;m1" € R, v = Y 72, 1" € M

setzt man
re = Z( Z rpxq)T” .

nezZ p+q=n

Auch hier ist die innere Summe wohldefiniert.

(5.2) Definition: Sei M = @, M, ein Z-graduierter R-Modul mit M, = 0 fiir
n < mg. Der R-Modul M heifit die Vervollstindigung (oder Komplettierung) von M.
O

(5.3) Die Kategorie Modg(R). Die volle Unterkategorie von Mod”(R), die aus
allen Z-graduierten R-Moduln M = @ M, besteht, fiir die es ein my = mo(M) € Z
gibt mit M,, = 0 fiir alle n < mg, wird mit

ModZ (R)

bezeichnet. Offensichtlich gilt: Fiir eine exakte Sequenz in Mod”(R)

0 M, M, M; 0

ist My € Mod” (R), genau wenn M,, Mz € ModZ (R). O

(5.4) Bemerkung: Seien M, N € Mod”(R) endlich erzeugt. Dann gilt:
(1) M € Mod” (R).
(2) HOMg(M, N) € ModZ (k).

Beweis: (1) Es gibt einen Epimorphismus der Form

(%) & R(my) -7 M —= 0,

=1

mit ganzen Zahlen m;. Mit R ist auch R(m;) € Mod% (R) fiir jedes i € {1,...,n}, und
es folgt @, R(m;) € Mod% (R). Weil o ein Epimorphismus ist, folgt die Behauptung.
(2) Mit (%) aus (1) ergibt sich die exakte Sequenz von graduierten k-Moduln

n

i=1
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Es geniigt also zu zeigen, da HOMg(R(m), N) € Mod’ (k) fiir jedes m € Z gilt. Mit
(1.8) folgt

HOM (R ~ PN, = N(—m),
PEL
und nach (1) folgt, da N(—m) endlich erzeugt ist, die Behauptung. O

(5.5) Der Komplettierungsfunktor. Seien M = @ M,, N = @ N,, € Mod’. (R)
und sei f € Homp(M, N). Man definiert ein f € Homs (M N) wie folgt: Se1 r =

Yoner T € M. Setze
= Z f(z,)T

ne”

Man priift leicht nach, daB f wirklich ein Element von Homﬁ(ﬁ/f\ N ) ist, und daf fiir
f, g € Homg(M, N) die Beziehung

f+g9=f+g

gilt. Fiir komponierbare Homomorphismen f und ¢ in Modg(R) gilt

fog=1rg
Ferner ist
1y = 1]@.

Man erhéilt also einen covarianten additiven Funktor
= : Mod% (R) — Mod(R),

den Komplettierungsfunktor. Insbesondere ist

— —~ o~

Me&N~Me&N.

(5.6) Lemma: Sei n € Z. Fir jedes M € Mod” (R) gibt es eine natiirliche Isomor-
phie von R-Moduln

——

M(n) ~ M.
Beweis: Sei M = @ M, € Mod”(R), n € Z. Es gilt

:HMHnZHMz:

I€Z leZ

Man priift leicht nach, dafl dies eine natiirliche Isomorphie von R-Moduln ist. 0
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(5.7) Lemma: Der Komplettierungsfunktor ist exakt und treu. Insbesondere gilt:
FEine Sequenz

M1—f>M2—g>M3

m Modg(R) ist genau dann exakt, wenn die komplettierte Sequenz

M, = M, —= M
in Mod(R) exakt ist.

Beweis: Seien M, N € Mod”Z(R) und f € Hompg(M, N). Fiir jedes n € Z sei
fn: M, — N,, die Einschrinkung von f auf M,. Dann gilt f = & f, und f =TI fn.
Es folgt dann

f=0 <= [=0,

also ist - treu. Weiter gilt
Ker f = @Kerfn, Im f = @Imfn,

Ker f = [I Ker fa, Im f = [Im fn,

vgl. Anderson-Fuller [1, 6.25], und die Aussage mit den exakten Sequenzen folgt dann
sofort. OJ

(5.8) Korollar: Sei M € Mod”(R) endlich erzeugt. Ist xy,...,z, ein endliches ho-
mogenes Erzeugendensystem von M, so ist dies auch ein Erzeugendensystem des
R-Moduls M. Insbesondere gilt RM = M.

Beweis: Man wendet (5.7) an auf die exakte Sequenz

@ R(—mz) —U> M —— O,

i=1

wobei m; = gradx; (i = 1,...,n). Ist ey,...,e, die homogene Standardbasis von
? L R(—m;), so gilt o(e;) = xl, und damlt d(e;) = x;. Nun hat man einen R-
[somorphismus

f:ﬁ”—>éR(—

=1

der die Standardbasiselemente von R auf die ¢; abbildet. Man erhilt also den Epi-
morphismus

P
R" — M — 07
und die Behauptung folgt. O



24 VERVOLLSTANDIGUNG Z-GRADUIERTER M ODULN

5.9) Korollar: Sei M € Mod” (R). Dann gilt:
>
(1) M € mod”(R) = M € mod(R).
2) M unzerlegbar =—> M wunzerlegbar.
(2) g g N
(3) M endlich erzeugt graduiert projektiv = M projektiv. O

(5.10) Korollar: Seien M, N € Mod (R) und f € Homg(M, N). Dann gilt
K/e;f = Ker f, Cﬁ(eTf — Coker f, Iﬁ\f = Im f.

Ist N ein homogener Untermodul von M, so gilt ]\7/7\7 = ]\/Z/Z/V\

Beweis: Die Aussagen folgen aus der Exaktheit des Komplettierungsfunktors oder
aus dem Beweis von (5.7). O

(5.11) Korollar: Es ist
HOMg(—, —) : mod%(R) x mod%(R) —s Mod(k)

ein additiver Bifunktor, contravariant linksexakt in der ersten und covariant linksex-
akt in der zweiten Variablen.

L —

Beweis: Nach (1.7), (5.4)(2) und (5.7), da HOMg(—, —) die Komposition der Funk-
toren ~ und HOMpg(—, —) ist. O

Seien M, N € mod”(R). Nach (5.4) kann man HOMg (M, N) komplettieren. Anderer-
seits kann man M und N erst komplettieren und dann die Homomorphismenmenge
betrachten. Eine natiirliche Frage ist, ob man dabei dasselbe erhilt, ob also, grob ge-
sprochen, Homomorphismenbildung und Bildung der Vervollstdndigung vertauschbar
sind. Die Antwort auf diese Frage ist positiv, wie der nichste Satz zeigt. Dazu einige
Vorbereitungen.

L —

Sei f € HOMg(M,N). Es ist dann f = Y,z fuT™, wobei f, Homomorphismen
von M nach N vom Grad n sind fiir jedes n € Z. Man definiert eine Abbildung

f: M —s N durch X
flx)=22 > folw)T"

nezZ p+q=n

fiir jedes v = Y, cpx,T" € M (man vergleiche (5.5); dort ist f in einem anderen
Kontext erkldrt). Es ist f € Homgz(M,N): Klar ist, da f additiv ist. Sei r =
SrpI™ e Rund z = S, I € M. Dann folgt

~

forz) = 33 H(X ma)Tm =3 3 > flra)T"

nEZp+qg=n 1+j=¢q NEZp+q=n i+j=q

= > ¥ )T = Y (X film))T"

nEZp+q=nit+j=q neZ pt+qg=n i+j=¢q
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= (X Y fHlz)T") =rf(x).

nezZ pt+q=n
Durch die Zuordnung f — f erhéilt man also eine Abbildung
b : HOMp(M, N) — Hom (M, N),

und ohne Schwierigkeiten sieht man, daf§ dies ein Homomorphismus von k-Moduln
ist. Es wird nun gezeigt, dafl ¢»s n ein funktorieller Isomorphismus ist.

(5.12) Satz: Seien M, N € mod”(R). Es ist
éurn : HOM (M, N) —> Hom (M, N)

eine in M und N natirliche Isomorphie von k-Moduln.

Beweis: (1) Zunéchst wird die Natiirlichkeit in der ersten Variablen gezeigt. Seien
My, My € mod”(R) und f € Homg (M, My). *f := HOMg(f, N) ist definiert durch:
Fiir jedes h = 3 h,,7™ € HOMg(M,, N) sei

“f(h) =" hy, fT" € HOMz(M,, N).
f = Homﬁ(f, N) wird so definiert: Ist g € Homﬁ(f/[\g, N), so sei
f(9) = gf € Homy(M;, N)

(f wie in (5.5) definiert). Es ist dann klar, daB das folgende Diagramm kommutiert.

_— “f _—
HOMR(MQ,N) HOMR(Ml,N)
dMy N dry N

Hom(Ma, N)

Homg (M, N)

(2) Zur Natiirlichkeit in der zweiten Variablen. Seien Ny, Ny € mod”(R) und f €

Homp(Ny, Ny). Es ist dann f* := HOMg(M, f) folgendermafBen definiert: Ist h =
S hT" € HOMg(M, 1), 50 ist

Fi(h) =3 fh,T" € HOMz(M, Ny).
Und f, := Homﬁ(]\?, f) ist so definiert: Fiir jedes g € Homﬁ(]\?,]vl) ist

f.(9) = fg € Homz(M, Ny).
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Auch hier folgt dann direkt die Kommutativitéit des Diagramms

—_— f* —_—
HOMg (M, N,) HOMg (M, N,)
én, Ny M, N,
Homﬁ(]\?,]vl) & Hom (M Ny) .

(3) ¢nr,v ist Isomorphismus:

(a) Sei zunédchst M = R(n) mit einem n € Z. Zur Abkiirzung sei ¢ = ¢rm) N
Es wird die Umkehrabbildung ¢ zu ¢ angegeben. Sei f : R(n) — R der natiirliche
Isomorphismus vom Grad n (d h. als Abbildung aufgefalit von R nach R ist f die

Identitét). Sei h € HomA(R( ), N). Fiir p € Z und z € R(n) sei
hy(z) = f(2)(hf ™ (1r))p-

Auf der rechten Seite ist dabei die (p—n)-te Komponente von Af~*(1z) in N berechnet
worden. Offensichtlich gilt mit dieser Definition h, € Hompg(R(n), N(p)). Setze jetzt

p(h) = 3" h,T" € HOMz(R(n), N).

PEZL

Sei © = Y 2,79 € R(n). Dann gilt

po(h) () = dM)(@) =3 X hyla)T' =3 S T (hf H(1w)ponT

= 2 % Srgmn) (b7 (W) T = (3 (i) ) (S (S Q) T7)
= W(X f@)f T (1R)TY) = h(z).

Iez
Sei jetzt h =Y h,T? € HOan), N). Dann ist

Yo(h) =p(h) =D h,T7,
PEL
mit b\ () = f(2)(hf " (1g))pn fiir jedes x € R(n), p € Z. Es folgt dann aber h, = h!,
fiir jedes p € Z, und damit ¢(h) = h. Insgesamt ist also ¢ die Umkehrabbildung zu
¢, also ein Homomorphismus von k-Moduln, und so ist ¢ = ¢r,),x ein Isomorphismus
von k-Moduln.

(b) Sei nun M endlich erzeugt graduiert frei. Hat M eine homogene Basis, die nur
aus einem Element besteht, so hat man den Fall (a). Andernfalls geht man induktiv so
vor: Man kann M zerlegen in M = M, @ My, wobei ¢y, n und ¢, n Isomorphismen
sind. Man hat dann die aufspaltende exakte Sequenz

0 M, M M, 0,
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und daraus erhélt man aus (1) das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

—

0 HOM g(M,, N) HOMp (M, N) HOMg(M,, N) 0
dMy,N |¢M,N dmy N
0 Hom (M2, N) Hom (M, N) Homz (M, N) 0.

Nach dem Fiinfer-Lemma ist ¢5s,n ein Isomorphismus.
(c) Sei nun M beliebig. Die exakte Sequenz

Fy F M 0,

wobei F} und F; endlich erzeugt graduiert frei, liefert mit (1) das kommutative Dia-
gramm mit exakten Zeilen

o — ——

0 HOMg (M, N) HOMg(F,, N) HOM g (F, N)
¢>M,N| OF N Pry,N
0 Hom (M, N) Homg(Fy, N) Homz(F, N).

Nach (b) sind ¢, y und ¢p, v Isomorphismen, also ist auch ¢ v ein Isomorphismus,
wieder nach dem Fiinfer-Lemma. O

Es sei ¢y := dprar fiir jedes M € mod”(R).

(5.13) Korollar: Sei M € mod”(R). Dann ist
6 : END (M) —> End(M)

ein Isomorphismus von k-Algebren.

Beweis: Eine Rechnung, die der im Vorspann zu Satz (5.12) dhnlich ist, zeigt fg=
Fg fiir £, g € (END(M)) .

O

§6 Unzerlegbarkeit

In diesem Paragraphen sei k£ ein Korper und

R=@R,

nez
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eine Z-graduierte k-Algebra, und es gebe ein ny € Z mit
R,, = 0 fiir alle n < ny.

Es soll hier untersucht werden, ob Unzerlegbarkeit unter Vervollstindigung erhalten
bleibt. Zunéchst wird gezeigt, dafl zwei unzerlegbare graduierte Moduln genau dann
bis auf Verschiebung isomorph sind, wenn ihre Vervollstidndigungen isomorph sind.

(6.1) Satz: Es gelte dimy R, < oo fiir jedes n € Z. Seien M, N € mod?(R), M
unzerlegbar, und es sei M ein direkter Summand von N. Dann gibt es ein d € Z, so
dafy M ein direkter Summand von N(d) ist.

Beweis: Seien f € Homﬁ(]\//f, ]/V\), g€ Homﬁ(]/\f\, ]\7) mit gf = 1. Nach Satz (5.12)
hat man f =% f,7", g = > g,1™. Es folgt

1= Z( Z gpfq)T",

nezZ p+q=n

und wenn man die nullte Komponente beider Seiten vergleicht:

ngpfp - 1M-

PEL

Da Endg(M) lokal nach (2.4) ist, gibt es ein d € Z mit: g_,f4 ist Einheit in Endg(M).
Es existiert also ein ¢ € Endg(M) mit

Iy = (69-a) fa-
Es ist f; € Hompg (M, N(d)), M ist also direkter Summand von N (d). O

(6.2) Korollar: Es gelte dimy, R, < oo fiir jedes n € Z. Seien M und N unzerlegbar
in mod”(R) mit M ~ N. Dann gibt es ein d € Z mit M ~ N(d).

Beweis: Nach (6.1) ist M direkter Summand von N(d) fiir ein d € Z. Da M # 0
und N(d) unzerlegbar ist, folgt M ~ N(d). O

(6.3) Korollar: Es gelte dimy R,, < oo fiir jedes n € Z. Sei M in mod”(R) unzer-
legbar. Ist M projektiv, so ist M graduiert projektiv.

Beweis: Ist M projektiv, also direkter Summand von ]:?”, so gibt es ein d € Z mit:
M ist direkter Summand von R(d)"™ ~ R™(d), also ist M projektiv. O

(6.4) Lemma: Sei S ein einfacher Z-graduierter R-Modul. Dann gilt:
(1) S ist einfacher R-Modul und S = S.
(2) Ist R graduiert lokal, so ist S konzentriert und einfacher Ry-Modul.
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Beweis: Es gibt ein maximales homogenes Linksideal m in R und ein n € Z mit
S ~ (R/m)(n). Ohne Einschréinkung sei n = 0 und S = R/m. Dann gilt S,, = 0 fiir
m < ng und m > —ny. Also hat S nur endlich viele homogene Komponenten # 0,
und damit S = S. S ist einfacher R-Modul: Sei z € S,z #0,

m
T = Z x,T"
n=ng
mit x,, #0, ng < m < —ng. Seiy :=x —x,, € S. Wegen Rx,, = S gibt esr € R
mit y = rz,,, und man kann r so wahlen, daf} alle homogenen Komponenten # 0
von r den Grad < 0 haben. Dann ist r nilpotent, also 1 + r Einheit in R, und aus
= (14 r)z,, folgt Rx = S.

Fiir graduiert lokales R ist R/m ein graduierter Schiefkérper mit nilpotentem nega-

tiven Anteil, also ist S = Sy einfacher Ry-Modul.
O

(6.5) Korollar: Es gilt
rad R C rad” R.

Beweis: Dies folgt mit (6.4) direkt aus (1.12)(4). O

(6.6) Korollar: Sei R endlichdimensional. Dann gilt
rad R = rad” R.

Beweis: R ist linksartinsche Algebra. Dann ist rad” R nilpotent (folgt wie im ung-
raduierten Fall), und mit [1, 15.19] folgt rad” R C rad R. O

Die Beweise der folgenden beiden Aussagen sind einfach. Ich lasse sie daher weg.

(6.7) Lemma: Sei R positiv graduiert, d.h. es gelte R, = 0 firn < 0. Ist R graduiert
lokal mit homogenem Radikal m, so ist R lokal mit Radikal ®. Es ist 1 = S, I e R
invertierbar, genau wenn xy € Ry invertierbar ist. I

(6.8) Lemma: Sei R kommutativ. Ist R graduiert lokal mit homogenem Radikal m,
s0 ist R lokal mit Radikal m. O

(6.9) Satz: Sei K = @ K, eine kommutative, zentrale Z-graduierte k-Unteralgebra
von R mit Ky =k, so daff R endlich erzeugter K-Modul ist. Dann gilt

—

rad” R = rad R.



30 VERVOLLSTANDIGUNG Z-GRADUIERTER M ODULN

Insbesondere: Ist R graduiert lokal, so st R lokal.

Beweis: K ist graduiert lokal. Sei m das maximale homogene Linksideal von K.
K/m ist ein (kommutativer) graduierter Schiefkdrper, dessen negative homogene
Komponenten nur nilpotente Elemente enthalten. Also gilt

K/m = Ko/mg = k.
mR ist ein homogenes Ideal in R. Mit dem Nakayama-Lemma (1.12)(5) gilt
mR C rad” R.

R/ rad” R ist endlich erzeugter K /m-Modul, also endlichdimensionale k-Algebra. Mit
(2.6)(1) folgt, daB
R/rad”’R=8,®---9 S,

mit einfach graduierten R-Moduln S; gilt. Aus (6.4) folgt dann:

o —

R/rad?R=R/rad’R=5,&---& S,

ist halbeinfach, also
raud(ﬁi/raudZ R) =0,
also radﬁ C rad%R.
(rad”R) CradR : Sei
A :=R/mR.
A ist Z-graduierte k-Algebra und endlichdimensional. m ist ein Primideal in K. Es

kann also nach m lokalisiert werden. Die K-Algebren k = K/m und k,, sind isomorph
(o = ¢ ist ein Isomorphismus). Sei

[':= Rn/mRy,.
Es folgt
F~An >R K/m®g K~ R K/m~ A

(Isomorphien von K-Algebren). Man kann also I’ mit einer Z-Graduierung versehen, I’
ist endlichdimensional, und nach (6.6) ist rad”T' = rad I". Aus dem Nakayama-Lemma
(ungraduiert) folgt mR,, C rad Ry,. Bezeichnet ¢) : A — T" obigen Isomorphismus,
so gilt dann

rad(Ry)/mRy = radT = 1)(rad” A) = (rad” R)/mRy,

also
(rad” R), = rad R,,.

Man hat die Ringhomomorphismen

P1 =~ P2

Ry R

m

-
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'z (s7!in K berechnet, siehe

wobei ¢; die kanonische Einbettung ist und y(%2) = s~
(6.8); es gilt K\ m C K \ i.) gilt. Setze ¢ := a1

Sei nun z = Y. 2, 7" € (rad” R) . Sei . =y + 2,

—no o0
y= > z,I" z= > z,T"
n=no n=—no+1

Es gilt y € rad”(R). Dann ist aber

% € (rad” R),, = rad Ry,

damit § + ¥ invertierbar in Ry, also 14y = ¢(1 + ¥) invertierbar in R. Nach (6.7)
sind 1 4 7z und 1 + zr invertierbar in R fiir alle r € R. Es gitl+x=1+y+ 2.

Seien 7 := (1+y)™ ", u:=(1+2r)"" und v’ := (1 4+ rz)~". Es folgt
QI+z)yru=((1+y)r+zrju=1+zrju=1
und
ur(l+z)=d'(r(l4+y)+rz)=d'(1+rz) =1.
Also ist 1 + = invertierbar in R. Es folgt

rad? R C rad R

(vgl. Pierce [22, 4.3 Cor. a]). Insgesamt gilt also die Gleichheit dieser Mengen.
Ist R graduiert lokal, so folgt dann mit (6.4)(2) R/ rad” R = Ry/rad Ry. Dann ist
R/rad R = Ry/rad Ry einfacher R-Modul, also R lokal. O

(6.10) Korollar: Sei K = @ K,, eine kommutative und noethersche Z-graduierte
k-Unteralgebra von R mit Kq =k, die zentral in R liegt, so daff R endlich erzeugter
K-Modul ist. Weiter gelte dimy, R,, < oo fir allen € Z. Sei M € modZ R. Dann gilt:
Ist M unzerlegbar, so ist End (M) lokal, insbesondere M unzerlegbar-.

Beweis: Sei

E := ENDg(M).
E ist ein Z-graduierter K-Modul. Sei F' endlich erzeugt graduiert frei mit der exakten
Sequenz

F—— M —0.

Daraus erhélt man die exakte Sequenz von K-Moduln
0 — HOMg(M, M) — HOMg(F, M).

Mit M ist auch HOMpg(F, M) endlich erzeugter K-Modul, und weil K noethersch ist,
ist auch £ = HOMg(M, M) endlich erzeugter K-Modul.

Sei nun M unzerlegbar. Dann ist nach (2.4) Endg(M) lokal und damit E graduiert
lokal nach (1.14). Nun kann (6.9) auf E statt I? angewandt werden, und es ergibt sich,
daB F lokal ist. Mit (5.13) folgt nun, daf End (M) lokal und damit M unzerlegbarer

R-Modul ist. |
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§7 Vervollstindigung Z-graduierter Cohen-Macaulay Moduln

Sei k ein Korper. Sei K = k[Xq,...,X,] eine Z-graduierte Polynomalgebra, K =
@ K, mit Ky = k und alle X; homogen. Ohne Einschrinkung seien die Grade der
Unbestimmten alle positiv’. m sei das von den Unbestimmten erzeugte maximale
homogene Ideal. Desweiteren sei R = @ R,, eine endliche Z-graduierte K-Algebra.
Ist 0; :=grad X; (i = 1,...,d), so gilt fiir jedes n € Z

K, = <X1a1...X;“d | a; > 0, Zaiai :n>,

insbesondere dimy, K,, < oo.

(7.1) Lemma: Die k-Algebren K und k[[X;...,X4]] sind isomorph. Insbesondere
ist K ein noetherscher, requldr lokaler Ring, der beziglich der m-adischen Topologie
komplett ist.

Beweis: Durch

Z ﬁ(al,...,ad)Xlal th X:jld — Z ( Z ﬁ(al,...,ad)X?I T X;d>Tn

(al,...,ad)ENg nez Zami:n
wird ein Isomorphismus k[[X ..., Xy]] — K definiert. O

R ist eine endliche K. -Algebra. Mit CM(R) wird die volle Unterkategorie aller M €
mod(R), die frei iiber K sind, bezeichnet. Deren Objekte heien Cohen-Macaulay
R-Moduln. mod(R) und CM(R) sind Krull-Schmidt-Kategorien (vgl. [18, (21.35)]).
Durch Einschrinkung des Komplettierungsfunktors erhilt man den Funktor

= : CM%(R) — CM(R).

Dieser Funktor wird im dritten Kapitel ausfiihrlich untersucht. Erste Aussagen folgen
jedoch unmittelbar aus dem vorangegangenen Abschnitt.

(7.2) Satz: (1) Sei M € CM?(R) unzerlegbar. Dann istﬁ e CM(R) unzerlegbar.
(2) Seien M und N unzerlegbar in CM%(R). Ist M ~ N, so gibt es ein n € 7 mit
M ~ N(n). O

R heifit von endlichem graduierten Cohen-Macaulay-Typ, falls es nur endlich vie-
le Verschiebungsklassen von unzerlegbaren graduierten Cohen-Macaulay Moduln in
CM?(R) gibt. Ebenso heifit R von endlichem Cohen-Macaulay-Typ, falls es nur end-

lich viele Isomorphieklassen von unzerlegbaren Cohen-Macaulay Moduln in CM(R)
gibt. Umformuliert lautet (7.2) dann so:

5Die Grade der Unbestimmten sind wegen Ky = k alle > 0 oder alle < 0.
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(7.3) Korollar: Der Komplettierungsfunktor
= CM%(R) — CM(R)

induziert eine injektive Abbildung von der Menge aller Verschiebungsklassen unzer-
legbarer graduierter Cohen-Macaulay Moduln iber R in die Menge aller Isomorphie-
klassen unzerlegbarer Cohen-Macaulay Moduln tber R. Ist R von endlichem Cohen-
Macaulay-Typ, so ist R von endlichem graduierten Cohen-Macaulay-Typ. 0]

Die Abbildung aus dem Korollar ist offenbar genau dann bijektiv, wenn der Funktor
= : CM%*(R) — CM(R) reprisentativ ist. In Satz (14.5) wird ein hinreichendes
Kriterium hierfiir angegeben werden.
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Kapitel I1I

Auslander-Reiten-Folgen und ihre
Vervollstindigung

In diesem Kapitel sei H eine abelsche Gruppe und K = k[Xy,..., Xy = K,
eine H-graduierte Polynomalgebra iiber dem Korper £, so dafl die Unbestimmten X
homogen und alle K} endlichdimensional mit Ky = k sind. Wenn H = Z ist, soll K
positiv graduiert sein. R = @ R}, sei eine H-graduierte Cohen-Macaulay K-Algebra.
Hauptergebnis dieses Kapitels ist, da} der Komplettierungsfunktor

CM?%(R) — CM(R)

Auslander-Reiten-Folgen bewahrt. Ein analoges Resultat wird fiir minimal rechts-
fast-aufspaltende Morphismen, die in einem Projektiven enden, bewiesen. Ferner
wird untersucht, wann der Komplettierungsfunktor représentativ ist, und wie sich
der Auslander-Reiten-Kécher von CM(R) aus dem von CMZ(R) berechnen li8t.

88 Einige Funktoren

Sei

A—B—C
eine Folge von Morphismen mit A, B, C € CM"”(R). Diese Folge heifit exakt in
CM*(R), wenn sie exakt in mod” (R) ist (da R links- und rechtsnoethersch ist, ist
mod” (R) abelsch).
Sei A € CMY(R). A heiBt ein injektives Objekt in CM*(R) (bzw.: ist CM”(R)-
injektiv), wenn jede exakte Sequenz in CM” (R) der Form

0 A B C 0

aufspaltet. Analog werden CM(R)-projektive Objekte definiert. Es gilt aber: C' €

CM" (R) ist genau dann CM” (R)-projektiv, wenn C graduiert projektiv ist; dies folgt

aus (4.3)(6).

(8.1) Der Funktor D¥. Fiir jedes M € mod” (R) sei
D (M) := HOM (M, K).
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(8.2) Lemma: D induziert eine Dualitit
D . CM#(R) — CM¥(R?).

Diese hat folgende Eigenschaften:
(1) Fiir jedes C € CM™(R) und h € H gilt

D¥(C(h)) = D™ (C)(~h).

(2) Sei A € CMP(R). A ist genau dann unzerlegbar, wenn D" A unzerlegbar ist.
(3) Fine Folge

0—=A—Ttsp—2ec—sy

ist genau dann exakt in CM* (R), wenn die Folge

0 DI C DY B D A 0

in CM™ (R°P) exakt ist.

(4) Sei C € CMH(R). C ist genau dann graduiert projektiv, wenn D¥ C injektives
Objekt in CM™ (RP) ist.

(5) Sei A € CMH(R). A ist genau dann CM™ (R)-injektiv, wenn D A projektiv diber
R ist.

Beweis: Seir € Rund f € Homg (M, K(h)) fiir ein h € H. Durch (fr)(z) := f(rz)
(x € M) wird D" (M) zu einem H-graduierten R-Modul. Sei M Cohen-Macaulay,
M ~ @ K(h;), hy,...,h, € H. Dann ist D M ~ @ K(—h;), also ebenfalls Cohen-
Macaulay. Aulerdem sieht man so HOM g (HOMg (M, K), K) ~ M, und dal D" eine
Dualitét induziert. Die Eigenschaften (1)—(5) verifiziert man leicht. Man verwendet
bei (3)-(5), daBl kurze exakte Sequenzen in CM*(R) iiber K aufspalten. O

Die entsprechende Dualitit CM” (R?) — CM*”(R) wird ebenfalls mit D" bezeich-
net.

(8.3) Die stabile Kategorie. (Fiir Einzelheiten siche etwa Auslander-Reiten [5,
§2]). Die stabile Kategorie Mod"” (R) hat dieselben Objekte wie Mod” (R), und fiir
zwei Objekte M und N ist die Morphismenmenge gegeben durch

HO_HH{(Ma N) = HOIIIR(M, N)/P(Ma N)a

wobei P(M, N) der k-Untermodul aller Homomorphismen vom Grad 0 ist, die durch
einen graduiert projektiven Modul faktorisieren. Man erhélt kanonisch einen vollen
Funktor Mod” (R) — Mod”(R). Ist f € Hompg(M, N), so wird das Bild von f in
Homp (M, N) mit f bezeichnet. Seien M € Mod” (R) und

p-LlsN—s0
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ein Epimorphismus in Mod” (R) mit P projektiv. Dann ist ein f € Hompg(M, N)
genau dann in P(M, N), wenn f durch p faktorisiert. Damit erhélt man eine exakte
Sequenz

Hompg(M, P) — Hompg(M, N) — Hom (M, N) — 0.

Ist N endlich prisentiert, so kann man P endlich prisentiert wihlen (z.B eine pro-
jektive Hiille). Mit mod” (R) wird die volle Unterkategorie von Mod” (R) bezeichnet,
die aus den endlich présentierten Objekten besteht.

Weiter setzt man End (M) := Homp (M, M),

HOM (M, N) := € Homp(M, N(h)) = € Homp(M, N(h))/ € P(M, N(h))

heH heH heH

und END (M) := HOM (M, M). 0

(8.4) Der Funktor Tr¥. Sei
P(M) — Py (M) — M —0

eine minimale projektive Auflésung fiir jedes M in mod” (R). Dann ist Tr" M gegeben
als Cokern-Term der exakten Sequenz

HOMg/(Py(M), R) —= HOMg(P (M), R) — Tv" M — 0.

Aus dieser Darstellung folgt Tr” M € mod” (R%). Sei f € Homg(M, N) ein Mor-
phismus in mod” (R). Man erhilt ein exaktes kommutatives Diagramm

Pl(M) PU(M) M 0
bil fo !
Pl(N) PO(N) N 0.

Dies liefert dann ein exaktes kommutatives Diagramm

HOMg(Py(N), R) HOMpg(P;(N), R) TeH N 0
™ ()
HOMg(Py(M), R) HOMpg(P, (M), R) 7 M 0.

Dieses Trﬁ’fo(f) ist abhéngig von der Auswahl von fy und f;. Wéhlt man andere f{,
f1, so gilt
Toyl g, (f) = Tt ()

in der stabilen Kategorie mod” (R%). O
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Man erhélt (vgl. z.B. [5]):

(8.5) Lemma: Tr” induziert eine Dualitit

Tr" : mod” (R) — mod” (R).

(8.6) Die Funktoren QF%,. Sei

Po(M) L2 Py (M) —= -+ —— /(M) —= Py(M) —= M —= 0

eine minimale projektive Auflésung fiir jedes M in mod” (R) und
Qf M :=1Im fy.

Da R linksnoethersch ist, folgt Q% M € mod”(R) fiir jedes M € mod”(R). Sei f €
Hompg (M, N) ein Morphismus in mod” (R). Dann hat man ein exaktes kommutatives
Diagramm

0 QM Py(M) M 0
h fo I
0 QN Py(N) N 0.

b ist unabhingig von der Wahl von f;, und man setzt Q};, f := h. Induktiv werden
dann Q% f (n > 0) definiert (und Q% f = f). Man erhilt also Funktoren

Q"% - mod”(R) — mod” (R).

(8.7) Lemma: Sei M € mod”(R). Dann ist Q% M € CMH(R).
Beweis: Aus einer minimalen projektiven Auflésung von M wie in (8.6) erhilt man
eine exakte Sequenz

0—= Qb M —> Py (M) — - — Py(M) —> M —0

in mod” (R), also auch in mod” (K). Wegen R € CM” (R) sind alle P;(M) projektiv
iber K (1 =0,...,d—1). Weil K ein graduiert regulér lokaler Ring ist (und damit
die graduierte globale Dimension von K gleich d istf), folgt, daB Q% M graduiert
projektiv iiber K ist. O

6Vgl. Matsumura [19, Thm. 19.2].
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Mit d := grad X + - - - + grad Xy sei fiir jedes M € mod” (R)
(M) = DT Q4 Tof (M (—d)).

71 heifit Auslander-Reiten-Translation. Deren Bedeutung wird in Paragraph 11 deut-
lich werden.

Aus dem Lemma folgt: 77 (M) € CM™(R) fiir alle M € mod” (R).

Ferner {iberpriift man leicht, daB fiir jedes M € mod” (R) und jedes g € H

T (M(g)) =~ 7" (M)(9)
gilt. 7% induziert einen Funktor

. CM"(R) — C—MH(R)

Hierbei bezeichnet CM* (R) die volle Unterkategorie von mod” (R), deren Objekte in
CM™(R) sind, und analog wird die Kategorie C—MH(R) modulo CM* (R)-injektiver
Objekte definiert.
Wie im ungraduierten Fall werden die Funktoren Ext’, erklirt. Fiir A, C' € Mod” (R),
n > 0 setzt man

EXT}(C, A) := @ Ext}(C, A(h)).

heH

Seien h, g € H, f € Homg(C,C(g)) und

y:0 A(h) B C 0

eine exakte Folge in mod” (R). Die Aquivalenzklasse von y in EXTL(C, A) wird mit [y]
bezeichnet (dabei heiflen zwei kurze exakte Folgen y und 3’ mit gleichen Endtermen
dquivalent, wenn es einen Morphismus von y nach y’ gibt, der die Identitit auf den
Endtermen induziert). Durch das pull-back-Diagramm

0 A(h +g) B(g) C(g) 0
]
yf:0 A(h+ g) X C 0

und [y]f := [yf] wird EXT(C, A) zu einem H-graduierten END(C)®’-Modul und
durch [y|f = [yf] zu einem H-graduierten ENDp(C)%-Modul, denn faktorisiert f
durch einen Projektiven, so zerfillt yf nach dem Homotopie-Lemma.

Sei jetzt H = Z.

Ist y eine kurze exakte Folge in mod”(R), so wird die Vervollstindigung von y mit
bezeichnet.

Die in diesem Abschnitt eingefiihrten Begriffe konnen analog fiir die komplette Cohen-
Macaulay K-Algebra R definiert werden. Also z.B.

D(M) := Hom (M, K)
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fiir jedes M € mod(R), und die Funktoren Tr und Q" werden analog zu Tr? und Q7
definiert, und man setzt 7 := D Q% Tr.

Im néchsten Abschnitt wird untersucht, wie sich die in diesem Paragraphen eingefiihr-
ten Begriffe unter Komplettierung verhalten.

89 Isomorphiesitze

In diesem Paragraphen sei H = Z. R
Seien M, N € mod”(R) und f = ¥ f,7" € (HOMg(M,N)) . Mit f werde die
Abbildung ¥ £, 7" € (HOMz(M, N)) bezeichnet.

(9.1) Lemma: Sei C' € mod”(R). Durch

o —

b.(f) == 9c(f) (f € ENDg(C))

wird ein Isomorphismus

—

8, : END,(C)

~

End;(C)

von k-Algebren definiert.

Beweis: Sei P——= (C' —— (0 eine graduierte projektive Hiille. Dann hat man die
exakte Sequenz

HOMg(C, P) —= HOMg(C,C) — HOM,(C,C) —0
und ebenso
Homﬁ(CA’, P) — Homﬁ(CA’, C) — Homﬁ(CA’, C) —0.

Mit (5.12) erhilt man das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

HOMg(C, P) — HOMR(C, C') —> HOM,,(C, C') —> 0
dc,p |~ dc |~ e
Homﬁ(CA’, P) —— Homﬁ(CA’, C) — Homﬁ(CA’, ) —0.

Mit dem Fiinfer-Lemma und mit (5.13) folgt die Behauptung. O

Den analog konstruierten Isomorphismus

—_— O, ~

ENDRz(C)

E_ndﬁ(é)()p

werde ich ebenfalls mit Q o bezeichnen.
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(9.2) Lemma: Seien A, C € mod”(R). Dann gilt
EXTR(C, A) € ModZ (k),

und es gibt eine in A und C natirliche Isomorphie

—

G 4 s EXT(C, A) —— Ext5(C, A)

mit
de,a([W)f) = [Goc(f)

fiir alle exakten Folgen der Form

y:0 A B C 0

und alle f € ENDg(C).

Beweis: Sei
e:0 K P C 0

exakt mit endlich erzeugtem graduiert projektiven P. Der Epimorphismus " f,7"

X falelT"

HOMpg(K, A) — EXT}L(C, A) —=0

zeigt EXTR(C, A) € ModZ (k). Mit dem Fiinfer-Lemma erhilt man aus dem kom-
mutativen Diagramm mit exakten Zeilen

— —— o — —

0 —=HOMg(C, A) —> HOMg(P, A) —= HOMRg(K, A) — EXTL(C, A) —>0
pc,A |~ ~ | ¢p,A ~ | dr,A
0 —> Homy(C, A) —— Hom (P, A) — Homg(K, A) — Ext:(C, A) —0

den natiirlichen Isomorphismus ¢1c, 4 (der auBerdem unabhéingig ist von der Auswahl
von &, vgl. etwa [14, TI1.5.2]).

Sei n € Z und

eine kurze exakte Folge in mod”(R). Es gibt ein ¢ € Homg(K, A(n)) mit y = ge.
¢¢, 4 erganzt obiges Diagramm kommutativ, also ist ¢¢ 4 ([y]) = dx,a(g)[E]. Sei h :

—

A(n) — A der kanonische Isomorphismus. Dann ist hj die exakte Sequenz

~ - fin? ~ fo ~
hy: 0 A B C 0.

Andererseits gilt = g€ und hg = ¢x,4(g), also folgt

b0, ([y]) = [h7].
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Sei nun n = 0. Dann folgt insbesondere d)lc,A([y]) = [7].

Sei m € Z und f € Hompg(C,C(m)). Fiir jedes M € mod?(R) sei hyr : M(m) — M
der kanonische Isomorphismus. Es wird jetzt [hay f] = [Joc(f)] gezeigt. Man hat ein
pull-back-Diagramm

0 A(m) B(m) C(m) 0
yf: 0 Am) ——x —=—(C 0.
Dann erhélt man
—~ . gthyt i .
hayf : 0 Ai——>x—2-¢ 0.
Andererseits hat man das exakte kommutative Diagramm
7:0 i—r—p—"—¢ 0
hc
. f Lohg'fe o —
Jhe - 0 A—"—=B—"0C(m)——0
hpz f
g¢0(f) : 0 ;{ 1 5(\ N C\’ 07
g1h, 92
und es folgt [joe(f)] = [hayf] wegen ¢e(f) = hef. Damit gilt
¢, (Y1) = beal[yf]) = [hayf] = [Gloc(f),
und die Aussage folgt dann auch fiir beliebige f € ENDg(C). Il

(9.3) Lemma: Sei M € mod”(R) und

P . M—0
eine graduierte projektive Hiille. Dann ist

- f ~
P——M—>0

eine projektive Hiille.

Beweis: Sei J := rad” R. Nach Konstruktion der projektiven Hiille in (2.6) gilt
Ker f C JP. Dann ist mit (5.10) Kerf C JP. Nach (5.8) gilt JP C JP, und wegen
J = rad R nach (6.9) folgt Ker f < P, also die Behauptung. O
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Insbesondere bleiben minimale projektive Auflésungen bei Vervollstdndigung erhal-
ten. Es ist dann nicht schwierig, die folgende Aussage einzusehen.

(9.4) Lemma: Sei C € CM”(R). Dann gibt es eine natiirliche Isomorphie

T2C ~ 1C.

Das folgende Diagramm veranschaulicht die Aussage des Lemmas.

CM”(R) ——CM"(R)

/\[
~ T J—

CM(R) CM(R);

die vertikalen Pfeile sind hier die vom Komplettierungsfunktor = : CM?(R) —

~

CM(R) induzierten Funktoren.

§10 Auslander-Reiten-Folgen und fast-aufspaltende
Morphismen

Es sei A eine abelsche Kategorie und C eine volle Unterkategorie von A, welche eine
Krull-Schmidt-Kategorie ist. Zusétzlich wird angenommen, da3 C klein und gegen
Erweiterungen abgeschlossen ist. Es gilt: In C spalten Idempotente auf (vgl. [17, 3.3]),
also ist C abgeschlossen gegen direkte Summanden in A. Beispiel: A = mod”(R),
C = CMA(R).

(10.1) Fast-aufspaltende Morphismen. Sei f : A — B ein Morphismus in C.
(1) f heiflt rechts-fast-aufspaltend, wenn f kein aufspaltender Epimorphismus ist und
jeder Morphismus in C, der kein aufspaltender Epimorphismus ist und in B endet,
notwendig durch f faktorisiert.

(2) Dual heifit f links-fast-aufspaltend, wenn f kein aufspaltender Monomorphismus
ist und jeder Morphismus in C, der kein aufspaltender Monomorphismus ist und in
A startet, sich notwendig iiber f liften 148t. O

(10.2) Lemma: (1) Sei g : B —> C' ein rechts-fast-aufspaltender Morphismus in C.
Dann ist C' unzerlegbar.

(2) Sei f: A — B ein links-fast-aufspaltender Morphismus in C. Dann ist A unzer-
legbar.
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Beweis: (1) Ein h : C — C ist genau dann in Im(C,g), wenn h kein aufspal-
tender Epimorphismus ist. Deshalb ist Im(C, ¢g) das einzige maximale Rechtsideal in
Endc(C)

(2) folgt dual. O

Eine Folge von Morphismen in C heif}t exakt, falls sie in A exakt ist. Die abelsche
Kategorie A induziert also eine exakte Struktur auf C, vgl. [17, 9.1].

(10.3) Auslander-Reiten-Folgen. Sei

0—A—Tsptec—syp

eine exakte Folge in C. Sie heifit Auslander-Reiten-Folge, falls A unzerlegbar und ¢
ein rechts-fast-aufspaltender Morphismus ist.

Dies ist genau dann der Fall, wenn C' unzerlegbar und f ein links-fast-aufspaltender
Morphismus ist. O

Projektive und injektive Objekte in C werden mittels aufspaltender exakter Sequen-
zen wie in Paragraph 8 erklirt.

(10.4) Definition: C hat Auslander-Reiten-Folgen, wenn es zu jedem unzerlegbaren
C € C, welches nicht projektiv in C ist, eine Auslander-Reiten-Folge gibt, die in C
endet, und wenn es zu jedem unzerlegbaren A € C, welches nicht injektiv in C ist,
eine Auslander-Reiten-Folge gibt, die in A startet. OJ

(10.5) Minimale Morphismen. Sei f : A — B ein Morphismus in C.

(1) f heifit rechts-minimal, falls jeder Endomorphismus g : A — A ein Isomorphis-
mus ist, wenn fg = f gilt.

(2) Dual hei8t f links-minimal, falls jeder Endomorphismus g : B — B ein Isomor-
phismus ist, wenn gf = f gilt.

(3) f heifit minimal rechts-fast-aufspaltend, falls f rechts-minimal und rechts-fast-
aufspaltend ist. f heifit minimal links-fast-aufspaltend, falls f links-minimal und
links-fast-aufspaltend ist. O

Ist

0—A—Tsptec—sy

eine Auslander-Reiten-Folge, so ist f links-minimal und ¢ rechts-minimal, wie man
leicht zeigt.

(10.6) Lemma: Sei g : B — C' ein rechts-fast-aufspaltender Morphismus in C.
Dann sind dquivalent:
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(1) g ist rechts-minimal.
(2) Fiir jeden aufspaltenden Monomorphismus i : B' — B in C gilt: Ist gi ein
rechts-fast-aufspaltender Morphismus, so ist © ein Isomorphismus.

Insbesondere gibt es einen aufspaltenden Monomorphismus i : B' — B in C, so daf§
gi ein minimal rechts-fast-aufspaltender Morphismus ist.

Beweis: (1)=-(2) ist klar. (2)=-(1): Aus (2) folgt: Man hat einen Epimorphismus

(=, B) % rad(—,C) —= 0,

wobei (—,—) = C(—, —), und fiir jeden echten direkten Summanden B’ von B ist
(—, g) eingeschriankt auf (—, B') kein Epimorphismus. Weil C eine Krull-Schmidt-
Kategorie ist, hat jedes endlich prisentierte Objekt in Mod(CP) eine minimale pro-
jektive Prisentation, und jedes endlich erzeugte projektive Objekt in Mod(C) ist
von der Form (—, A) mit einem A € C. Es gibt also eine projektive Hiille

(—, A) 2 rad(—,C) — 0,

d.h. jeder Endomorphismus 3 : (—, A) — (—, A) ist ein Isomorphismus, falls af = «
(vgl. Auslander [2, §4]). Dann ist auch (—, g) eine projektive Hiille von rad(—, C'). Sei
nun h : B — B ein Endomorphismus mit gh = ¢g. Dann gilt (—, g)(—, h) = (-, g).
Es folgt: (—, h) ist ein Isomorphismus, und damit auch h. Der Zusatz ist klar. O

(10.7) Irreduzible Morphismen. Seien A, B € C unzerlegbar und f : A — B ein
Morphismus. f heifit irreduzibel, falls f kein Isomorphismus ist, und aus f = hg in C
notwendig folgt, dafl ¢ ein aufspaltender Monomorphismus oder h ein aufspaltender
Epimorphismus ist. O

Irreduzible Morphismen sind gerade die 'unzerlegbaren direkten Summanden’ von
minimal fast-aufspaltenden Morphismen:

(10.8) Lemma: Sei C' € C unzerlegbar, und es existiere ein minimal rechts-fast-
aufspaltender Morphismus E — C in C. Sei ¢ : B — C' ein Morphismus in
C mit unzerlegbarem B. g ist irreduzibel genau dann, wenn es einen Morphismus
g :B'— C inC gibt, so daf$ (g,9') : B® B' — C minimal rechts-fast-aufspaltend
iSt. 0

Natiirlich gilt auch die duale Aussage mit minimal links-fast-aufspaltenden Morphis-
men. Einen Beweis findet man in Auslander-Reiten [6, 2.4].
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§11 Existenz von Auslander-Reiten-Folgen

Im néchsten Satz wird fiir jedes nichtmaximale Primideal p in K mit CM(R,) die volle
Unterkategorie von mod(R,) bezeichnet, die aus den iiber K, projektiven Moduln
besteht.

(11.1) Satz [ Auslander-Reiten [10, Theorem 1.6]]: (1) Sei C' unzerlegbar und nicht
projektiv in CMH(R). Dann gibt es eine Auslander-Reiten-Folge

(*) 0 A B C 0

in CM(R), genau wenn C, ein projektiver Ry-Modul ist fiir jedes nichtmazimale
Primideal p in K.

(2) Sei A unzerlegbar und ein nichtinjektives Objekt in CM™(R). Dann gibt es ei-
ne Auslander-Reiten-Folge (x) in CM™(R), genau wenn A, ein injektives Objekt in
CM(Ry) ist fir jedes nichtmazimale Primideal p in K.

(3) Sei (%) eine Auslander-Reiten-Folge in CM™ (R). Dann gilt A ~ 7C. O

Die Kategorien, die im nichsten Satz vorkommen, werden wie in Paragraph 7 defi-
niert.

(11.2) Satz | Auslander-Reiten [7, 2.1+42.2] |: Sei K’ ein kommutativer, noetherscher,
requldir lokaler Ring, der beziiglich seines maximalen Ideals komplett ist. Sei R’ eine
K'-Algebra, die endlich erzeugter freier K'-Modul ist.

(1) Sei C' unzerlegbar und nicht projektiv in CM(R'). Dann gibt es eine Auslander-
Reiten-Folge

(%) 0 A B C 0

in CM(R'), genau wenn Cy, ein projektiver R,-Modul ist fiir jedes nichtmazimale
Primideal p in K'.

(2) Sei A unzerlegbar und ein nichtinjektives Objekt in CM(R'). Dann gibt es ei-
ne Auslander-Reiten-Folge (%) in CM(R'), genau wenn A, ein injektives Objekt in
CM(Ry) ist fiir jedes nichtmazimale Primideal p in K'.

(3) Sei (%) eine Auslander-Reiten-Folge in CM(R'). Dann gilt A ~ 7C. O

Im Falle H = Z 18t sich dieser Satz auf K und R anwenden.

§12 Vervollstandigung von Auslander-Reiten-Folgen

In diesem Abschnitt sei H = Z.
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(12.1) Lemma: Sei C' € mod”(R). Dann sind dquivalent:

(1) Cy ist projektiver R,-Modul fiir jedes nichtmazimale Primideal p C K.

(2) Cipy ist graduiert projektiver R, -Modul fir jedes nichtmazimale homogene Prim-
ideal p C K.

(3) ENDg(C) hat endliche Linge (dquivalent: endliche graduierte Linge) tber K.
(4) dimy ENDy(C) < oo.

(5) dimy, EXTL(C, A) < oo fiir alle A € mod?(R).

Beweis: Seien M, N € mod”(R) und p ein Primideal in K. Dann hat man einen
natiirlichen Isomorphismus

HOM (M, N), ~ Homp, (M,, N,).

Aus der Exaktheit der Lokalisierung erhilt man dann leicht die natiirlichen Isomor-
phismen

EXTRL(M, N), ~ Exty, (M,, N,), HOMp(M, N), ~ Homp,_ (M,, N,).

Eine analoge Aussage gilt fiir homogene p und die homogene Lokalisierung.
(1)&(3): (1) ist dquivalent zu: ENDp(C), = 0 fiir jedes nichtmaximale Primideal p
in K. Dies ist dquivalent dazu, daB ENDy(C') endliche Lénge iiber K hat, nach einer
bekannten Aussage in der kommutativen Algebra’. END(C) hat dann erst recht
endliche graduierte Lénge iiber K. Aus dem Beweis von (4)<(3) wird folgen, daf
dies sogar dquivalent zur endlichen Lénge ist.

(2)<(3): Graduierte Version von (1)<(3).

(3)=-(4): Hat ENDR(C') endliche graduierte Léinge iiber K, so gibt es eine Komposi-
tionsreihe von END(C'), deren Faktoren dann sogar einfach iiber £ = Kj sind, nach
(6.4).

(4)=(3): Gilt (4), so hat END(C) endliche Lénge iiber K.

(1)=(5): Folgt wie (1)=(3)=(4).

(5)=(4): Sei

™

0 L P

C 0

exakt mit projektivem P € mod”(R). Dies induziert die exakte Sequenz
HOMz(C, P) — HOMg(C, C) ——> EXTL(C, L).

Dann gilt Kerd = ImHOM(C,7) = @,,c5 P(C,C(n)), also Imé ~ ENDy(C), und
(4) folgt. O

(12.2) Korollar: Sei C € mod”(R), so dafs Cy projektiver Ry-Modul fiir jedes nicht-
mazimale Primideal p C K ist. Dann ist Cy, projektiver R,-Modul fiir jedes nichtma-
zimale Primideal p C K.

"Vgl. Bourbaki [13, Ch. IV, §2.5, Prop. 7).
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Beweis: Aus der Voraussetzung folgt mit dem Lemma dimy ENDy(C) < oco. Aus

~

(9.1) folgt dann dimy, End5(C') < oo, und aus der ungraduierten Version von (12.1),
(4)=(1), folgt die Behauptung. O

(12.3) Korollar: Sei C € CM”(R) unzerlegbar und nicht projektiv. Gibt es eine
Auslander-Reiten-Folge in CMZA(R), die in C' endet, dann gibt es eine Auslander-
Reiten-Folge in CM(R), die in C' endet. O

(12.4) Satz: Der Komplettierungsfunktor
= : OM%(R) — CM(R)

bewahrt Auslander-Reiten-Folgen.
Beweis: Seien d := grad X; + - - - + grad X, 72(C)) = D? Q¢ Tv”(C(—d)) und

n:0 e B C 0
eine Auslander-Reiten-Folge in CM”(R). Sei n € Z und

y:0—=71Z(C)(n) D C 0

eine nichtaufspaltende exakte Sequenz. Dann gibt es ein f € Hompg(C,C(—n)) mit
dem kommutativen Diagramm

0

7(C)

7(C) B C 0.

D(—n)

C(—n) ——0

f

n:0
Also gilt [n] = [y]f. Es folgt: Der Z-graduierte END(C')°-Modul
§ = [1] - END(C)

ist graduiert einfach, also konzentriert in der 0-ten Komponente nach (6.4) (denn
END,(C) ist graduiert lokal, da C' unzerlegbar und nicht projektiv ist). Die Ver-
vollstiandigung

~ ~

7:0 720 B C 0

von 7 ist exakt und nichtaufspaltend in CM(R). BEs gibt in CM(R) nach (9.4) und
(12.3) eine Auslander-Reiten-Folge

~

(0 pe. E C 0.
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Zur Abkiirzung sei ¢! := @L, .. Sei x € EXTR(C,72(C)) mit ¢*(x) = [u]. Es gibt

]

ein u € ENDg(C) mit [u] = []¢,,(u). Es folgt

¢'(x) = o' ([nw),

also x = [n]u. Mithin ist = € S, also £ homogen vom Grad 0, und wegen = # 0 gibt
es ein homogenes f € ENDg(C) mit [] = zf. Es folgt

(1] = &' ([n]) = (1o, (f) = [nc(f)].

oc(f) ist ein Isomorphismus (sonst folgt, da 1 Auslander-Reiten-Folge ist, mit dem
Homotopie-Lemma [7j] = 0, also ein Widerspruch). Somit sind die Folgen p und 7
isomorph, und 7 ist Auslander-Reiten-Folge. O

§13 Graduierbare Moduln

In diesem Abschnitt ist H = Z, wenn nichts anderes gesagt wird. Im vorherigen
Abschnitt wurde bewiesen, dafl minimal rechts-fast-aufspaltende Morphismen, die
in einem nicht-projektiven graduierten Modul enden, bei Vervollstindigung erhalten
bleiben. In diesem Paragraphen wird das analoge Resultat fiir minimal rechts-fast-
aufspaltende Morphismen bewiesen, die in einem projektiven graduierten Modul en-
den. Gleichzeitig wird die Existenz solcher Morphismen in CM*” (R) (H abelsch) und

~

CM(R) gezeigt.

Sei M € mod(R). M heit graduierbar, falls es einen graduierten Modul N €
mod”(R) gibt mit N ~ M.

Weil mod%(R) und mod(R) Krull-Schmidt-Kategorien sind und der Komplettierungs-
funktor Unzerlegbarkeit bewahrt, gilt:

(13.1) Lemma: Sei M € mod(R) graduierbar und N € mod(R) ein direkter Sum-
mand von M. Dann ist auch N graduierbar. (]

(13.2) Lemma: Alle endlich erzeugten projektiven R-Moduln sind graduierbar. Ist
P € mod(R) projektiv und Q € mod”(R) mit Q ~ P, so ist Q graduiert projektiv.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus (13.1), weil R graduierbar ist. Sei P € mod(R)
projektiv, P ~ Q). Sei Q = Q1 @ --- ® (), Zerlegung von () in seine unzerlegbaren
Bestandteile. Jedes @; ist projektiv, also auch jedes Q; (i = 1,...,n) nach (6.3). O

(13.3) Korollar: Seien M € CM(R) und C € mod%(R) mit C ~ M. Dann gilt
C € CM”(R).
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Beweis: Es ist M € pro(K), C' € mod”(K). Da es gleichwertig ist, ob man C als

graduierten R-Modul oder als graduierten K-Modul vervollsténdigt, folgt die Aussage
aus (13.2) mit K statt R. O

(13.4) Lemma: Sei M € CM(R) graduierbar. Dann ist auch D M graduierbar.
Beweis: Sei M ~ C mit C' € CM%(R). Dann gilt D M ~ D% (. O

Fiir jedes M € Mod”(R) sei rad” M der Durchschnitt aller maximalen homogenen
Untermoduln von M.

(13.5) Lemma: Sei P € mod”(R) projektiv und unzerlegbar. Dann gilt

o —

rad” P ~ rad P.
Beweis: Sei J := rad” R. Aus dem Beweis von (2.6) folgt, daB P ~ Re(n) gilt
mit einem n € Z und einem e € Ry, und P/JP ist einfach graduiert. Es ist dann

JP =rad” P, JP = rad P und

ﬁ:m:Je:Je:JRe:jﬁz:JP.
O

Sei Z(R) die volle Unterkategorie von mod”(R), die aus den I besteht, fiir welche es
eine endliche Auflésung der Form

0 In In—l 11 IO I 0

gibt, wobei die I; injektive Objekte in CM”(R) sind (j = 0,...,n) (dies ist nicht mit
einer injektiven Auflosung zu verwechseln! Die Definition ist natiirlich fiir beliebige
abelsche Gruppen H sinnvoll.). Analog wird Z(R) mit CM(R)-injektiven Objekten
erklart.

(13.6) Lemma: (1) Ist I injektives Objekt in CM”(R), so ist T injektives Objekt in
CM(R).

(2) T€eZ(R) = TecI(R).

(3) I €Z(R) = Exth(—,I)|CM(R)=0.

Beweis: (1) Sei I ein injektives Objekt in CMZ(R). Dann ist D” I projektiv, also
auch D I. Damit ist T injektives Objekt in CM(R).
(2) folgt aus (1) und der Exaktheit der Vervollstéindigung.
(3) Sei
0 In Infl e Il IO 1 0
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~ ~

eine Auflosung von I € Z(R). Ist n = 0, so ist I selbst CM(R)-injektiv, und die
Aussage (3) geht klar. Ist n > 0, so zerlegt man die Auflésung in zwei kiirzere exakte
Sequenzen

0 I, I Y 0, O Y Iy I 0,

erhalt Ext%(—, Y)| CM(R) = 0, also auch Ext%(—, V)| CM(R) = 0, und die Aussage
folgt fiir I durch Betrachtung der langen Hom-Ext-Sequenz. U

Der Beweis der folgenden Aussage orientiert sich an Auslander-Buchweitz [4].

(13.7) Lemma: Sei H eine abelsche Gruppe und M € mod” (R).
(1) Es gibt eine exakte Sequenz

0 I C M 0

mit I € TZ(R) und C € CM"(R).
(2) Es gibt eine exakte Sequenz

0 M I ' 0

mit I' € Z(R) und C' € CM"(R).

Beweis: Es gibt eine exakte Sequenz

0 Cy Ci1 v C Co M 0

mit C; € CM#(R) (i = 0,...,t) (vgl. (8.7)). Sei + > 0 minimal dabei gewihlt.
Es werden (1) und (2) parallel durch Induktion nach ¢ bewiesen. ¢ = 0: Dann ist
M € CM"(R), und es folgt (1) mit C = M und I = 0. AuBlerdem gibt es, da D"
eine Dualitét ist, eine exakte Sequenz

0—=D"C'—=P —=D" M —=0
mit projektiven P’ € mod” (R) und C" € CM”(R), und Dualisieren liefert Aussage

(2) mit CM" (R)-injektivem I' = D" P’
t > 0: Aus obiger langen exakten Sequenz erhilt man die kiirzeren

0 L Co M 0

und

0 Cy e Cy L 0.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt (2) mit L statt M: Es gibt eine exakte Sequenz

0 L Q B 0
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mit @ € Z(R) und B € CM¥(R). Daraus ergibt sich das push-out-Diagramm

Wegen Cy, B € CM¥(R) ist auch X € CM¥(R). Es folgt Aussage (1). Der Fall t = 0
148t sich auf X statt M anwenden. Dies ergibt eine exakte Sequenz

0 X Y A 0

mit CM? (R)-injektivem Y und A € CM*(R). Dann gibt es das push-out-Diagramm

0 M U A 0

0 0

(vgl. etwa die duale Aussage aus [20, 1.16.3]). Es folgt dann U € Z(R) wegen @ €
Z(R), und weil Y CM*”(R)-injektiv ist. Man erhilt also eine exakte Sequenz wie in
(2). O

(13.8) Korollar: Sei M € mod”(R). Dann gibt es ein C € CM”(R) und einen
Epimorphismus f : C'— M, so daf die von f induzierte Sequenz

Homz(—, C)| CM(R) — Homz(—, M)| CM(R) — 0

in Mod(CM(R)?) exakt ist.
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Beweis: Nach (13.7)(1) gibt es eine exakte Sequenz

0 I C’fM 0

mit I € Z(R) und C € CM”(R). Vervollstindigung und Ubergagg zur langen Hom-
Ext-Sequenz liefert die Behauptung, weil nach (13.6) Ext%(—,1)| CM(R) der Null-
funktor ist. 0J

~ ~

Sei M € mod(R), C € CM(R) und f € Homg(C, M). Das Paar (C, f) heifit eine
Cohen-Macaulay-Approximation von M, falls fiir jedes andere Paar (C’, f') mit C’ €
CM(R), f' € Hom(C", M) ein g € Hom(C", C) existiert mit f' = fg. Das Korollar
liefert fiir ein graduierbares M eine Cohen-Macaulay-Approximation (C, f), wobei C
graduierbar ist.

Sei nun P € CM(R) projektiv und unzerlegbar und g : B —» P ein rechts-fast-
aufspaltender Morphismus in CM(E) Dann ist g kein Epimorphismus, also gilt Im g C
rad P, da rad P der einzige maximale Untermodul von P ist. Bezeichnet ¢ die Inklusi-
on, so faktorisiert g durch i, es gibt also ein eindeutiges ¢’ € Homz(B, rad P) mit g =
ig’. Dann ist (B, ¢') eine Cohen-Macaulay-Approximation von rad P. Umgekehrt lie-
fert eine Cohen-Macaulay-Approximation von rad P einen rechts-fast-aufspaltenden
Morphismus, der in P endet.

~

(13.9) Korollar: (1) Sei P unzerlegbar und projektiv in CM(R). Dann gibt es ein
E € CM%(R) und einen minimal rechts-fast-aufspaltenden Morphismus g E—P
in CM(R).

(2) Sei I ein unzerlegbares und injektives Objekt in CM(}A%) Dann gibt es ein F €
CM?%(R) und einen minimal links-fast-aufspaltenden Morphismus f @ I —» F in
CM(R).

Beweis: (1) Nach (13.5) ist rad P graduierbar. Mit der Vorbemerkung und (10.6)
folgt (1).

(2) DT ist projektiv nach einer ungraduierten Version von (8.2). Mit (1) erhélt man
einen minimal rechts-fast-aufspaltenden Morphismus g : B — DT in CM(}A%"”)
(B € CM%(RP)). Dann ist Dg : [ — D B ein minimal links-fast-aufspaltender

Morphismus in CM(R), und D B ist graduierbar. O
Mit véllig analogen Mitteln 148t sich zeigen:

(13.10) Satz: Sei H eine abelsche Gruppe.

(1) Sei P projektiv und unzerlegbar in CM¥ (R). Dann gibt es einen minimal rechts-
fast-aufspaltenden Morphismus g : E — P in CMY(R).

(2) Sei I unzerlegbar und CM™ (R)-injektiv. Dann gibt es einen minimal links-fast-
aufspaltenden Morphismus f: I — F in CM"(R). O

Allgemeiner kann man sagen, da CM”(R) contravariant-endlich in mod”(R) ist.



§13 GRADUIERBARE MODULN 53

Dies bedeutet nach Definition, daB jeder graduierte Modul M € mod” (R) eine Cohen-
Macaulay-Approximation besitzt. Die Aussage (1) im Satz ist dann der Spezialfall
M = rad? P (P € pro” (R) unzerlegbar). Ebenso folgt wegen (13.7)(2) die duale
Aussage: CM"(R) ist covariant-endlich in mod” (R).

(13.11) Satz: ( ) Sei P projektiv und g : E — P ein rechts-fast-aufspaltender Mor-
phismus in CM%(R). Dann ist § : E — P ein rechts -fast-aufspaltender Morphismus
in CM(R).

(2) Sei I ein injektives Objekt in CMZ(R) und f: I — F ein links-fast-aufspaltender
Morphismus in CM%(R). Dann ist f I — F ein links -fast-aufspaltender Morphis-
mus in CM(R).

Beweis: (1) Zerlege
g:E—g>radZPL>P.

Sei

00— —>C —Lsrad? P — 0

eine exakte Sequenz mit I € Z(R), C € CMZ(R) wie in (13.7). Weil (E,g") ei-
ne Cohen-Macaulay-Approximation von rad” P ist, gibt es ein h € Homp(C, E)
mit g'h = f. Weil (C, f) eine Cohen-Macaulay- Approx1mat10n von rad P ist, ist
7 f C — P ein rechts-fast- aufspaltender Morphismus. Man hat das kommutative
Diagramm

~ g ~
E P
h

~ if ~
C P.

Jeder Morphismus X — FA’, der durch 7 f faktorisiert, faktorisiert auch durch g. Weil
g auflerdem nicht surjektiv ist, ist ¢ ein rechts-fast-aufspaltender Morphismus.
(2) per Dualitéit. O

(13.12) Satz: (1) Sei g : B — C ein rechts-minimaler Morphismus in CMZ(R) mit
C unzerlegbar. Dann ist § : B — C ein rechts-minimaler Morphismus in CM(R)
(2) Sei f: A — B ein links-minimaler Morphismus in cM? (R) mit A unzerlegbar.
Dann, ist f : A —s B ein links-minimaler Morphismus in CM(R)

Beweis: Es geniigt (1) zu zeigen. Sei

(5 4)
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S ist eine endliche Z-graduierte K-Algebra mit n-ter Komponente

R, 0
(& n)

(n€Z).Sei X :=B&C. X wird durch

(20) ()= o'

zu einem endlich erzeugten Z-graduierten S-Modul. Fiir jedes n € Z gilt
Homg (X, X(n)) = {(f,h) | f € Homg(B, B(n)), h € Homg(C,C(n)), gf = hg},

wie eine einfache Rechnung zeigt (hierbei steht (f, g) fiir die Matrix diag(f, g)). Weil
g rechts-minimal ist, sind (0,0) und (15, 1¢) die einzigen Idempotenten in Endg(X).

—~

Also ist X unzerlegbarer graduierter S-Modul. Nach (6.10) ist Endg(X) lokal. Es ist

- R 0
(S
(7 7)

Endg(X) = {(f,h) | f € Endy(B), h € End5(C), §f = hg}.

Es folgt: Ist (f,15) € Endg(X), so ist f ein Isomorphismus, also folgt aus ¢f = g,
daf f ein [somorphismus ist. Damit ist ¢ rechts-minimal. O

und

§14 Endlicher Cohen-Macaulay-Typ

In diesem Abschnitt ist, wenn nichts anderes gesagt wird, H = Z.
Es wird hier gezeigt, daf}, wenn R endlichen Cohen-Macaulay-Typ hat, der Funktor

= : CM%(R) — CM(R)

reprasentativ ist, d.h. jeder Cohen-Macaulay R-Modul ist graduierbar.

Aus (8.2) folgt, dal R genau dann endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ hat,
wenn R endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ hat. Eine analoge Aussage gilt
fiir R und R°.

(14.1) Satz: (1) Sei H eine abelsche Gruppe. Es habe R endlichen graduierten Cohen-
Macaulay-Typ. Dann hat CM(R) Auslander-Reiten-Folgen. ~

(2) Es habe R endlichen Cohen-Macaulay-Typ. Dann hat CM(R) Auslander-Reiten-
Folgen.
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Beweis: Der Beweis fiir (2) findet sich in [3]. Den analogen Beweis fiir (1) skiz-
ziere ich hier kurz. Seien Uy, ..., U, alle unzerlegbaren Moduln aus CM” (R) bis auf
Verschiebung. Sei C' € CM*”(R) unzerlegbar und nicht projektiv. Sei i € {1,...,t}.

Dann ist

P rad(U;, C(h))

heH
endlich erzeugter graduierter K-Modul (rad(U;, C'(h)) besteht gerade aus den Nichti-
somorphismen in Hompg(U;, C(h)) fiir jedes h € H). Ein endliches homogenes Erzeu-
gendensystem hiervon kann man als Element g; € Hompg(B;, C) auffassen, wobei B;
endliche direkte Summe von Verschiebungen von Uj; ist. Setze

t

B, = @Bz; gl = (917 s 7gt) € HomR(BI’C)'

i1=1

Es ist B’ € CM”(R), und offenbar faktorisiert jeder Morphismus in CM* (R), der in
C' endet und kein aufspaltender Epimorphismus ist, durch ¢’. Umgekehrt ist jeder in
C' endende Morphismus, der durch ¢’ fakorisiert, kein aufspaltender Epimorphismus
(weil Endg(C) lokal ist und alle g; keine aufspaltenden Epimorphismen sind). Es
ergibt sich also fiir jedes M € CM"”(R) die exakte Sequenz in Mod(CM" (R)°P)
(= B) =12 (=€) — (=,C)/ rad(~,C) —=0.

Setzt man R ein, so folgt, weil C nicht projektiv ist, dafl ¢’ ein Epimorphismus ist.
Man erhilt eine exakte Sequenz in CM* (R)

!

9

0 Al B’ C 0,

die nicht aufspaltet (setze in obige Sequenz C' ein). Dann gibt es einen unzerlegbaren
direkten Summanden A von A’, so daf} die induzierte exakte Sequenz nicht aufspaltet:

0 Al B’ C 0
0 A B C 0.

Die untere Folge ist dann eine Auslander-Reiten-Folge in CM”(R). Der Rest folgt
per Dualitit D, O

(14.2) Satz: CM%(R) habe Auslander-Reiten-Folgen. Seien M, N € CM(R) unzer-

legbar, und es eristiere ein irreduzibler Morphismus f € Homg(M, N) in CM(R).
Dann ist M graduierbar, genau wenn N graduierbar ist.

Beweis: (1) Sei zuniichst N graduierbar, N ~ ' mit ¢' € CM?(R) unzerlegbar.
Ist N projektiv, so gibt es nach (13.9) einen rechts-fast-aufspaltenden Morphismus
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g : E — N mit einem E € CM%(R). Dann faktorisiert f durch g, es gibt einen
aufspaltenden Monomorphismus ' : M — E, und M ist dann als direkter Summand
von E graduierbar.

Ist N nicht projektiv, so ist C' nicht projektiv, also gibt es nach (12.4) eine Auslander-
Reiten-Folge

~

0 A B N 0

mit A, B € CM%(R). Dann ist wie eben M ein direkter Summand von B, also
graduierbar.

(2) Sei jetzt M graduierbar. Es ist dann D M graduierbar, und Df: DN — DM
ist irreduzibel in CM(R). Mit (1) folgt dann, daf D N graduierbar ist, also ist es
auch N~DDN. O

(14.3) Eine priprojektive Partition. Seien A und C beziiglich direkten Sum-
manden abgeschlossene volle Unterkategorien von CM(R). P € C heiit aufspaltend-
projektiv in C, falls fiir jeden surjektiven Morphismus f : A — P in C gilt, da} f
schon aufspaltender Epimorphismus ist. Mit Py(C) wird die Kategorie aller unzerleg-
baren aufspaltend-projektiven Objekte in C bezeichnet.

Mit C 4 wird die volle Unterkategorie von C bezeichnet, deren Objekte keinen direkten
Summanden in A haben, mit ind C die volle Unterkategorie aller Unzerlegbaren aus C.
Kategorien heiflen hier endlich, wenn sie nur endlich viele Objekte bis auf Isomorphie
enthalten.

Definiere Py := Po(CM(R)) und fiir i € N induktiv

~

Pi = PO(CM(R)POU---UPi,l);
und schlieBlich P := ;.o P; und Pa := ind(CM(R)p).
Aus den Definitionen folgt:
(a) PinP; = @ fiir i, j < o0, i # j,
(b) UiENoU{oo} Pi =ind CM(R)7
(¢) Py = ind pro(R),
Es habe jetzt R endlichen Cohen-Macaulay-Typ. Es ist also ind CM(R) endlich. Im
Rest dieser Nummer wird
(e) Poo = @ R
gezeigt. Dies folgt wegen der Endlichkeit von ind CM(R) aus der folgenden Aussage:
(f) Fiir jedes C (wie oben) ist Po(C) eine Generatormenge fiir C.
Das bedeutet nach Definition, daf§ zu jedem C' € C endlich viele Ay,..., A, € Py(C)
und eine Surjektion
PpA—C
i=1
existieren. Insbesondere folgt aus (f), dal P, von jedem P; (i € Ny) generiert wird.
Da aber P; # @ nur fiir endlich viele i € Ny gelten kann, folgt dann P, = @.
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Beweis der Aussage (f): (vgl. Auslander-Smalg [11, 2.]) Sei {B,..., B;} eine Ge-
neratormenge fiir C, wobei alle B; € ind CM(R) sind und ¢ minimal ist. Es gilt
{By,...,B;} C Py(C): Denn sei etwa B; ¢ Py(C). Dann gibt es eine Surjektion der

Form
t
(flv"'afnaf) : B?GBA—)Bl) AZ@‘anla

i=2
welche kein aufspaltender Epimorphismus ist. Dann sind f und die f; keine Isomor-
phismen. End(B;) ist lokal, also liegen alle f; in rad End(B1). Weil (f1,..., fa, f)
surjektiv ist, f;(B1) C radEndgz(By) (@ = 1,...,n) gilt und f(A) C trp,(A4) =
SAImh [ h € Homy(A, By)} ist, folgt

By = (rad End3(B,)) - By + trp, (A).

FaBt man By als End 5(B;)-Modul auf, so folgt mit Nakayamas Lemma trp, (A) = B;.
Weil B; noethersch iiber R ist, folgt: Es gibt einen surjektiven Homomorphimus der
Form g : A™ — B;. Daraus folgt aber, da3 C schon von {Bs, ..., B;} generiert wird,

Widerspruch zur Minimalitét von t.
Es folgt also {By,...,B;} C Py(C), und Py(C) generiert damit C. O

(14.4) Lemma: R habe endlichen Cohen-Macaulay-Typ. Dann gibt es zu jedem un-

~

zerlegbaren C' € CM(R) eine Kette von irreduziblen Morphismen

X, h X, Xn_IL)Xn

~

mit n > 0, X, = C, Xy projektiv, X; € CM(R) unzerlegbar (i =0,...,n).
Beweis: Mit den Bezeichnungen aus (14.3) gilt P, = @. Sei C unzerlegbar in

CM(R). Dann gibt es ein i € Ny mit C € P;. Ist i = 0, so ist nicht zu zeigen. Sei also
i > 0. Dann ist C nicht projektiv, also gibt es wegen (14.1) eine Auslander-Reiten-
Folge

9

0 A B C 0

~ ~

in CM(R). Da C aufspaltend-projektiv in CM(R)p,...up,_, und g nicht aufspaltender
Epimorphismus ist, muf} ein unzerlegbarer direkter Summand F von B in einem P;
(0 < j < i) existieren. Ist f, die Einschrinkung von ¢ auf E, so ist f, irreduzibel.
Die Aussage folgt dann durch Induktion. O

(14.5) Satz: R habe endlichen Cohen-Macaulay-Typ. Dann ist der Komplettierungs-
funktor
~ : CM#*(R) — CM(R)

reprasentativ.
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~

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daf jedes unzerlegbare C' € CM(R) graduierbar ist.

Es sind alle projektiven Objekte in mod(R) graduierbar, und mit (14.2) und (14.4)
folgt die Behauptung. OJ

Zum Schluf dieses Abschnitts wird noch ein Kriterium dafiir, da R endlichen Cohen-
Macaulay-Typ hat, hergeleitet. Fiir Details verweise ich auf die Literatur. Die néchste
Aussage ist in Auslander [3] bewiesen.

(14.6) Satz: Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) CM(R) hat Auslander-Reiten-Folgen. ~ N
(2) R ist eine isolierte Singularitit, d.h. es gilt gl.dim R, = dim K, fir jedes nicht-

mazximale Primideal p C K. OJ

Ist R eine isolierte Singularitit, so hat CM(]%) eine priaprojektive Partition wie in
(14.3) (d.h. es gilt (a)—(d) und (f) in (14.3)), vgl. Auslander-Smalg [12]. Man erhilt
damit die folgende Aussage, vgl. Auslander-Reiten [9, Theorem 1.1].

(14.7) Satz: Sei R eine isolierte Singularitit und C C ind OM(R) eine Klasse von
Moduln mit:

(a) C enthilt alle Moduln in ind pro(R)

(b) C ist endlich

(c) C ist abgeschlossen gegen irreduzible Morphismen.

~

Dann enthdlt C alle M € ind CM(R).

Beweis: Sei Py, P1,..., P eine priprojektive Partition von CM(R) wie in (14.3).
Mit dem Beweis von (14.4) folgt dann P; C C £i'1r jedes i € Ny. Dann ist U;-oP;
endlich, und es folgt P,, = @, also C = ind CM(R). O

~

Ist also C die Klasse aller unzerlegbharen, graduierbaren Cohen-Macaulay Moduln iiber

~

R, so folgt aus (14.7):

(14.8) Korollar: R habe endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ, und es sei R
eine isolierte Singularitit®. Dann hat R endlichen Cohen-Macaulay- Typ. 0

§15 Auslander-Reiten-Kocher

Tn diesem Paragraphen sei H = Z, und es gelte: Die Kategorien CM”(R) und CM(R)
haben Auslander-Reiten-Folgen.

8Mir ist nicht klar, ob man hier auf die Voraussetzung, dafl R eine isolierte Singularitit ist,
verzichten kann.



§15 AUSLANDER-REITEN-KOCHER 59

Die néchste Aussage folgt aus dem Zusammenhang zwischen irreduziblen und minimal
fast-aufspaltenden Morphismen, vgl. (10.8).

(15.1) Satz: Der Komplettierungsfunktor
= : OM%(R) — CM(R)

bewahrt 1rreduzible Morphismen. O

(15.2) Auslander-Reiten-Ko6cher. Der bewertete Auslander-Reiten-Kocher T'(R)
von CM”(R) besteht aus folgenden Daten:

(1) Die Knoten von I'(R) sind die Isomorphieklassen [A] (A € CM%(R) unzerlegbar).
(2) Es gibt einen Pfeil [A] — [B] (A, B € CM%(R) unzerlegbar), genau wenn ein
irreduzibler Morphismus von A nach B existiert.

(3) Jeder Pfeil [A] — [B] in I'(R) wird mit einem Zahlenpaar (sap, 74p) beschriftet.
Dieses Paar ist wie folgt definiert: Sei

t
i=1
minimal links-fast-aufspaltend mit unzerlegbaren E; (i =1,...,¢). Dann wird

sap =#{1<i<t|B~E;}

gesetzt. Sei
PF—B
i=1

minimal rechts-fast-aufspaltend mit unzerlegbaren F; (i = 1,...,s). Dann wird
rap:=#{1<i<s|A~F}

gesetzt. Es gilt: rqp = 0 ist dquivalent zu sy = 0, und beides ist dquivalent dazu,
daf} es keinen irreduziblen Morphismus A — B gibt.

Die Gruppe Z operiert via Verschiebung auf der Knoten- und der Pfeilmenge von
['(R), und es gilt

SA(n)B(n) = SAB, TA(n)B(n) =7TaB  (n € Z).

['(R) ist lokal-endlich, d.h. in jedem Knoten starten und landen nur endlich viele
Pfeile. Desweiteren gibt es keine mehrfachen Pfeile zwischen zwei Knoten in eine
Richtung. O

Analog wird der Auslander-Reiten-Koécher T(R) von CM(R) definiert.
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(15.3) Satz: Seien A, B € CM%(R) unzerlegbar. Dann gibt es einen irreduziblen
Morphismus A — B genau dann, wenn es ein n € Z und einen irreduziblen Mor-
phismus A — B(n) gibt. Desweiteren gelten die Formeln

Ti5 = D TAmB: S35 = D SAB(n)-
néEz nez

Beweis: Sei \
PF — B
i=1
minimal rechts-fast-aufspaltend mit unzerlegbaren Fj;. Dann ist

EBE—H@’
=1

minimal rechts-fast-aufspaltend, und es gilt

ras=#{1<i<s|AxE}=#{1<i<s| A~z F} = rampn-

neL

(Beachte: A(n) # A fiir n € Z, n # 0.) Die analoge Formel fiir s ;5 folgt genauso.
Weiter folgt
r75 >0 <= esgibt n € Z mit ram)p > 0. 0

Sei T'(R) der volle Teilkicher von T'(R), dessen Knoten gerade die graduierbaren
unzerlegbaren Objekte in CM(R) sind (nach (14.2) ist kein graduierbarer Knoten in
I'(R) mit einem nichtgraduierbaren Knoten durch einen Pfeil verbunden). Der Satz
zeigt auf, wie T'(R) aus T'(R) konstruiert werden kann.

Hat R endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ, so gilt ['(R) = I(R), wie aus den
Sétzen (14.5) und (14.8) folgt.

Sei T'(R)/S? der folgende Kocher: Die Knoten sind gerade die Z-Bahnen (d.h. die
Verschiebungsklassen) [A]; der Knoten aus ['(R), es gibt einen Pfeil [A]; — [Blz
genau dann, wenn es ein n € Z und einen Pfeil [A] — [B(n)] in I'(R) gibt, und fiir

die Bewertung gilt

PARBl, = D TAm)Bs S[AL[Bl, = D SAB(n)-
nez nez

Dann lautet (15.3) in Kurzform:
I'(R)/S” ~T(R).

Abschlieflend werden die Ergebnisse dieses Abschnitts in {iberlagerungstheoretischer
Sprechweise gedeutet.

Es wird nun angenommen, daf} die Bewertungen der Auslander-Reiten-Ko6cher sym-
metrisch sind, d.h. es gelte 745 = sap fiir alle unzerlegbaren A, B € CM?(R) (bzw.

CM(R)). Es kann gezeigt werden, daf dies gilt, wenn der Korper k algebraisch abge-
schlossen ist. Pfeile werden jetzt der Bewertung entsprechend mehrfach eingezeichnet.
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(15.4) Uberlagerungen. Seien I" = (I}, T") (Knotenmenge: I'j, Pfeilmenge: I'))
und I' = (T, I'y) beliebige Kocher (evtl. unendlich, mit mehrfachen Pfeilen, Schlaufen
(1) F = (Fy, Fy) : T' — T ist ein Morphismus von Kéchern, wenn Fy : Iy — Ty
und Fy : Iy — [’y Abbildungen sind, so daf} ein Pfeil

[0}
r—1Y

abgebildet wird auf den Pfeil

Fi(a)
Fo(z) — Fo(y).

(2) Ein Morphismus von Kochern F = (Fy, F}) : T" — T heifit Uberlagerung von
I, wenn F) fiir jeden Knoten x € I} eine bijektive Abbildung zwischen den Pfeilen,
die in z starten (bzw. landen) und den Pfeilen, die in Fy(x) starten (bzw. landen)
induziert.
(3) Sind F : I — T und F' : T” — T Uberlagerungen, so heift ein Morphismus
von Kéchern E : I —s IV ein Uberlagerungsmorphismus, wenn FE = F' gilt. Die
Uberlagerungen von I bilden dann eine Kategorie /T
(4) Sei F = (Fy, Fy) : I" — T eine Uberlagerung und G eine Gruppe. Das Paar
(F,G) heiit eine Galois-Uberlagerung, wenn folgendes gilt:

(a) Fy ist surjektiv
(b) G operiert auf " als Gruppe von Automorphismen von F' in /T
(¢) G operiert transitiv und frei auf den Fasern F; '(y) (y € T). O

(15.5) Korollar: Sei k algebraisch abgeschlossen. Dann induzieren der Funktor ~
und die Gruppe Z eine Galois-Uberlagerung T'(R) — ['(R). O

~

Die folgenden Beispiele illustrieren, wie I'(R) aus I'(R) konstruiert wird.

(15.6) Beispiele: (1) Sei R = k[X4,..., Xy mit grad X; =1 (i =1,...,d). Dann ist
['(R) von der Gestalt

O O O O @)

Qd

(2) Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0 und R =
E[X,Y]/(X?+Y*) mit grad X =4, gradY = 3. ['(R) hat die Form®:

~

Vervollsténdigung liefert T'(R):

9Vgl. Simson [24].
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é/o\é 2O/O\é
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~

Vervollstandigung liefert den Auslander-Reiten-Kécher I'(R) der einfachen Kurven-
singularitit'® R = k[[X,Y]]/(X? + Y*) vom Typ (Fs):
2

NN
WA

O<=——
5

'0Die Auslander-Reiten-Kocher aller einfachen Kurvensingularitéiten findet man in [15] und [25];
in [24, Example 13.28] ist der Kécher von k[[X,Y]]/(X3 + Y*) fehlerhaft abgebildet.
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Kapitel TV

Vervollstindigung entlang einer
unendlichen zyklischen Gruppe

In diesem letzten Kapitel wird das Konzept der Vervollstdndigung ausgedehnt auf all-
gemeinere Klassen Gruppen-graduierter Moduln. Die Hauptergebnisse der vorherigen
beiden Kapitel fiir Z-Graduierungen werden mittels Morita-theoretischer Aussagen
verallgemeinert.

§16 Definitionen

Sei H eine abelsche Gruppe, sei U eine unendliche zyklische Untergruppe von H, also
U ~ 7. U habe endlichen Index in H. (Aus diesen Voraussetzungen folgt insbesondere,
dal H eine endlich erzeugte abelsche Gruppe vom Rang 1 ist.) Sei weiter k ein
kommutativer Ring und R = @ R}, eine H-graduierte k-Algebra. Es wird in diesem
Paragraphen die Vervollstindigung von R entlang U definiert.

Sei A C H eine Transversale, d.h. ein Reprisentantensystem fiir die Nebenklassen
von U. Sei f : U — 7Z ein Gruppenisomorphismus (der einzige andere Isomorphismus
ist —f). Auf U wird eine Ordnung definiert durch

u<v <= f(u) < f(v) (u,vel).
Definiere
Mod{ls (R) := {M € Mod"” (R) | M, =0, u € U klein, h € A}.

Es ist leicht zu sehen, dafl diese Definition unabhéngig ist von der Auswahl von A.
Man erhélt also eine volle Unterkategorie Modr, (R) von Mod” (R).
Im Rest dieses Paragraphen gelte

R € Mod{ (R).

(16.1) Lemma: Sei M € Mod"” (R) endlich erzeugt. Dann gilt M € Modj} (R).

Beweis: Fiir jedes h € H ist R(h) in Modjr (R), weil mit A auch A + {h} eine
Transversale ist. Die Behauptung folgt dann wie in (5.4). O
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Fiir jedes M € Mod;} (R) wird definiert:

MU = @ HM,;

XeH/U reX

RV wird zu einer H/U-graduierten k-Algebra: Fiir alle Nebenklassen X, Y € H/U
wird gesetzt (in naheliegender Potenzreihenschreibweise!! mit der Unbestimmten 7'):

(g{ TITI)(g T = 3 (X s, )T

2eX+Y z+y=z2

Durch distributive Fortsetzung erhélt man eine Multiplikation, die RV zu einer H JU-
graduierten k-Algebra macht. Nach demselben formalen Schema wird M U zu einem
H/U-graduierten R-Modul fiir jedes M € Modj. (R).

(16.2) Definition: Die H/U-graduierte k-Algebra RU heiBit die Vervollstindigung
(oder Komplettierung) entlang U von R. Fiir jedes M € Modjr, (R) heiit der H/U-

graduierte RU-Modul MY die Vervolistéindigung (oder Komplettierung) entlang U
von M. (]

(16.3) Der Komplettierungsfunktor. Seien M, N € Modjj, (R), M = @ M,
N =@ N,,. Sei f € Homg(M, N). Dann sei

fU:: @ ﬁX}

XeH/U

wobei fiir jede Nebenklasse X € H/U
fix o 11 Mo — I Na

reX zeX

definiert wird durch

fix (X maT™) = 3 f(m,)T™".

reX rzeX
Auf diese Weise erhilt man einen additiven Funktor

=V Mod (R) — Mod"/V(RY),

den Komplettierungsfunktor. O

(16.4) Sei M € Mod"” (R) und X € H/U eine Nebenklasse.

M‘X = @ M:c

zeX

"'Die innere Summe auf der rechten Seite der Gleichung ist wegen R € Modj} (R) endlich.
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ist die Finschriankung von M auf X. Es ist

M: @ M|X
X€eH/U
wegern
= ] x.
XeH/U

Offensichtlich ist Rjy eine U-graduierte k-Algebra, die man auch als H-graduierte
k-Algebra auffassen kann (durch Fortsetzen mit Nullen). Wihlt man h € X fest, so
ist

M\X - 69 Mu+h

uelU

ein U-graduierter Rj;-Modul. O

§17 Graduierte Morita-Aquivalenzen

Sei k stets ein kommutativer Ring.
Ist A eine k-Kategorie, so wird die additive Hiille

DA

von A so definiert: Die Objekte von @A sind endliche Tupel der Form (X ..., X,)
(X; € A, n €Ny), und die Morphismen

(X, Xn) — (Y, .., V)

sind gerade Matrizen (f;;);; mit fi; € A(X;,Y;). Komposition von Morphismen ist
durch Matrizenmultiplikation gegeben.

(17.1) Lemma: (1) Seien A und B k-Kategorien, B additiv, i : A — DA die
natirliche Einbettung A — (A) und ¢ : A — B ein k-Funktor. Dann gibt es genau
einen k-Funktor @ : @A — B mit Bi = . Dieser ist durch

?(A,...,A) = EjB ©(A;)

gegeben. )
(2) Sei A klein. Durch die Zuordnung F +— F aus (1) wird eine Aquivalenz

Mod A — Mod & A

definiert. O
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Sei A klein. Die Yoneda-FEinbettung
A% — Mod A, X — A(X,-)

ist ein voller und treuer k-Funktor. Mit deren Hilfe bettet man ®(A%?) = (B.A)%
in Mod A ein. Diese volle Unterkategorie besteht gerade aus den endlichen freien
A-Moduln.
Die volle Unterkategorie aller direkten Summanden von endlichen freien A-Moduln
wird mit

pro A
bezeichnet. Deren Objekte heiflen endliche projektive A-Moduln. Die volle Unterka-

tegorie mod A von Mod A besteht aus den endlich présentierten A-Moduln, also den
Cokernen von Morphismen zwischen endlichen freien Moduln.

(17.2) Lemma: Seien A und B kleine k-Kategorien und
® : Mod A — Mod B
eine Aquivalenz von k-Kategorien. ® induziert durch Einschrinkung Aquivalenzen

mod A — modB und pro A — proB. -

(17.3) Lemma: Seien A und B kleine k-Kategorien und ¢ : A — @B ein voller
und trever k-Funktor. Die additive Fortsetzung @ @ @A — @B ist voll und treu.
Aquivalent sind:
(1) Der k-Funktor
ModB — Mod A
b F +— Fop
(mB)Bes = (Mp(a))aca

ist eine Aquivalenz von k-Kategorien.
(2) Zu jedem B € ®B gibt es A € ®A und B' € B mit p(A) ~ B® B'.

Beweis: (1)=(2): Sei B € @®B. Dann ist ®B(B,—) € pro®B. ® induziert eine
Aquivalenz Mod @B — Mod @A, F — Fp. Also gibt es ein A € @A, so daf
®B(B,%(—)) ein direkter Summand von ®A(A, —) in Mod @A ist. Es gibt also ein
F € Mod ©B mit

®B(B,(-)) © Fo ~ ®A(A, —) ~ @B(p(A),7(-))-

Es folgt
®B(B,—) ® F ~ ®B(p(A), —).

Weil die Yoneda-Einbettung (@8)” — Mod @B voll und treu ist, ist B ein direkter
Summand von B(A) in (®B)%, also auch in &B.
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(2)=(1): Sei ® : Mod @B — Mod @A der von P induzierte k-Funktor. Es geniigt
zu zeigen, dafl ® eine Aquivalenz ist, denn dann ist es offensichtlich auch

® : Mod B —> Mod ®B —2> Mod ®A ——> Mod A.

Wihle zu jedem B € @B ein Ag € @A, so daBl B ein direkter Summand von @(Ag)
in @B ist. Seien pp : P(Ap) — B und i : B — p(Ap) die kanonischen Projektionen
bzw. Injektionen. Sei F' : @A — Mod(k) ein k-Funktor. Zu F' wird ein k-Funktor
H : ®B — Mod(k) mit Hp ~ F angegeben, so daf} also ® repriisentativ ist.
Seien B, B' € @B und h : B — B’ ein Morphismus. Es gibt eindeutig bestimmte
f:Ap = Ap, f': Ap = Apund g : Ap — Ap mit B(f) = ippp, P(f') = ippp und
?(g) = iphpp. Esgilt (1— f")g =0 = g(1— f). Dann hat man das Cokern-Diagramm

P )

F(Ap) F(Ap) H(B) 0
F(g) F(9) H(h)

F(Ap) > F(4p) H(B') 0,

und das darin definierte H induziert einen k-Funktor H : @B — Mod(k) mit
H® ~ F. Es ist nicht schwierig zu zeigen, dal ® voll und treu ist. U

(17.4) Satz: Sei H eine abelsche Gruppe und U eine Untergruppe von H von endli-
chem Index. A = (hy, ..., h) sei eine Transversale fir U in H. R = @ Ry, sei eine
H-graduierte k-Algebra. Sei S = @ S, die durch

Ru R(h1—h2)+u ot R(hl—ht)-i-’u,
S . R(hz—hl)-i-u Ru et R(hQ—ht)-'—’U,
R(ht7h1)+u R(ht7h2)+u et Ru

definierte U-graduierte Matriz-Algebra. Dann induziert die Zuordnung

t
D My @ B Mo,

heH uel 1=1

eine Aquivalenz von k-Kategorien
¥ : Mod” (R) —— Mod"(9).

Fiir jedes M € Mod" (R) und jedes u € U gilt
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Beweis: Definiere ¢ : [U;S] — @[H; R] durch ¢(u) := (u+ hy,...,u+ hy) fiir
jedes u € U. y ist voll und treu, und es ist offensichtlich, dafl (17.3)(2) erfiillt ist, also
induziert ¢ eine Aquivalenz

® : Mod[H; R] —— Mod[U; S].

Mit (3.4) erhiilt man die Aquivalenz W. Fiir jedes u € U und M = @ M, € Mod” (R)
gilt

(M () = D D My v = T (M) (). -

velU =1

Sei ¥ : Mod” (R) — Mod"(S) die Aquivalenz aus dem Satz. Es gilt insbesondere:
Fiir M, N € Mod” (R) gilt

M~y N = U(M) ~y U(N).

Die analoge Aussage gilt fiir eine Quasi-Inverse von .

§18 Vervollstandigung graduierter Cohen-Macaulay Moduln

In diesem Paragraphen sei H eine abelsche Gruppe und U ~ Z eine Untergruppe in
H von endlichem Index ¢, A = (hy,...,h;) sei eine Transversale von U in H. K =
k[Xy,..., X4 = @ K}, sei H-graduiert, wobei alle Komponenten endlichdimensional
mit Ky = k ein Korper und alle Unbestimmten X; homogen sind. Zusétzlich gelte

K € Mod{l (K).
R = @ Ry, sei eine H-graduierte Cohen-Macaulay K-Algebra.
Fiir jedes ¢ € {1,...,d} gilt grad X! =t -grad X; € U. Sei K' = k[Y3,..., Y] C K
die Polynomalgebra in den Unbestimmten Y; = X! (i = 1,...,d). Es gilt

K'C Ky C K.

K" und K|y kann man als U-graduierte und als H-graduierte k-Algebren auffassen.

(18.1) Satz: Die U-graduierte Matriz-Algebra S = @ S,,, die durch

Ru R(hl—hz)-l—u e R(hl—ht)-i-’u,

S _ R(hg—hl)-i-u Ru e R(hz—hf)-}-u

R(ht7h1)+u R(ht7h2)+u e Ru
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definiert wird, ist eine U-graduierte Cohen-Macaulay K'-Algebra. Die Aquivalenz aus
(17.4) induziert eine Aquivalenz

T : CME(R) —— CMY.(9),
und es gilt fiir jedes M € CM™(R) und u € U
(M (u)) = U(M)(u).
Beweis: Division mit Rest zeigt
K=& K- X{-- X3
0<a; <t
K ist also endlich erzeugt (graduiert) frei iber K', und damit ist es auch R. Es ist

XeH/U
Also ist fiir jede Nebenklasse X € H/U die Einschrankung R|x von R auf X endlich
erzeugt projektiv iiber K’ also auch endlich erzeugt projektiv als U-graduierter K-
Modul, vgl. (1.9)(1). Weil K’ graduiert lokal ist, ist jedes R|x sogar endlich erzeugt
graduiert frei iiber K'. Es folgt: S ist endlich erzeugt graduiert freier K'-Modul, denn
es ist als graduierter K'-Modul

Ry Riuthi—ns) * Buthi—ney
R4 (ho—h1) Ry o Riug by he)
S ~ o . 2 @D Rust-n)-
: 1<i,5<t
Ruthi—ny) Byut(hi—hs) -+ Ry

Also ist S eine U-graduierte Cohen-Macaulay K'-Algebra.

Sei M € mod”(R). Es ist M endlich erzeugt H-graduiert frei iiber K ist, genau
wenn (nach (4.2)) M endlich erzeugt H-graduiert frei iiber K’ ist, genau wenn (M)
endlich erzeugt frei iiber K’ ist, und dies gilt genau dann, wenn W(M) endlich erzeugt
U-graduiert frei iiber K’ ist. Es gilt also

M e CMA(R) < (M) e CMY(9).

Die Aquivalenz ¥ 148t sich damit einschriinken zu einer Aquivalenz zwischen gradu-
ierten Cohen-Macaulay Moduln. O

(18.2) Lemma: Seim : H — H/U die kanonische Surjektion. Fir jedes g € H
kommutiert das Diagramm von Funktoren

—~U

Mod{l, (R) : Mod™/V(RV)
Sg" Sty
—~U
Mod{, (R) Mod®/Y(RY).




70 VERVOLLSTANDIGUNG ENTLANG EINER UNENDLICHEN ZYKLISCHEN GRUPPE

Fiir jedes M € Mod{} (R) und g € H gilt also

Beweis: Es gilt

M) = @ [[Mus= @ I M =(x(g)

XeH/U zeX XeH/U zeX+m(g)

denn es ist {z +¢g | z € X} = X + 7(g) fiir jede Nebenklasse X € H/U. Die
Isomorphie ist eine natiirliche Isomorphie von H/U-graduierten RY-Moduln. 0

Aus dieser Eigenschaft folgt zum Beispiel: Fiir alle M, N € Mod;l (R) gilt
M~g N — ]/W\UNH/U]VU.

Mit CM*/V(RV) = CM™/Y(RV) wird die volle Unterkategorie derjenigen Moduln in
KU

mod™/V (RV) bezeichnet, die graduiert frei iiber KU sind. Die Potenzreihenalgebra
k[ X1, ..., X4]] 1aBt sich H/U-graduieren (fiir jedes X € H/U ist

Z 6(01 ~~~~~ ad)Xlal o 'ng € k[[le"'aXd]]X

(al 7---9ad)eNc0l

genau dann, wenn [, ., 7 0 nur fir Y o;grad X; € X gilt), und die H/U-
graduierten k-Algebren KU und k[[X1, ..., X4]] sind isomorph. Durch Einschriinkung

erhédlt man den Komplettierungsfunktor

.....

V. oM™ (R) — CMT/Y(RY).
Wegen U ~ Z kann man kanonisch (d.h. wie im Fall U = Z) den Funktor
T OMY(S) — OM(S)

fiir eine U-graduierte Cohen-Macaulay Algebra S definieren. Offenbar hat dieser
Funktor dieselben Eigenschaften wie der in den vorangegangenen Kapiteln. Die Ver-
vollstdndigung entlang U wird nun auf diesen Funktor zuriickgefiihrt.

(18.3) Satz: Sei S =@ S, die durch

Ru R(hl—h2)+u e R(hl—ht)-i-’u,
S N R(hg—hl)-i-u Ru e R(h2—ht)+u
R(ht7h1)+u R(ht7h2)+u e Ru

definierte U-graduierte Matriz-Algebra. Es gibt eine Aquivalenz

) HIU (5 ~ a
¢ : CMZY(RV) > CM(5),
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so daf mit der Aquivalenz
T : CMJ(R) — CMY%./(S)

aus (18.1) gilt: Es kommutiert das Diagramm von Funktoren

—~U

CM(R) ' CMV(RY)
oMY (S) - CM(S).

Beweis: Satz (17.4) liefert die Aquivalenz
® : Mod™Y(R”) —s Mod(S).

Denn (U + {h1},...,U + {h:}) ist eine Transversale von 0 in H/U, und bildet man
zu RY die Matrix-Algebra wie in (17.4), so ist diese dann zu S isomorph.
Sei M € mod”(R). Dann gilt

o —

oM7) = @ [ Me=® [ Musn, = [[ B Myin, = U(M).

XcH/U z€X i=1 uel uel i=1

Weil K endlich erzeugt frei als H-graduierter K’'-Modul ist, ist KU endlich erzeugt frei
als H/U-graduierter K’-Modul, wegen K" = K'. Dann folgt, fiir M € mod™/V(RV)

M e CMPIY(RY) «— &(M) e OM(S)

wie in (18.1) (benutze ein zu (4.2) analoges Resultat fiir Potenzreihenringe). O

R (bzw. RY) hat endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ, wenn es in CMH(R)
(bzw. CM™/Y(RV)) nur endlich viele Verschiebungsklassen beziiglich ~p (bzw. ~ /)
gibt.

(18.4) Lemma: (1) R hat genau dann endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ,
wenn es in CMH(R) nur endliche viele unzerlegbare Moduln bis auf U-Verschiebung
qibt.

(2) RY hat genau dann endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ, wenn es bis auf
Isomorphie nur endlich viele unzerlegbare Moduln in CM™/V(RV) gibt.

Beweis: Folgt direkt aus der Endlichkeit einer Transversalen von U in H. 0

Aus diesem Lemma folgt, daf die Aquivalenzen aus (18.3) mit endlichem graduierten
Cohen-Macaulay-Typ vertréglich sind:

R (bzw. RV) hat genau dann endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ, wenn S
(bzw. S) endlichen (graduierten) Cohen-Macaulay-Typ hat.

Es sind nun alle Mittel bereitgestellt, die Ergebnisse der vorangegangen Kapitel zu
verallgemeinern.
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(18.5) Satz: Der Komplettierungsfunktor
—U. oM (R) — CMTV(RY)

hat folgende Figenschaften:

(1) =Y ist exakt und treu.

(2) =Y bewahrt Unzerlegbarkeit und Auslander-Reiten-Folgen.
(3) Seien M, N € CM"(R) unzerlegbar. Dann gilt

MU ~NY = M~y N.

(4) Wenn RV endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ hat, so hat auch R endli-
chen graduierten Cohen-Macaulay-Typ, und U ist reprisentativ. .

(5) M € CM"(R) ist genau dann projektiv (bzw. CM™ (R)-injektiv), wenn MY pro-
jektiv (bzw. OM™/V(RY)-injektiv) ist.

Beweis: (18.3) liefert das kommutative Diagramm

—~U

CM(R) : CMA/V(RV)
CMY(S) - CM(S).

Die behaupteten Eigenschaften gelten fiir den Funktor
T OMY(S) — OM(S).

Die Aquivalenzen sind mit Verschiebungen vertriglich. Die Behauptungen folgen dann
unmittelbar. Bei (1) beachte man, da die Aquivalenzen ® und ¥ Exaktheit von
Folgen von Cohen-Macaulay Moduln bewahren. (5) folgt aus (5.9), (13.2) und per
Dualitiit. Exemplarisch zeige ich (3) ausfiihrlicher: Aus M ~y N folgt MY ~ NV mit
(18.2). Tst umgekehrt MU ~ NV so gilt

\II/(Z\T) ~ ®(MY) ~ ®(NY) :\II/(-ZV).

V(M) und ¥(N) sind unzerlegbar, also folgt W(M) ~y W(N) aus (7.2). Dann ist
aber M ~p N (vgl. Bemerkung nach (17.4)). O

(18.6) Satz: Der Komplettierungsfunktor =V : CM™(R) — CM™V(RY) bewahrt
minimal fast-aufspaltende Morphismen. Es gilt also:

(1) Sei g : B — C' ein minimal rechts-fast-aufspaltender Morphismus in CM™ (R).
Dann ist gv : BY — CU ein minimal rechts-fast-aufspaltender Morphismus in
CMA/V(RY)Y.

(2) Sei f : A — B ein minimal links-fast-aufspaltender Morphismus in CM™ (R).
Dann ist fU : AV —s BU ein minimal links-fast-aufspaltender Morphismus in
CM/Y(RY).
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Beweis: (1) Nach (10.2) ist C' unzerlegbar. Ist C' nicht projektiv, so ist g ein Epi-
morphismus, weil z.B. eine projektive Hiille von C' durch ¢ faktorisiert. Es ist dann

0 —= Kerg B—1-C 0

Auslander-Reiten-Folge. Die Behauptung folgt somit aus (18.5)(2). Ist C' projektiv,
so folgt die Behauptung aus dem Fall H = Z (vgl. (13.11) und (13.12)) und aus
(18.3).

(2) per Dualitt. O

C' e CM/V(RY) heiit graduierbar, falls es ein M € CM"(R) gibt mit MV ~ C. Die
Auslander-Reiten-Kécher von CM (R) und CM?/Y(RY) werden wie in Paragraph 15
definiert.

(18.7) Korollar: Es gelte: Die beiden Kategorien CM™ (R) und CM™/V(RY) haben
Auslander-Reiten-Folgen. Dann gilt:
(1) Der Komplettierungsfunktor =7 : CM"(R) —s CM"/V(RY) bewahrt irreduzible
Morphismen.
(2) Genau dann hat R endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ, wenn RY endli-
chen graduierten Cohen-Macaulay-Typ hat.
(3) Seien M, N € CMT/Y(RY) unzerlegbar und f : M —s N irreduzibel. Dann ist
M graduierbar, genau wenn N graduierbar ist.
(4) Fiir den Auslander-Reiten-Kocher T'(R) von CM™(R) und den vollen Teilkicher
TU(R) des Auslander-Reiten-Kichers T(RY) von CM™/Y(RY), der aus den graduier-
baren Moduln besteht, gilt

I'(R)/SY ~TY(R),
d.h. sind A und B unzerlegbar in CMH(R), so gibt es einen irreduziblen Morphismus

von AV nach BY genau dann, wenn es ein u € U und einen irreduziblen Morphismus
von A nach B(u) gibt, und es gelten die Formeln

Tyvgy = Z TA(w)B, Suvguy = Z SAB(u)-
uel uelU

Ist k algebraisch abgeschlossen, so induzieren der Funktor =Y und die Gruppe U eine
Galois-Uberlagerung T(R) — T'Y(R).
(5) R habe endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ. Dann gilt

I'(R)/SY ~ T(RY).
Ist k algebraisch abgeschlossen, so induzieren der Funktor =" und die Gruppe U eine

Galois- Uberlagerung T(R) — T(RV). O

Sei auch V' eine unendliche zyklische Untergruppe von H, und es gelte V' O U.
Dann ist V/U endlich, und V' hat genau dann endlichen Index in H, wenn dies fiir
U gilt. Ist f : U — 7Z der Isomorphismus, beziiglich welchem eine Ordnung auf



74 VERVOLLSTANDIGUNG ENTLANG EINER UNENDLICHEN ZYKLISCHEN GRUPPE

U definiert wird (vgl. §16), so sei ¢ : V' — Z der durch g(v) := f(nv) (v € V)
definierte Isomorphismus, wobei n = [V : U] ist. Wird beziiglich ¢ eine Ordnung auf
V' definiert, so ist die hierdurch induzierte Ordnung auf der Untergruppe U gerade
die via f erkldrte Ordnung. Es folgt dann

K € Mod{, (K) <= K € Modjl, (K).

Die néchste Aussage beschreibt den Zusammenhang zwischen der Vervollstindigung
entlang U und der Vervollstdndigung entlang V' bezogen auf Auslander-Reiten-Kocher.

(18.8) Korollar: Sei V' eine Untergruppe von H mit H D'V D U.
(1) Seien M und N unzerlegbar in CM" (R). Dann gilt

MY ~yp NV = M~y N.

(2) Es gelte: V ~ 7, und es haben CM™ (R), CM"/V(RV) und CAMH/V(}AW) Auslander-
Reiten-Folgen. Dann operiert V/U wvia Verschiebung frei auf TY(R), und es gilt

DV (R) = F(R)/SV/",
und wenn R endlichen graduierten Cohen-Macaulay-Typ hat

['(RY) ~T(RY)/S"/V.

—~ —~ —U

Beweis: (1) Gilt MY ~y/p NV, so gibt es ein v € V mit MY ~ N(v) ; nach
(18.5)(3) gilt M ~y N(v), und damit M ~y N. Die Umkehrung folgt aus (18.2).
(2) Sei M € CM(R), M # 0. Es sei v € V mit MY ~ MY (%), wobei ¥ die Restklasse
von v € V ist. Dann gibt es nach (18.5)(3) ein u € U mit M ~ M (u + v). Dann gilt
aber u +v =0, also v € U, v = 0. Also operiert V/U frei auf der Knotenmenge von
IV(R).
Durch [MY}y + [M"] wird nach (1) und (18.5)(3) eine bijektive Abbildung von

der Knotenmenge von TV(R)/SV/V auf die Knotenmenge von T'V(R) definiert. Sei
(v1,...,vy,) eine Transversale von V/U in V. Dann gilt

n n
Pavay = DL TAWB = Q0 D TAm)@E = DT A Er = Ty, BV
veV i=1ucU i=1

und ebenso folgt s OJ

Ay = 8% o
AV BV [AY)y,u[BYlv/u

In der Situation von (18.8) induziert also bei algebraisch abgeschlossenem Kérper die
Zuordnung [MY] — [MV] eine Galois-Uberlagerung I'V(R) — 'V (R) mit Gruppe
V/U.
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(18.9) Beispiele: (1) Sei H = Zy ® Z, R = k[X], grad X = (1,1). Es hat ['(R) die

Gestalt
(@] (@] O O (@]
(@] (@] (@) (@) (@]

Z und 27 werden als Untergruppen von H aufgefafit. Vervollstindigung entlang Z
bzw. entlang 27 liefert:

0+7Z:

O (©)

O
(2) Sei H=7Zy®Z, R = k[X,Y] mit grad X = (1,1), gradY = (0,1). ['(R) hat die
Form
1+ o o o o o
HKAXX

Vervollstindigung entlang Z bzw. entlang 27 liefert:

(3) Sei H =Z, R = k[X] mit grad X=2. Dann ist ['(R

/\/\/\
\/\/\/\/

T'(R”) ist ein Punkt mit einer Schlaufe. T(R%?), ... T['(R?) sind der Reihe nach
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U S

+ <L

(4) Sei R = k[X,Y]/(X?+Y?) das Beispiel aus der Einleitung, also mit grad X = 2,
gradY = 3, Wobe1 k ein algebralsch abgeschlossener Korper ist. Die Kécher F(R)
und T'(R?) sind in der Einleitung abgebildet. Vervollstindigung entlang 27 liefert

den Kocher T'(R?): )
7
AN
v

(5) Sei R = k[X,Y]/(X? + Y*) das Beispiel aus (15.6)(2), also mit grad X = 4,

gradY = 3, wobei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0
ist. In (15.6) wird entlang Z vervollstéindigt. Wenn man stattdessen entlang 27 ver-

vollsténdigt, so erhélt man

O
O
O

5 4
5 4
@) O\
O=——"7-20 o1
7 6 \ /
O=——0
3 2
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