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4.2 Das bestimmte Integral

Die geometrische Interpretation eines bestimmten Integrals ist die Fldche unter
einem Funktionsgraphen f(¢). Man zerlege ein Interval [a,b] auf der ¢-Achse
aquidistant in n Teilintervalle [t;, t;11] mit

. b—a .
ti=a+1- , 1=0,...,n.
n

Dann approximiere man den Fldcheninhalt durch die Flichen der durch die
Punkte

(t:,0), (i f(t:)), (L1, f(E0)),  (tit1,0)
gegebenen Rechtecke (mit der Breite b_T"):

f(t)
t
a=ty t1 1o ot tig1 ... th=0

~—

b—a
n—1

. ; .. b—a
Die Summe der n Rechteckflichen ist —— - Z f(t;). Im Grenzwert n — oo
n

i=0

liefert dies die Fliache unter dem Graphen.

Definition 4.26: (Das bestimmte Integral)

Zu einer iiber dem Intervall [a,b] definierten (hinreichend glatten, z.B.
stetigen) Funktion f(t) (dem ,,Integranden®) wird das ,,bestimmte
Integral® iiber [a,b] definiert als

dr= m YOS b
IRCIESERD WIS

(sofern dieser Grenzwert existiert).

Dies ist lediglich eine prinzipielle Definition, die zur Berechnung véllig unge-
eignet ist. Die wirkliche Berechnung geschieht iiber Stammfunktionen von f(¢),
sobald der Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und dem unbe-
stimmten Integral gekldrt ist (néchster Abschnitt).

Bemerkung 4.27: Das bestimmte Integral kann auch negative Werte anneh-
men (z.B., wenn iiberall f(t) < 0 gilt). Die Interpretation als ,,Fléche unter dem
Graphen“ gilt nur fiir positive Funktionen.
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Bestimmte Integrale konnen additiv zerlegt werden. Man stelle sich dazu eine
positive Funktion f(t) vor, d.h., das Integral von a bis b ist die Flidche unter
dem Graphen von t = a bis t = b. Diese Fliche setzt sich zusammen aus der
Fléche unter dem Graphen von ¢t = a bis t = ¢ und der Fléche von t = ¢ bis
t = b, wobei der Zerlegungspunkt c beliebig gewihlt werden kann:

Satz 4.28: (Zerlegung bestimmter Integrale)
Fiir beliebiges a, b, ¢ gilt:

/acf(t)dtJr/cbf(t)dt—/abf(t)dt.

Konvention 4.29:

Wir setzen

/baf(t)dtZ—/:f(t) d,

womit wir in fab f(t) dt nun auch b < a zulassen kénnen. Speziell gilt

/aaf(t)dt:—/aaf(t)dtzo.

Mit dieser Konvention gilt Satz 4.28 auch fiir Zerlegungspunkte ¢, die aulerhalb
des Intervalls [a, b] liegen.

Bemerkung 4.30: In MuPAD ist die Funktion int sowohl fiir bestimmte als
auch fiir unbestimmte Integrale zustédndig:

>> int (exp(-2*x), x)

1
2
2 exp(x)
>> int(exp(-2*t), t = 0..5)
1
1/2 - ———-—-——-
2
2 exp(5)

>> float (%)
0.4999773
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Bemerkung 4.31: Man beachte, dafi das unbestimmte Integral [ f(z) dx ei-
ne Funktion in x ist, wdhrend das bestimmte Integral f; f(t) dt fiir konkrete
Zahlenwerte a, b einen Zahlenwert darstellt. Diesen kann man numerisch appro-
ximieren, indem man z.B. die in der Definition 4.26 gegebene Summe fiir grofies
n ausrechnet. Alternativ zur ,Riemann-Summe*

/bf(t) it~ 20 n_lf(a+i.b_a)
@ 0

n n

=

ist es giinstiger, stattdessen die , Trapez-Summe*

[t (504 5 s(ass by 20)

zu berechnen, die sich mitt; =a+1 - b*T“ auch als

b—a = f(t:)+ f(tis1)
n 'ZZ; 2

schreiben laf3t. Hierbei ist b_T“ . % die Flidche des durch die 4 Punkte

(t:,0),  (ti, f(t:),  (tiv1, f(tis1)),  (tit1,0)

definierten Trapezes (d.h., die Fléiche unter dem Graphen von f(t) wird nicht
durch Rechtecke, sondern durch Trapeze angenéhert).

f(@) f(tiy1)

Trapezfliche

t; tit1

Bemerkung 4.32: In MuPAD ist die Funktion numeric: :int fiir die numeri-
sche Berechnung von bestimmten Integralen zustédndig. Sie arbeitet auch dann,

wenn der symbolische Integrator kein Ergebnis liefert (weil er keine Stammfunk-

tion findet):
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>> int(exp(sqrt(t))*sqrt(t), t = 0..10)

1/2 1/2
int (t exp(t ), t =0..10)

>> numeric::int(exp(sqrt(t))*sqrt(t), t = 0..10)

264.1573027

4.3 Der Hauptsatz: Zusammenhang zwischen be-
stimmtem und unbestimmtem Integral

Es verbleibt das Problem, wie man effektiv bestimmte Integrale ff f(t) dt ohne
den garstigen Grenzwert von Riemann—Summen berechnen kann. Hier kommt
die wesentliche Beobachtung ins Spiel, dafl man mit unbestimmten Integralen
(Stammfunktionen) bestimmte Integrale ausrechnen kann.

Satz 4.33: (Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 1)
Betrachte

Fula) = [ 10t .
Fiir stetiges f ist F, differenzierbar, und es gilt

d
%Fa(l’) = f(.%'),

d.h., Fy(z) ist eine Stammfunktion von f(x).

,Beweisidee*: Es gilt

AF, = Fy(z + h) — Fy(z) = / o Ft) dt — / " ry a2 / o £(t) dt.

Néhern wir auf dem (kleinen) Interval [x,z + h| die Funktion durch den kon-
stanten Wert f(¢) ~ f(z) an, so gilt

z+h z+h n—1
AF, = / (1) di ~ / Fla) di = Tim %-Z (@)
* z i=0

h n—1 h
= lim —- f(z)- Y 1= lim _'f(x)'”:nlif&oh'f(x):h'f(x)'

n—oo N ‘ n—oo n

I
o
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Damit 148t sich die Ableitung von Fj,(x) berechnen:
d Fy(x+ h) — Fy(x) h- f(x)
h

gy Falz) = lim 2 = Jim,

= f(x).

O

Bemerkung 4.34: Stammfunktionen sind nur bis auf additive Konstanten
bestimmt. Dies wird in der Darstellung einer Stammfunktion iiber Fy(z) =
[ f(t) dt dadurch deutlich, daf$ die untere Grenze a beliebig wéhlbar ist. Die
Konstante ist hier durch die Bedingung F,(a) = faa f(t) dt = 0 festgelegt. Bei
unterschiedlicher Wahl der unteren Grenze ist die Differenz der entsprechenden
Stammfunktionen in der Tat eine Konstante:

Fon(2) — Foy(a) = / " f() dt - / " ft) de

(128) ([ . N ) " |
</a1 f(t) alszr/a2 f(@t) dt> /a2 f(t) dt /al £(6) dt

unabhéngig von x

Bestimmte Integrale sind also Stammfunktionen, wenn man sie als Funktion der
oberen Grenze auffafit. Umgekehrt, kennt man ein Stammfunktion, so liefert sie
ein bestimmtes Integral, denn alle Stammfunktionen F'(z) von f(x) unterschei-
den sich nur um eine additive Konstante, d.h., es muss gelten

xX
F,(z) = / f(t) dt = F(x) +c.
a
Es verbleibt nur, die Integrationskonstante ¢ zu identifizieren. Fiir x = a folgt
a
O:/ ft)ydt=F(a)+c = c¢=—F(a),
a

also .
/ f(t) dt = F(x) — F(a).
a
Dies liefert nun eine effektive Methode, bestimmte Integrale auszurechnen, in-
dem man sich zunéchst eine Stammfunktion des Integranden verschafft:

Satz 4.35: (Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 2)
Sei F(x) eine beliebige Stammfunktion von f(x). Dann gilt

b
/ £(8) dt = F(b) — Fl(a).
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Die additive Konstante der Stammfunktion féllt dabei bei Differenzbildung her-
aus.

Beispiel 4.36: Zur Berechnung von fl In(t) dt berechnet man zunéchst eine Stamm-
funktion von In(z). Analog zu Beispiel 4. 11 erglbt sich durch partielle Integration:

1
/ln(a:) dx = /ln(x) -1 de=In(z)  «x —/ - -z dr
~~ — =~ T =~
f(z) 9'(=) fz) 9@ f/\’(x) g9(z)
::17~1n(33)f/lda::ayln(z)f:chc.

Mit der Stammfunktion F'(z) = z - In(z) — « + ¢ ergibt sich das bestimmte Integral

/2ln(t)th(2)F(1) (2-1n(2)—2+c)—(1.1n(1)—1+c) —2.In(2) — 1.

Bemerkung 4.37: Aus dem Zusammenhang mit dem unbestimmten Integral
folgt sofort, daB3 die Rechenregeln aus Abschnitt 4.1 auch fiir bestimmte Inte-
grale gelten, z.B. (Satz 4.7):

/b (cl-fl(t)—l—CQ-fg(t))dt:cl-/bfl(t)dt + cz-/bf2(t)dt

Partielle Integration gilt in der folgenden Form:

b
/ £(0) — [F(8) - 9= — / F(t) - g(t)dt

wobei [f(t) - g(t))i=% als Abkiirzung fiir

[f(t) - g(®))i=8 = f(b) - 9(b) — f(a) - g(a)
dient. Substitution gilt in der folgenden Form:

g(b)
/ fa) g Wdi= [ @) dy

g(a)

Beispiel 4.38: Partielle Integration:
1 1
. - . 1 t:1 —_ . 1
t -cos(t) dt = t -sin(t)];=; /0 1 -sin(t) dt
O g O ) PO ()

= [t-sin(t)][iZp — [ cos(t)]i=g
=1-sin(1) — 0-sin(0) + cos(1) — cos(0) = sin(1) + cos(1) — 1.
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Beispiel 4.39: Substitution y = t2, dy = 2tdt:

VT 1 VT
/ t cos(t?) dt = — - / cos(t?) - 2t dt =
0 2 Jo

dy

eer

= % - [sin(y)]y—p = % . (sin(w) - sin(O)) = 0.

Man beachte hierbei, wie sich im Substitutionsschritt die Grenzen dndern: Fiir ¢ = 0
folgt y = t? = 0, fiir t = /7 folgt y =t = 7.

{

Beispiel 4.40: Sei p(z) eine Nachfrage(Preis-Absatz)-Funktion einer Ware, x =
die nachgefragte Menge, p = der Preis. Die Erlosfunktion ist F(z) = p(x) - z. Sei
po = p(xo) der aktuelle Preis, fiir den die Ware angeboten wird, g der aktuelle Absatz
(,,Gleichgewicht*).

Wie grofl wire der (fiktive) Gesamterlos E*, wenn man erreichen kénnte, dafl jeder
Konsument den fiir ihn gerade noch akzeptablen Preis zahlt!? (Hierbei werden nur die
Konsumenten betrachtet, die mindestens py zu zahlen bereit sind). Wir setzen p(z) als
monoton fallend voraus, damit entsprechen Preise p > pg einem Absatz 0 < z < zg.
Der Bereich [0, zo] wird in n gleiche Teile aufgeteilt. Es wiirden jeweils 7 Konsumenten
den Preis p(% - xg) zahlen. Insgesamt wiirde dies zum Gesamterlos

n— .

« i) 7
Er~ — pl— o
noAn
="

fitlhren. Dies ist eine Riemann—Summe im Sinne von Definition 4.26. Im Grenzwert
n — oo liefert dies als Formel fiir den fiktiven Erlos

E* :/ p(z) dx.
0

Der tatséchliche Erlos ist Eg = xg - pg. Man definiert

Kn(zo) = B — Ey = /Ozop(x) di — w0~ po = /Omo(p(x) ~ po) d

als die Konsumentenrente mit der folgenden Interpretation: Sie ist der Gesamter-
sparnis aller Konsumenten, die bereit gewesen wiren, mehr als py = p(x¢) fiir die Ware
auszugeben, aber aufgrund des aktuellen Marktpreises pg ,,billiger“ an die Ware kom-
men. Fiir monoton fallendes p(z) gilt p(x) > p(xo) fiir ¢ < g, damit ist diese Rente

!Zum Beispiel kann man beim Einfithren eines neuen Produktes den Markt ,,von oben
abschépfen® (das sehen wir momentan bei neuen PC-Generationen): Zunichst wird das neue
Modell zu einem hohen Preis angeboten, bis diejenigen K#ufer, die hohe Preise zu zahlen
bereit sind, geséttigt sind. Danach fillt der Preis ein wenig, bis sich die néchste K&uferschicht
eingedeckt hat. Usw.
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positiv. Beispiel: die Nachfrage sei durch die Modellfunktion p(z) = e~* gegeben, der
aktuelle Absatz sei xy = 1. Die Konsumentenrente ist

1
Kgr(1) = / e tdr—1-et=[—e " T —et
0

=—e 4l e l=1-2¢e"1~0.2642.

4.4 Uneigentliche Integrale
Bestimmte Integrale ff f(t) dt sind zunéchst nur fiir endliche Intervalle [a, b]

definiert. Wir erweitern die Definition:

Definition 4.41: (Uneigentliche Integrale)

/ " r) di = lim b F(t) at,

a

b b
/ F) dt= lim [ f@)dt,

—_—
a (e 9] a

a——00 b—o00

/_ Z f(t)dt= lim lim /ab () dt

(falls die Grenzwerte existieren).

Beispiel 4.42:

oo b
/ e tdt = lim e~tdt = lim[—e")iZh = lim (—e " +1)=1— lim e =1.
0

b—oo J b—o00 b—o00 b—oo

Beispiel 4.43: Substitution y = —/%, % = fﬁt = i, dt =2 y-dy:

1 [ 1 . 0
_./ e**/idt:—-/ ey-2-ydy(4:29)—/ e¥ -y dy.
2 Jo 2 Jo —o0

Man achte hierbei auf die Transformation der Grenzen: ¢t = 0 entspricht y = —/t = 0,
t = oo entspricht y = —/t = —o0. Das verbleibende Integral war bereits in Beispiel 4.12
gelost worden:

0
[ eyt (-
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=— lim (—1—(@—1)-6“):1— lim ((1—@)-6“).

a——00 a——00

Der verbleibende Grenzwert ist 0:

b—&—l).

lim ((1 —a) .ea> =9 Jim ((1 +0b)- e_b> = lim ( o

a— —00 b—oo b—oo

Da mit e® =1+b+ % + - - - die Exponentialfunktion fiir b — oo stérker steigt als jedes
Polynom, ist der Grenzwert 0. Endergebnis:

1 o0
—-/ e Vidt=1.
2 0

Man geht &hnlich vor, wenn der Integrand eine Singularitéit hat:

Definition 4.44: (Uneigentliche Integrale bei singuléren Integranden)

Hat der Integrand f(t) an der Stelle a oder b eine Singularitét, so definiert
man

b b—e
/ F(t)dt = Tim () dt,

e—0+0 /,

bzw.

b b
| s a= i [ g ar

(falls die Grenzwerte existieren).

Beispiel 4.45: Im folgenden Fall existiert das uneigentliche Integral:

| Loy t%
/ — dt= lim t72 dt = lim [+ ]i=}
0 \/{‘; e—0+0 e e—0+40 5

= lim 2- V4= =2 lim (17¢E):2.

e—0+0 e—0+40

Beispiel 4.46: Im folgenden Fall existiert das uneigentliche Integral nicht (bzw. ist
00):

1 1

1 1 -

/ = dt= lim —dt = lim [In(®))}=! = lim (0 - ln(e)) = 0.
0 t e—0+0 c t e—0+40 e—0+0




