MATHE II FUR INFORMATIKER Sommersemester 05
WALTER OEVEL 28. 6. 2005

Ubungsblatt 12

Losungen von #-Aufgaben sind per Web-Formular unter http://math-www.upb.de/ walter
(— Lehre SS 05 — Ubungen) bis spitestens Do, 7.7.05, abzuliefern.

Losungen von sx-Aufgaben sind schriftlich abzugeben. Sie werden zu Beginn der Vorlesung
am Mi, 6.7.05 eingesammelt.

Aufgabe 80**: (Taylor-Reihen. 10 Bonuspunkte)

Diese Aufgabe kann schriftlich bearbeitet werden. Bearbeitungen werden zu Beginn der
Vorlesung am Mi, 6.7.05, eingesammelt.

Bestimme die ersten 4 Koeffizienten cg, ..., c3 der Taylor-Entwicklung
@) = o4y x 4y a4 o324+ 0.

um den Entwicklungspunkt xg = 0. MuPAD-Funktion zur Kontrolle: taylor, series.

Musterlosung:
Es gilt

f(O) (a’:) o eSiIl(l) = f(O) (O) = eSiIl(O) = 17

fO () = cos(z) - e = fD(0) =1,

f@(z) = —sin(x) - @) 4 cos?(z) - @) = f2)(0) =1,

fO)(z) = —cos(x) - e5™(®) — 3. cos(x) - sin(z) - @) 4 cos®(z) - @) = fB)(0) = 0.
Damit ergibt sich der Beginn der Taylor-Entwicklung

. M (o @) (o 3o 2
esm(z) :f(0)+ f 1'( ) x4+ f 2'( ) 'l‘Q—‘r f 3'( ) -$3+O($4):1+$+%+O($4).

Probe mit MuPAD:

>> series(exp(sin(x)), x= 0)

2 4 5
X X X 6
1+x+-—-------+0&x)
2 8 15

Aufgabe 81*: (Taylor-Reihen. 10 Bonuspunkte)

Seien My, M, M3 Zahlen (die von hex zuféllig gewihlt werden). Bestimme die ersten 3 Ko-
effizienten ¢, ¢ , co der Taylor-Entwicklung von

6M1~ac

um den Entwicklungspunkt xg = 0. Siehe auch Aufgabe 80.

—cotc-xteg-ai4



Musterlésung:

Es gilt
M-z 0 1
Oy =" Oy = £ 1
@ = = 0= =0
O (x) = M, - e (My — My - a) + My - M _ My My = My - My -z 4 Mg LM
(M3 — M3 - x)? (My — M3 - x)?
My - My + M.
Mgy = 2L 2T 73
= 0) =
F0(0) = SR,
Ms - (My - My+2- My — My - Ms - z) My My — M, - Ms-z+ M
@) _ Ms 1 - My 3 1 - M3 My 1 My 1 M3 3 AL . oMiw
f(x) (Mo — M - 2)? e + (Mo — M -2)? 1-€
My -My-Ms+2-M;  MZ- M+ M - M
(2) _ 1 2 3 3 1 2 1 3
2. My My My +2- M3 + M2 - M2
= T )
Damit ergibt sich der Beginn der Taylor-Entwicklung
eMe FM(0) f@0) 3
Lo = f(0) + T TR + O(z”)
1 M- My+ M; MZ-M3+2 -M2+2-My-My-Ms 3
= — : . O(z>).
/S v v 2. M3 ¥ +0E)
—
co c1 Cc2
Probe mit MuPAD:
>> series(exp(M1*x)/(M2 - M3#*x), x = 0, 3)
/ 2 2 \
1 / M1 M3 \ 2] M M3 M1 M3 | 3
i A B e e | +0(x)
M2 [ M2 2 | | 2 M2 3 2 |
\ M2/ \ M2 M2 /
Aufgabe 82: (Taylor-Reihen)
Betrachte f(x) =1/(1 — z).
a) Bestimme eine Formel fiir f("(z).
b) Bestimme hiermit die Taylor-Reihe von f um den Nullpunkt.
c) Fiir welche x wird f(z) durch die Taylor-Reihe dargestellt?
Musterlésung:
a) Die ersten Ableitungen:
1 1 2 2-3 2-3-4
(0) —_ - M R ] (o)) S <)) e 4 €3 -2 2 =



legen die Vermutung
n!

nahe, welche durch Induktion leicht zu beweisen ist. Hier der Induktionsschritt:

(@) =

1) = 7 1) = g = 0D g 0 = g e

b) Mit f(™(0) = n!/(1 — 0)"+! = n! ergibt sich die Taylor-Reihe

— fM0) ., .
;T.x zzox.

c¢) Es ist bekannt, dass die geometrische Reihe fiir || < 1 gegen ﬁ konvergiert und fiir |z| > 1
divergiert:

1
= Zaj" fiir |z| < 1.

Aufgabe 83: (Taylor-Reihen)

Betrachte f(x) = arctan(x).

a) Bestimme die Taylor-Reihe von f’(z) um den Nullpunkt.

b) Fiir welche z wird f’(x) durch die Taylor-Reihe dargestellt?

c) Stelle eine Vermutung auf, wie die Taylor-Reihe von f(z) aussieht.

Anleitung: a) Die Konstruktion iiber Ableitungen ist miithsam. Betrachte stattdessen eine
geeignete geometrische Reihe. ¢) Integration von f’(z) und der Taylor-Reihe von f'(x).
(Integration als Vorkenntnisse aus der Schule vorausgesetzt).

Musterlésung;:
a) In Aufgabe 74.b) wurde
1
. arctan(z) = 522
hergeleitet. Mit € = —a2? gilt
1 1 SR R &
ik D DD B C D (G VAN R e e A
k=0 =0 k=0

b) Dies ist die Taylor-Reihe um den Nullpunkt. Als geometrische Reihe konvergiert sie fiir | — 22| < 1,
also |z| < 1, gegen f’(z) = 1/(1 + 2?).
c¢) Integriert man die Gleichung

fllz)=1—2+a* —ab + ...

formal links und rechts, so erhéilt man

3 5 7
f(x):zf%+%f%i~~+Konstan‘ce.



Die Konstante ergibt sich durch Einsetzen von z = 0 mit f(0) = arctan(0) = 0 als 0. Dies ergibt als
(vermutete) Taylor-Reihe
3 5 7

x x x
arcan(x) T 3 + 5 7

Aufgabe 84: (Extremwerte)

Ein Leuchtturm liegt 3 km vor der Kiiste, direkt gegeniiber einem Punkt A der geraden
Kiistenlinie. Vom Punkt A aus liegt in 5 km Entfernung parallel zur Kiistenlinie ein Laden.
Der Leuchtturmwirter kann mit 4 km/h rudern und mit 6 km/h laufen. Welchen Punkt
sollte er vom Leuchtturm aus startend ansteuern, um den Laden so schnell wie moglich zu

erreichen?
Leuchtturm

3 km rudern mit 4 km/h

laufen mit 6 km/h_
5 km

MuPAD-Funktionen zur Kontrolle: diff, solve.

Kiistenlinie

Musterlésung:
Sei « der Abstand zwischen A und dem Kiistenpunkt, der rudernd anzusteuern ist. Nach Pythagoras
ist die zu rudernde Strecke v/32 + 22, die zum Rudern benétigte Zeit ist damit

VI + 2

t = 1

Es verbleibt die Strecke 5 — = zu laufen, die dafiir benotigte Zeit ist

t75fac
2T e
Damit ist das Minimum von
V9 25—
t(I)Ztl—FtQ: T + l‘
4 6
zu finden:
dt 2. 1 T 1
o=—=—— == = — = = 3.2=2-9+22
dr  4.-2-v/9+22 6 4-v/9+22 6




Aufgabe 85*: (Extremwerte. 10 Bonuspunkte)

Seien M7, My Zahlen (die von hex zufillig gewihlt werden). Betrachte einen Quader, bei dem
die Seiten a, b der Grundfliche das Verhiltnis a/b = M; aufweisen. Bestimme die Hohe ¢ des
Quaders, wenn das Volumen

a-b-c= My

gegeben ist und die Quaderoberfliche minimal werden soll.
Musterlésung:

Die Oberflache ist
F=2-a-b+2-a-c+2-b-c,

wobei
a:M1~b
und
a-b-c= My
gilt, also
M- M, - M M - M My - M.
b="—"2 = a=M b=—1"2 = gZ2="1"2 o 4= L
a-c a-c c c
und
po 4 [ M
M, VM-’

Damit ergibt sich die Oberflache als Funktion von c:

F(c)=2-a(c)-blc)+2- (a(c) + b(c)) c

Sei

Das Oberflichenminimum ergibt sich durch

d 2. M, M a2+ Mo 2. My 2/3
0=— F(c) = — = = &= = ( ) :
dc (C) c? +\ﬁ ¢ M3 ¢ M3
also
1/3 s
(4-M22>1/3 4. M2 ( 4- M, )
C = ) = 3 = 71
M; Ml‘Mz'(lJrﬁl) M1+2+Tfl

o 4-M My N\ 4 My - M\
C\ME+2x M +1 (M +1)2




