MATHE II FUR INFORMATIKER Sommersemester 05
WALTER OEVEL 18. 7. 2005

Ubungsblatt 15 (Wiederholung)

Folgende Aufgaben dienen zur Wiederholung und Klausurvorbereitung.

Aufgabe 103: (Komplexe Zahlen. Induktion.)
Beweise formal: (1 + )%™ = (=1)"/2. 2" fiir alle n € {0,2,4, ---}.

Musterlosung:
Voriiberlegung:
142 =14+2-i+2=1+2-i-1=2-4.

Es folgt
1+ =((1+i)H)"=(2-i)" =2"-i".

Damit bleibt zu zeigen:
"= (=12, firn=0,24,....

Diese Behauptung wird durch Induktion nach n gezeigt. Induktionsstart n = 0:
i"=1=(-1)° (ok).
Induktionsschritt n — n + 2. Es gelte i = (—1)"/? fiir ein gerades n (Induktionsvoraussetzung).
Damit folgt
in+2 =" 2-2 — " = _(_1)n/2 — (_1>n/2+1 — (_1)(71-&-2)/2.

Dies ist die behauptete Gleichung fiir n + 2.

Aufgabe 104: (Polynome. Induktion.)

Sei p(2) = 2" +cu_1- 2" 1 + .-+ 4 ¢g ein Polynom vom Grad n mit den (eventuell iiberein-
stimmenden) Nullstellen z1, ..., z,. Beweise formal:

z1t+2z+ -+ 2p = —Cp-1.

Musterlésung:
Nach dem Hauptsatz der Algebra gilt

2t ep 2" o =(2—21) (z—2) .- (2= 2p).
Wir zeigen per Induktion nach n, dass in der Expansion von
(z—2z1)(z—22) ... (22— 2zn)

der Koeffizient vor z"~! durch —(z; + - - - + 2,,) gegeben ist.
Start: n = 1, p(z) = z + ¢o. Die Nullstelle ist z; = —c¢g. Ok.
Schritt n — n + 1: Es gelte (Induktionsvoraussetzung)

(Z—Z1)~(Z—ZQ)~...-(Z—ZR):z”—(zl+-.-+zn).zn—1+...

Damit folgt:
(z—2z1)(z—22) ... (2= 2zn) - (2 — zp41)



:(Zn_(Z1+"'+Zn)'Zn_1+"')'(z_zn+1>
:(Zn+1—(Zl+"'+Zn)-Zn+(.,)-2n_1+"')_<anzn+1+zn_1'zn+1+'--)

=" — (a4t ) 2 ()T

Dies ist die zu beweisende Aussage fiir n + 1.

Aufgabe 105: (Funktionalkalkiil fiir Matrizen)

, . . : 1\"
Bestimme eine explizite Form der Matrixpotenz ( _01 0 > .

Musterlésung:
Diagonalisierung von A: die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det(A — 2 - 1) = 2% + 1, also = +i. Die Eigenvektoren sind

1 .. iy 1 .. .
<Z> fir x1 =1, <—2> fir z; = —1.

Die Diagonalisierung ist damit

Potenzen von A haben damit die Darstellung

w101 im0 \1
peroris(14)(5 )]

2\ (1= (=D") "t (14 (=) -i"
Endergebnis:
1 0 L 0 1 L
<O 1>fu1rn()mod4, <_1 O)furn1m0d4,
-1 0 L 0 -1 L
( 0 _l)furn—2m0d4, (1 0 )furn—3mod4.

Aufgabe 106: (Folgen, Grenzwerte)

Berechne lim smg(w
n—oo n+1



Musterlésung:

lim sinn) - n = lim — - sin(nl) = lim L Lin(??
n—oo n2 41 n—oo N2 1—|—n—2 n—oo n 1—|—n—2
Da |sin(n)| < 1 beschréankt ist, gilt
1 sin(n) < 1 1
n 1+~ n 1+%

nml-%:(hm l).(hm 11):0-1:
1+ 5 3

Es folgt

Aufgabe 107: (Folgen, Grenzwerte)

. 1 e’
Berechne lim — -In (— + 1).
n—oo 1N AL
Musterlésung:

Mit In(a - b) = In(a) + In(d) gilt
() (5 (2))) -2 (- o+ (2))

:%-(n—n~ln(2)+ln<l+<§) )):1—111(2)4—%-111(1—}—(%)”).

Da (2/e)™ eine Nullfolge ist (beachte 0 < 2/e < 1), strebt der letzte Ausdruck fiir n — oo gegen 0.
Damit folgt

Aufgabe 108: (Folgen, O-Kalkiil)

3
n®+n-0(n
Sei xp, = +—(3) Bestimme den Grenzwert der Folge (x,).
2. n3 + O(n?)
n+1
Musterlésung:
1 O(n)
. ~ n*4+n-0On)  n? 1+ﬁ' n
L B T 2md 11 3y
2-n3+0(n) " 14— O(n)
n+1 2 n+1 nd
Da % und OS;S) beschrankt sind, folgt:
1 O
141.0m 1 14 fim .90 L1s0 1
i o= lm o o = T T o 2 1402
= I+35m = 1+ =- lim (n°)

2 n—>oon—|—1. n3



Aufgabe 109: (Reihen)

k41
Bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe Z ki O
k=0

Musterlésung:
Der gesuchte Konvergenzradius ist » = 1. Fiir |x| < 1 liefert das Wurzelkriterium

k+1 "k
1
()" < Gy = ol <

die Konvergenz. Fiir || > 1 bilden die Summanden keine Nullfolge, denn

k+1 k>|x\k

ez M=

)

N

die Reihe divergiert also. Alternativ iiber die Cauchy-Hadamard-Formel fiir Y, aj - (x — x0)*:

; 1/k
R T A S N AL G
r= lim | — = lim :—M:le,
k—oo \ |a| koo \k+ 1 khm (k+2) / 1
—00

wo die (bekannte) Tatsache lim k'/F =1 eingeht.

k—o0
Aufgabe 110: (Reihen)
o0
In(k)
Konvergiert die Reihe ?
vers K3+ k2
k=2
Musterlésung:
Majorante: fiir alle k = 2,3, ... gilt
In(k) 1
<
k3 +k2 - k2
Begriindung;:
In(k) 1 1M@<:H+k2—k+1 & k<e’“+1—1+(k+1)+(]“Ll)2
k3 + k2 — k2 - k2 - N 2!

Damit ist ), 7 eine (bekannterweise konvergierende) Majorante.

Aufgabe 111: (Reihen, Partialbruchzerlegung)

> 2
Berechne den Reihenwert Z —_
— k- (k+2)



Musterlésung:
Partialbruchzerlegung:

b a-(k+2)+b-k  (a+b)-k+2-a
k+2  k-(k+2) k-(k+2)

Es folgt

Im Grenzwert n — oo folgt

Aufgabe 112: (Stetigkeit)

Zeige, dass die Funktion

1 — cos(z?
x4( ) fiir z # 0,
fa =9

- firz=0

2
am Punkt z = 0 stetig ist.
Musterlésung:
Fiir z # 0 gilt

1—cos(z?) 1—(1— (”322!)2 + (””42!)4 Foo) %—%i~-~ 1 gt .
I - T

Damit folgt
lim 1= costa’) co4$(m2) = 1,
x—0 x 2

d.h., mit dem Wert f(0) = % ist die Funktion am Nullpunkt stetig.

Aufgabe 113: (Grenzwerte)

—1
Bestimme lim $ .
r—1 ln(x)




Musterlésung:

de "Hospital:
-1 4 (z—1 1
limx :limM:lim—zlimx:L
r—1 hl( ) r—1 P 1n(;1;) r—1 1/1’ r—1

Aufgabe 114: (O-Kalkiil)

Zeige formal: e!™ = ¢ + O(z) im Limes x — 0.

Musterlésung:
Es ist zu zeigen, dass

auf einer Umgebung von z = 0 beschrankt ist. Mit

et _e=el " —e=c-(e* 1)
und
z? 3 z?  ad r z?
1= (1ot ST ) lmet = (e S )
folgt
el—‘rm —e T $2
=— 1 — )
f@)= = (14 G+ o+
Diese Funktion ist fiir |z| < 1 beschrinkt:
|z | |9C|2 | |96|3 z

Aufgabe 115: (O-Kalkiil)
Zeige formal: \/|z|- O(x) = o(x) im Limes z — 0.

Musterlésung:
Sei f(x) eine beliebige Funktion mit f(z) = O(z), d.h., f(x)/z ist auf einer Umgebung U von z =0
beschrinkt, also
‘f(l“)
x

< (C firallex eU.

Zu zeigen ist, dass g(x) := /x - f(z) = o(x) gilt, also, dass

x—0 X

gilt. Dies folgt aber mittels

‘\/ﬂﬂm) S\/m.a




Aufgabe 116: (Spezielle Funktionen)

jus

Bestimme sin(%§

) und cos(%) als explizite exakte Ausdriicke. Anleitung: betrachte

sin (g - 3:) = cos(z), cos (g - ac) =sin(z) und sin(2-xz)=2-sin(z) - cos(z)

fiir ein geeignetes .

Musterlésung:
Fir z = ¢ folgt

sin (%) = cos (g), cos (%) = sin (%)
sin (g) = sin (% + %) =2-sin (%) : cos(%) =2-cos (g) : sin(g)

1:2-cos(§) = cos(g):%.

Mit sin? (z) + cos? (z) =1 und sin(fg) > 0 folgt
a (T = —eo2 (T _\/_1_\/§
sm(3) \/1 cos (3) 1 1 5

Aufgabe 117: (Komplexe Wurzeln)
3

Bestimme alle komplexen Losungen von 2° = —1 in kartesischer Darstellung. Beachte
Aufgabe 116.

Mit

folgt

Musterlosung:
Die Polardarstellung von —1 ist —1 = €*™. Die drei Wurzeln sind damit
2 =" GHRED b — 01,2,

Die Polarwinkel arg(zy) sind

2. 4.
arg(z0) = 5, arg(m) =5+ - =7 arglem) =g+ - =27 .
Mit cos(%) = 3, sin(5) = ? (Aufgabe 116) ergeben sich die kartesische Darstellungen
cos<ﬂ>+' si (W) L+ V3
20 = —)+i-sin(=)=——
0 3 3 2
z1 = cos(m) + 14 - sin(w) = —1,

22:cos<2-77—%)+i-sin(2~ﬂ'—g):cos(—§)+i~sin(—g):%\/g.i.



Aufgabe 118: (Differentiation, Implizite Funktionen)
Die Funktion y = f(x) sei implizit als Losung der Gleichung

y+y®=a? ot
definiert. Bestimme alle Extrema von f(x) und identifiziere sie als Minimum oder Maximum.

Musterlosung:
Durch Differenzieren von
fa) + f(a)? = a® +a?

erhélt man eine Gleichung fiir f/(z):
Flla)+3-f@)? f@)=2-2+4-2° — [f(x)

Durch weiteres Differenzieren erhélt man

() = 2+12-2®  (2-2+4-2%)-6- f(x)- f'(x)
Y T113 f(2)? (1+3- f(x)?)? ‘

Mit der Forderung f'(z) = 0 ergibt sich fiir die Extremstelle(n) von f die Gleichung

_ 2.x4+4-23

f'(@)
Das einzige mogliche Extremum liegt also bei © = 0. Um es als Minimum /Maximum zu identifizieren,
ist das Vorzeichen von f”(0) zu ermitteln:
Zu z = 0 ist y = 0 die einzige Losung von y +y> = 22 + 2% = 0, also f(0) = 0. Einsetzen von f(0) =0
und f/(0) = 0 in (#) liefert
110) =2,

Damit ist £ = 0 ein Minimum.

Aufgabe 119: (Taylor-Entwicklung)

Sei Th () das quadratische Taylor—Polynom der Funktion f(z) = In(cos(z)) um den Entwick-
lungspunkt xg = 0.

a) Bestimme T5(x).

. 2 Jaf?
b) Zeige, dass |f(z) — Ta(x)| <

fiir alle z € (=7, 7) gilt.

Musterlésung:
a) Mit f(0) =1In(1) =0,

fz) = —ilo’z((?) = —tan(z) = f'(0)=0,
' (x) = —j—x tan(z) = —1 — tan®*(z) = f’(0) = -1



ist das quadratische Taylor-Polynom:

To(z) = f(0) + f/(0) -z + @ 2 _%

b) Fiir das Restglied der Taylor-Entwicklung gilt

_ fl// (5) x?)

f(a) = Tafw) =I5

mit einem Zwischenpunkt & € (=%, ). Man berechnet
" (xz) = =2 - tan(z) - (1 + tan?(z)).
Es folgt

=2 tan(©) - (1 + tan?(€)

s o 2-[tan()] - (1 + tan*(9))| af?
3! - '

7(@) ~ Taa)] -

- |z

Fiir [£] < 7 gilt [tan(£)| < 1 und damit

2.1.(14+13) ., 2:2 . 2|z
|f(l’)—T2($)|S?'|$\ :m‘m =3

Aufgabe 120: (Differentiation, Extremwerte)

Welche Punkte des Parabelbogens y = 2 — 22 haben den kleinsten Abstand zum Ursprung?
Wie grof} ist dieser minimale Abstand?

Musterlésung;:
Der Abstand eines Punktes (z,y) zum Ursprung (0,0) ist d = /22 + y2. Mit y = 2 — 2% ist d oder
(einfacher)

P=2?+2-2?2=4-3-22+2* = f(z)

7zUu minimieren:

3
fllz)=—-6-2+4-2°=0 = szoderx:\/;oderm:— 5

Mit

Po-—srizst = o= f(3) () -cerizdor

ist = 0 ein lokales Maximum und = = :t\/g sind die gesuchten lokalen Minima. Der Minimalabstand

ist
\/f(\/g)=\/4—3-g+(2)2:\/4—g+i=\/zz‘f~1.3228....




Aufgabe 121: (Differentiation, de I’'Hospital)

1
Bestimme lim x7-1. Anleitung: betrachte den Logarithmus des Ausdrucks.

z—1
Musterlésung:
de I’Hospital:
1 4] 1
lim In (ch—1> = lim n(z) = lim -4 n(z) =1 ﬁ =1.
T— z—1x —1 z—1 4 (x — 1) z—1 1

Es folgt

1 . _1
. 1 ) In (mT*1> lim In (ajw—1> L
limz=—T = lim e =ez—l =e =ce.

r—1 x—1

Aufgabe 122: (Unbestimmte Integration)

2-x-1
Bestimme / (‘:Ii(;;) dx. Anleitung: zun#chst partielle Integration.
72 —

Musterlésung:
Partielle Integration:

iy - () L ()

flz) ~——~—" flay T =
g’ (x) g(z) f(z) g(x)

_ In(x) 1
_1—x2+/x~(a:2—1) dzx.

Das verbleibende Integral ist durch Partialbruchzerlegung zu berechnen:

1 a b c a- (2> - +b-x-(x+1)+c-a-(x—1)
=~ 4 + =
z-(x—=1)-(z+1) 2 -1 =z+1 x-(x—=1) - (x+1)
Ca-at—a+b-aP4+b-atcaP—cx  (a+b+c)- 2P+ (b—c)xz—a
B z-(x—1)-(z+1) B z-(x—1)-(z+1)
1
= a+b+c=0, b—c=0, —a=1 = a=-1, bzc:i.
Also: 1 111 11
/x.(gﬂ_l)dm:/(_5+§'x—l+§'x+1)dx
1 -1 1 1
e 1D e )
2 2
Endergebnis:
2-x-In(z) . In(x) In(lz —1]) In(|lz+1])
/7@271)2 dx—17x2 In(|z]) + 5 + 5 +ec




Aufgabe 123: (Bestimmte Integration)
1
Berechne / t-/1—1t2dt.
0

Musterlésung:
Setze y =1 — 12, dy/dt = —2-t,dt = - Mitt =0=y=1,t=1=y =0

1 0 1 3/24y=1
1 1 1 1 1
1 0

0

Aufgabe 124: (Uneigentliche Integrale)
]

Bestimme / r;( ) dt.
1

Musterlésung:
Zuniéchst die Stammfunktion von ln(f Substituiere y = In(t), dy/dt = 1, dy = dy/t:

/%dt:/%% / dy—/ydy—/yeydy

Partielle Integration:

fy) 9 CORTED SO T)
Ergebnis:
In(t) ., “In(t) _ —1In(t) In(?) 1 _ In@®) 1
/ 2 dt = —1n(t) - e —e +c= T o) +C——T—¥+c.
Es folgt

/Ooln(t) dt = lim /bh;(t) dt = lim [ M—l}t:b

b—oo t tli=1

Mit In(1) =0, lim 1—Ound

b—oo b

folgt:




